
82 3. Les fontions alulablesune projetion, une fontion onstante égale à 0 ou la fontion suesseur, alors
f∗(w, x1, . . . , xn) = χN∗(w) × f(x1, . . . , xn) et la fontion f∗ appartient à l'en-semble C. Si f est dé�nie omme la omposition de fontions h et g1, . . . , gm,alors, par hypothèse de réurrene, les fontions h∗, g∗
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appartiennentà C et f∗(w, x1, . . . , xn) = h∗(w, g∗
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(w, x1, . . . , xn), . . . , g∗
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(w, x1, . . . , xn)). Lafontion f∗ est don la omposition d'une projetion, de g∗
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et de h∗.Elle appartient don à l'ensemble C. Si f est dé�nie par réurrene à partir dedeux fontions g et h, alors, par hypothèse de réurrene, les fontions g∗ et

h∗ appartiennent à l'ensemble C et d'après la proposition 3.17, la fontion f∗également. Si f est dé�nie par minimisation à partir d'une fontion g, alors, parhypothèse de réurrene, la fontion g∗ appartient à C et la fontion f∗ est lafontion qui à w, x1, . . . , xn assoie le plus petit i tel que g∗(w, x1, . . . , xn, i) = 0,'est don la fontion dé�nie par minimisation à partir de g∗ et elle appartientà C.Puisque la fontion f∗ appartient à C, 'est également le as de la fontionqui à x1, . . . , xn assoie l'entier f∗(1, x1, . . . , xn) qui n'est autre que la fontion
f .3.4 Les programmesL'ensemble des fontions alulables est dé�ni de manière indutive. Pourhaque fontion alulable, il existe don une ou plusieurs dérivations de ettefontion. Ces dérivations sont des arbres, que l'on appelle des programmes.Les n÷uds de es arbres sont étiquetés par des symboles qui orrespondentaux huit règles de la dé�nition 3.9 : πn

i
, ave i et n entiers tels que i soit omprisentre 1 et n, pour la règle des projetions, Zn pour la règle des fontions iden-tiquement nulle, Su pour la règle du suesseur, + pour la règle de l'addition,

× pour la règle de la multipliation, χ≤ pour la règle de la fontion araté-ristique de la relation d'ordre, ◦n

m
pour la règle de omposition et µn pour larègle de la minimisation. Les programmes sont don des arbres étiquetés parles symboles πn
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, Zn, Su, +, ×, χ≤, ◦n

m
et µn qui sont eux-mêmes des arbresétiquetés par les éléments d'un ensemble �ni.Naturellement, si, au lieu de s'appuyer sur la dé�nition 3.9, on s'appuie surla dé�nition 3.1, les programmes sont des arbres étiquetés par les symboles πn
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,

Zn, Su, ◦n
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, µn et Recn pour la règle de réurrene.Dé�nition 3.12 (Terminaison, valeur)On dit qu'un programme termine en p1, . . . , pn si la fontion f alulée par e


