
3.3 L'élimination de la réurrene 81Proposition 3.17Si f est une fontion dé�nie par réurrene à partir de deux fontions g et htelles que g∗ et h∗ appartiennent à C, alors f∗ appartient à C.Démonstration. La fontion f∗ véri�e les propriétés
f∗(w, x1, . . . , xn−1, 0) = g∗(w, x1, . . . , xn−1)

f∗(w, x1, . . . , xn−1, y + 1) = h∗(w, x1, . . . , xn−1, y, f∗(w, x1, . . . , xn−1, y))'est don la fontion dé�nie par réurrene à partir de g∗ et h∗.Soit f1 la fontion de C qui à w, x1, . . . , xn−1, y, k, l et i assoie le nombre
χ<(i, y) × χ=(h∗(w × χ<(i, y), x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i)), β(k, l, i + 1)). Si i ≥ yalors f∗ est dé�nie et nulle en w, x1, . . . , xn−1, y, k, l, i et si i < y, alors
f1(w, x1, . . . , xn−1, y, k, l) = χ=(h∗(w, x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i)), β(k, l, i + 1))Soit f2 la fontion de C qui à w, x1, . . . , xn−1, y, k et l assoie le plus petit entier

i tel que f1(w, x1, . . . , xn−1, y, k, l, i) = 0. L'entier f2(w, x1, . . . , xn−1, y, k, l) estégal à y si et seulement si pour tout i stritement inférieur à y, h∗ est dé�nieen w, x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i) et h∗(w, x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i)) = β(k, l, i + 1).On en déduit qu'il existe dans C une fontion f3 qui à w, x1, . . . , xn−1, y,
k, l et r assoie l'entier 0 si et seulement si la fontion g∗ est dé�nie en
w, x1, . . . , xn−1 et prend la valeur β(k, l, 0), pour tout i stritement inférieurà y, la fontion h∗ est dé�nie en w, x1, . . . , xn−1, i, β(k, l, i) et prend la valeur
β(k, l, i + 1) et β(k, l, y) = r.Soit f4 la fontion de C qui à w, x1, . . . , xn−1, y assoie le plus petit j tel que
f3(w, x1, . . . , xn−1, y, hd(hd(j)), tl(hd(j)), tl(j)) = 0 et f5 la fontion de C qui à
w, x1, . . . , xn−1, y assoie tl(f4(w, x1, . . . , xn−1, y)). D'après la proposition 3.15,la fontion f5 prend la valeur r en x1, . . . , xn−1, y si et seulement s'il existe unesuite s telle que s0 = g∗(w, x1, . . . , xn−1), pour tout i stritement inférieur à y,
si+1 = h∗(w, x1, . . . , xn−1, i, si) et sy = r. La fontion f5 est don la fontion
f∗ qui, de e fait, appartient à l'ensemble C.Proposition 3.18Une fontion appartient à l'ensemble C si et seulement si elle est alulable.Démonstration. D'après la dé�nition 3.1 et les propositions 3.2 et 3.3, l'en-semble des fontions alulables est los par toutes les règles de la dé�nitionindutive de l'ensemble C, il ontient don l'ensemble C.Réiproquement, on ommene par montrer, par réurrene sur la onstru-tion de f que si f est une fontion alulable, alors f∗ appartient à C. Si f est


