
3.3 L'élimination de la réurrene 79� la multipliation et� la fontion aratéristique de la relation d'ordre χ≤, dé�nie par χ≤(x, y) =

1 si x ≤ y et χ≤(x, y) = 0 sinon,et los par� la omposition et� la minimisation.Cette dé�nition est similaire à la dé�nition 3.1, mais la l�ture par la réur-rene y est remplaée par trois fontions de base : l'addition, la multipliationet la fontion χ≤. On veut montrer que es deux dé�nitions sont équivalentes,'est-à-dire qu'une fontion appartient à l'ensemble C si et seulement si elle estalulable. Pour ela, on doit montrer que l'ensemble C est los par dé�nitionpar réurrene, 'est-à-dire que si g et h sont deux fontions de C et si f estdé�nie par réurrene à partir de g et h, alors f appartient à C.La fontion dé�nie par réurrene à partir de g et h prend la valeur r en
x1, . . . , xn−1, y s'il existe une suite �nie s0, . . . , sy telle que s0 = g(x1, . . . , xn−1),pour tout i stritement inférieur à y, si+1 = h(x1, . . . , xn−1, i, si) et sy = r.On veut exprimer la suite �nie s0, . . . , sy par un entier. La première idée est del'exprimer par l'entier s0; (. . . ; (sy; 0) . . .) et il n'est pas di�ile de montrer queles fontions ;, hd et tl appartiennent à l'ensemble C. Toutefois, omme on nedispose pas enore de la dé�nition par réurrene, on ne peut pas enore mon-trer que la fontion nth appartient à l'ensemble C. On utilise don une autreexpression des suites �nies, qui repose sur une fontion appelée la fontion βde Gödel.Dé�nition 3.10La fontion β de Gödel est dé�nie par

β(k, l, i) = l mod (k(i + 1) + 1)où x mod y est le reste de la division eulidienne de x par y.Proposition 3.15Pour toute suite �nie s0, . . . , sy, il existe deux entiers k, l tels que pour tout iinférieur à y, si = β(k, l, i).Démonstration. Soit m un entier stritement supérieur à y + 1, s0, . . . , sy. Ilest faile de véri�er que les entiers ei = m!(i + 1) + 1 pour i inférieur à y sontpremiers entre eux deux à deux : si ei et ej avaient un diviseur ommun premier
c, alors c diviserait aussi leur di�érene m!(i − j), il serait don inférieur à m,


