
72 3. Les fontions alulablesDé�nition 3.2 (Ensemble déidable, semi-déidable)Une partie A de N est dite déidable si sa fontion aratéristique est alulable,'est-à-dire s'il existe une fontion alulable f telle que f(x) = 1 si x ∈ A et
f(x) = 0 sinon.Elle est dite semi-déidable s'il existe une fontion alulable f telle que
f(x) = 1 si x ∈ A et f n'est pas dé�nie en x sinon.Exerie 3.1Montrer que tout ensemble déidable est semi-déidable.Dé�nition 3.3 (Les fontions réursives primitives)L'ensemble des fontions réursives primitives est indutivement dé�ni ommele plus petit ensemble de fontions ontenant les projetions, les fontions iden-tiquement nulles, la fontion suesseur et los par omposition et par dé�nitionpar réurrene.Exerie 3.2La fontion d'Akermann est dé�nie par A0(x) = 2x et An+1(x) = An ◦ . . . ◦ An

︸ ︷︷ ︸

x fois (1).C'est-à-dire
A0(x) = 2x

An+1(0) = 1

An+1(x + 1) = An(An+1(x))1. Montrer que, pour tout i et pour tout x, Ai(x) ≥ x + 1.2. Montrer que, pour tout i, la fontion x 7→ Ai(x) est stritement roissante.3. Montrer que, pour tout x, la fontion i 7→ Ai(x) est roissante.4. Montrer que, pour tout x, A0(x) ≥ 2x et, si x ≥ 2, alors A0(x) ≥ x + 2.Montrer que, pour tout i et pour tout x, Ai(x) ≥ 2x et, si x ≥ 2, alors
Ai(x) ≥ x + 2.5. Montrer que, si x ≥ 2, alors Ai+1(x + 2) ≥ Ai(Ai(x + 2)). Montrer que, si
x ≥ 4, alors Ai+1(x) ≥ Ai(Ai(x)).6. On dit qu'une fontion f d'arité n est dominée par une fontion unaire gsi pour tout x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn) ≤ g(max(x1, . . . , xn, 4)).Montrer que les projetions, les fontions identiquement nulles et la fon-tion suesseur sont toutes dominées par la fontion A0, 'est-à-dire par lafontion x 7→ 2x.


