
3.1 Les fontions alulables 71une fontion f est dé�nie par minimisation d'une fontion g, on alule f(p)en alulant suessivement la valeur de g en (p, 0), en (p, 1), en (p, 2), . . .jusqu'à trouver une valeur d'annulation, s'il en existe une. S'il n'en existe pas,la reherhe d'une valeur d'annulation se poursuit indé�niment.Proposition 3.1 (La fontion prédéesseur)La fontion prédéesseur, dé�nie par f(n + 1) = n et f(0) = 0 est alulable.Démonstration. Elle est dé�nie par réurrene.Proposition 3.2 (Les quatre opérations)L'addition, la multipliation, la � soustration � dé�nie par n −̇ p = n − p si
n ≥ p et n −̇ p = 0 sinon, le quotient et le reste de la division eulidienne sontalulables.Démonstration. Les fontions +, −̇ et × se dé�nissent par réurrene. Lequotient se dé�nit à partir de es opérations ave la minimisation et le reste àpartir du quotient, de la multipliation et de la soustration.Proposition 3.3 (La fontion χ≤)La fontion aratéristique de la relation d'ordre χ≤, dé�nie par χ≤(x, y) = 1si x ≤ y et χ≤(x, y) = 0 sinon, est alulable.Démonstration. χ≤(x, y) = 1 −̇ (x −̇ y).Proposition 3.4 (Le test)Soient f , g et h trois fontions alulables. La fontion i dé�nie sur l'intersetiondes trois domaines de dé�nition de f , g et h par i(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn)si f(x1, . . . , xn) = 0 et i(x1, . . . , xn) = h(x1, . . . , xn) sinon est alulable.Démonstration. La fontion qui à trois entiers p, q, r assoie q si p = 0 et rsinon peut être dé�nie par réurrene

k(0, q, r) = q

k(p + 1, q, r) = ret la fontion i peut être dé�nie par omposition à partir de f , g, h et k.


