
1.6 Variations sur le tiers exlu 43Démonstration. Si le séquent Γ ⊢ A a une démonstration en dédution natu-relle, on montre par réurrene sur la struture de ette démonstration qu'il estdémontrable dans le système D′. Toutes les règles de la dédution naturellessont des règles du système D′, sauf la règle tiers exlu. Mais, omme on l'a vu,les séquents de la forme Γ ⊢ A ∨ ¬A sont démontrables dans le système D′.Réiproquement, en utilisant la proposition 1.7, il su�t de montrer que si leséquent Γ ⊢ A est démontrable dans le système D′, alors le séquent Γ,¬A ⊢ ⊥est démontrable en dédution naturelle. On montre, plus généralement, que sile séquent Γ ⊢ ∆ est démontrable dans le système D′, alors le séquent Γ,¬∆ ⊢

⊥ est démontrable en dédution naturelle, où ¬∆ est l'ensemble formé desnégations des propositions de ∆. Cela se montre par réurrene sur la struturede la démonstration de Γ ⊢ ∆ dans le système D′. Si ette démonstration a laforme
π

Γ ⊢ A, A, ∆′ ontration
Γ ⊢ A, ∆′alors les ensembles Γ,¬A,¬A,¬∆ et Γ,¬A,¬∆ sont identiques et don, par hy-pothèse de réurrene, le séquent Γ,¬A,¬∆ ⊢ ⊥ est démontrable en dédutionnaturelle. Si ette démonstration a la forme
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Γ1 ⊢ A1, ∆
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Γn ⊢ An, ∆′ r
Γ ⊢ B, ∆′où r est une règle du système D′, distinte de la règle ontration, alors parhypothèse de réurrene, les séquents Γ1,¬A1,¬∆′

⊢ ⊥, . . . , Γn,¬An,¬∆′
⊢ ⊥sont démontrables en dédution naturelle. D'après la proposition 1.7, les sé-quents Γ1,¬∆′

⊢ A1, . . . , Γn,¬∆′
⊢ An le sont également. En utilisant la règlede dédution naturelle homologue de la règle r de D′, on onstruit une démons-tration en dédution naturelle du séquent Γ,¬∆′

⊢ B et don, en utilisant laproposition 1.7 à nouveau, une démonstration du séquent Γ,¬B,¬∆′
⊢ ⊥.La proposition suivante qui est l'analogue, pour le système D′ de la propo-sition 1.6.Proposition 1.13 (L'a�aiblissement)Si le séquent Γ ⊢ ∆ est démontrable dans le système D′ alors 'est égalementle as des séquents Γ, A ⊢ ∆ et Γ ⊢ A, ∆.Démonstration. Par réurrene sur la struture de la démonstration de Γ ⊢ ∆.


