
40 1. La logique des prédiats1.6.1 La double négationUne première est de remplaer ette règle par la règle
Γ ⊢ ¬¬A double négation

Γ ⊢ Ae qui donne un système équivalent.Proposition 1.11Les séquents démontrables en dédution naturelle et dans le système dans lequella règle tiers exlu est remplaée par la règle double négation sont les mêmes.Démonstration. Dans un sens, on doit montrer que si le séquent Γ ⊢ ¬¬Aest démontrable en dédution naturelle, alors 'est également le as du séquent
Γ ⊢ A, e qui est une onséquene de la proposition 1.7. Dans l'autre, on doitmontrer que tous les séquents de la forme Γ ⊢ A ∨ ¬A sont démontrablesdans le système dans lequel la règle tiers exlu est remplaé par la règle doublenégation. Un tel séquent a la démonstrationaxiome

Γ,¬(A ∨ ¬A) ⊢ ¬(A ∨ ¬A)

axiome
Γ,¬(A ∨ ¬A), A ⊢ ¬(A ∨ ¬A)

axiome
Γ,¬(A ∨ ¬A), A ⊢ A

∨-intro
Γ,¬(A ∨ ¬A), A ⊢ A ∨ ¬A

¬-élim
Γ,¬(A ∨ ¬A), A ⊢ ⊥

¬-intro
Γ,¬(A ∨ ¬A) ⊢ ¬A

∨-intro
Γ,¬(A ∨ ¬A) ⊢ A ∨ ¬A

¬-élim
Γ,¬(A ∨ ¬A) ⊢ ⊥

¬-intro
Γ ⊢ ¬¬(A ∨ ¬A) double négation

Γ ⊢ A ∨ ¬A

1.6.2 Les séquents à plusieurs onlusionsDe manière plus surprenante, il est aussi possible d'exprimer e prinipe dutiers exlu, non par une règle spéiale, mais en hangeant la forme des séquentset en onsidérant des séquents qui ont, non seulement plusieurs hypothèses,mais aussi plusieurs onlusions.Cela peut se omprendre en analysant la démonstration i-avant. Dans leas où le ontexte Γ est vide et où la proposition A est juste un symbole deprédiat d'arité nulle, on herhe à démontrer le séquent ⊢ A∨¬A. Si on utilisela règle ∨-intro, on est ramené au séquent ⊢ A ou au séquent ⊢ ¬A et auun dees séquents n'est démontrable. La règle ∨-intro remplae don la onlusion


