
38 1. La logique des prédiatsExerie 1.18Cet exerie demande d'avoir fait les exeries 1.11, 1.13, 1.14, 1.16 et 1.17.Soit su la lasse binaire fontionnelle dé�nie par ompréhension par
x, y ǫ2 su ⇔ Su[x, y]. L'axiome de l'in�ni exprime l'existene d'un ensemblequi ontient 0 et qui est los par la lasse binaire fontionnelle su. On veutmontrer, dans et exerie, qu'une onséquene de et axiome est que, si a estun ensemble quelonque et r une lasse binaire fontionnelle quelonque, alorsil existe un ensemble qui ontient a et qui est los par r.On veut don montrer la proposition
∀a∀r (fontionnelle[r] ⇒ ∃E (a ∈ E ∧ ∀y∀y′ ((y ∈ E ∧ y, y′ ǫ2 r) ⇒ y′

∈ E)))Pour ela, on pose l'hypothèse fontionnelle[r] et on herhe à montrer la pro-position ∃E (a ∈ E ∧ ∀y∀y′ ((y ∈ E ∧ y, y′ ǫ2 r) ⇒ y′ ∈ E))).Soit A la proposition
n ∈ N ∧ ∀g (((∀p (Vide[p] ⇒ (p, a) ∈ g))

∧∀p∀p′∀y∀y′ ((p ∈ n ∧ (p, y) ∈ g ∧ Su[p, p′] ∧ y, y′ ǫ2 r) ⇒ (p′, y′) ∈ g))

⇒ (n, x) ∈ g)On érit A[t, u] la proposition (t/n, u/x)A1. Démontrer les propositions
∀n (Vide[n] ⇒ A[n, a])

∀n∀n′
∀x∀x′ ((A[n, x] ∧ Su[n, n′] ∧ x, x′ ǫ2 r) ⇒ A[n′, x′])2. On veut maintenant démontrer la proposition

∀n∀x∀y ((A[n, x] ∧ A[n, y]) ⇒ x = y)Dans un premier temps, on suppose
∀p∀x∀y ((p ∈ n ∧ A[p, x] ∧ A[p, y]) ⇒ x = y)et on démontre

∀x∀y ((A[n, x] ∧ A[n, y]) ⇒ x = y)Soit r′ la lasse binaire dé�nie en ompréhension par
p, c ǫ2 r′ ⇔ ∃y (c = (p, y)

∧((Vide[p] ∧ y = a) ∨ ∃m∃w (m ∈ n ∧ A[m, w] ∧ Su[m, p] ∧ w, y ǫ2 r)))Montrer que la lasse binaire r′ est fontionnelle. Soit G l'image du sues-seur de n par la lasse binaire r′, onstruite ave l'axiome de remplaement.Démontrer la proposition ∀p∀x ((p, x) ∈ G ⇒ A[p, x]).


