
1.5 Des exemples de théories 37En théorie des ensembles, le ouple (a, b) est l'ensemble qui ontient leséléments {a} et {a, b}. Érire une proposition utilisant uniquement les symboles
= et ∈ qui exprime que le ouple formé des éléments x et y est égal à z. Érireune proposition qui exprime que le ouple formé des éléments x et y est unélément de z.Exerie 1.15 (La réunion de deux ensembles)Cet exerie demande d'avoir fait l'exerie 1.13.Montrer que la proposition

∀x∀y∃z∀w (w ∈ z ⇔ (w ∈ x ∨ w ∈ y))est démontrable dans ZF .Exerie 1.16Cet exerie demande d'avoir fait les exeries 1.12 et 1.15.Montrer que les propositions suivantes sont démontrables.
∃x Vide[x]

∀x∃y Su[x, y]

∀x∀y ((Vide[x] ∧ Vide[y]) ⇒ x = y)

∀x∀y∀y′ ((Su[x, y] ∧ Su[x, y′]) ⇒ y = y′)

∀x∀y ¬(Su[x, y] ∧ Vide[y])Exerie 1.17 (Les entiers de Von Neumann)Cet exerie demande d'avoir fait les exeries 1.11 et 1.16.En théorie des ensembles, les entiers sont les ensembles suivants 0 = ∅, 1 =

{0}, 2 = {0, 1}, 3 = {0, 1, 2}, . . . Un ensemble est don un entier s'il appartientà tous les ensembles qui ontiennent 0 et qui sont los par suesseur. Érireune proposition N ontenant une variable libre x et utilisant uniquement lessymboles = et ∈ qui exprime que x est un entier. On érit N [t] la proposition
(t/x)N . On peut remarquer que tous les entiers appartiennent à l'ensemble Idont l'axiome de l'in�ni énone l'existene. Démontrer la proposition

∃N (x ∈ N ⇔ N [x])Érire une proposition qui exprime le prinipe de réurrene : si un ensembleontient 0 et est los par suesseur, alors il ontient tous les entiers. Montrerque ette proposition est démontrable dans ZF .


