
8La onstrutivité

Si un ensemble ontient l'entier 0, mais pas l'entier 2, on peut montrer qu'ilexiste un entier qui appartient à et ensemble, mais dont le suesseur ne luiappartient pas : il faut bien, en e�et, qu'à un moment ou a un autre, la suitedes entiers sorte de l'ensemble. On peut même montrer que e nombre est égalou bien à 0 ou bien à 1. Mais, on ne peut pas montrer que e nombre est égal à
0 ni qu'il est égal à 1, ar il faudrait pour ela savoir si le nombre 1 appartientà l'ensemble ou non.En logique des prédiats ela se traduit par le fait que le séquent

Γ ⊢ ∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))où Γ = P (0),¬P (2) est démontrable
Γ ⊢ P (1) ∨ ¬P (1)

. . .

Γ, P (1) ⊢ P (1) ∧ ¬P (2)

Γ, P (1) ⊢ ∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))

. . .

Γ,¬P (1) ⊢ P (0) ∧ ¬P (1)

Γ,¬P (1) ⊢ ∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))

Γ ⊢ ∃x (P (x) ∧ ¬P (S(x)))En revanhe, pour haque terme t, le séquent P (0),¬P (2) ⊢ P (t) ∧ ¬P (S(t))n'est pas démontrable. En e�et, en prenant M = N, en interprétant 0 et S demanière évidente et P suessivement par la fontion aratéristique de la paire
{0, 1} et du singleton {0}, on obtient deux modèles dans lesquels le terme t ala même dénotation et qui réfutent le séquent i-avant, le premier dans le asoù la dénotation de t est nulle et le seond dans le as où elle est non nulle.Dé�nition 8.1 (La propriété du témoin)On dit qu'un ensemble de propositions a la propriété du témoin si haque fois


