
7. Des théories déidables 177pour tout p, tel que A′′[p, q1, . . . , qn] est équivalent à A′′[p + r, q1, . . . , qn], ilexiste des entiers p arbitrairement grands tels que A′′[p, q1, . . . , qn] soit valide,et pour p assez grand A′′[p, q1, . . . , qn] est équivalent à A′[p, q1, . . . , qn]. Il existedon un entier p tel que A′[p, q1, . . . , qn] soit valide.Proposition 7.2Soit A une proposition du langage L, alors il existe une proposition B sansquanti�ateurs telle que A ⇔ B soit valide dans Z.Démonstration. On remplae les propositions de la forme ∀x C par la proposi-tion équivalente ¬∃x¬C et on onlut ave une démonstration par réurrenesur la struture de la proposition ainsi obtenue, en utilisant la proposition 7.1dans le as du quanti�ateur existentiel.Théorème 7.1L'ensemble des propositions formées dans le langage 0, 1, +,−,≤ et valide dans
Z est déidable.Démonstration. La validité des propositions loses et sans quanti�ateurs estévidemment déidable, elle des propositions quelonques s'en déduit par laproposition 7.2.On peut en déduire un résultat similaire pour les entiers naturels.Théorème 7.2 (Presburger)L'ensemble des propositions formées dans le langage 0, S, +, = et valide dans
N est déidable.Démonstration. À haque proposition A du langage 0, S, +, = on assoie uneproposition |A| du langage 0, 1, +,−,≤ telle que pour toute proposition lose
A, A est valide dans N si et seulement si |A| est valide dans Z.� |0| = 0, |x| = x, |S(t)| = |t| + 1, |t + u| = |t| + |u|,� |t = u| = |t| ≤ |u| ∧ |u| ≤ |t|,� |⊤| = ⊤, |⊥| = ⊥, |¬A| = ¬|A|, |A ∧ B| = |A| ∧ |B|, |A ∨ B| = |A| ∨ |B|,

|A ⇒ B| = |A| ⇒ |B|,� |∀x A| = ∀x (0 ≤ x ⇒ |A|), |∃x A| = ∃x (0 ≤ x ∧ |A|).


