
176 7. Des théories déidables
t ≤ x′, 0 ≤ t, Multn(x′ + t) et Multn(t) où t est un terme qui ne ontient pas lavariable x′.Soit r un multiple ommun de tous les entiers n tels que la propositionatomique Multn(x′ + t) apparaisse dans A′.Si on �xe la valeur des variables distintes de x′, la valeur de vérité d'unetelle proposition est une fontion de la valeur assoiée à x′ qui est périodiquede période r à partir d'un ertain rang. En e�et, au-delà d'une ertaine valeur,les propositions de la forme x′ ≤ t sont toujours fausses et elles de la forme
t ≤ x′ toujours vraies, seules elles de la forme Multn(x′+ t) hangent de valeurselon une période r.Soit E l'ensemble de tous les termes t tels que la proposition atomique x′ ≤ tapparaisse dans A′. Soit A′′ la proposition obtenue en remplaçant dans A′ lespropositions de la forme x′ ≤ t par ⊥ et les propositions de la forme t ≤ x′ par
⊤ et soit B la disjontion de toutes les propositions de la forme� (i/x′)A′′ où i est un entier ompris entre 0 et r − 1,� ((t − j)/x′)A′ où t est un terme de E et j un entier ompris entre 0 et

r − 1.Montrons que la proposition (∃x′ A′) ⇔ B est valide dans Z.Soient y1, . . . , yn les variables de A′ distintes de x′. On érit A′[p, q1, . . . , qn]la proposition (p/x′, q1/y1, . . . , qn/yn)A′, A′′[p, q1, . . . , qn] la proposition
(p/x′, q1/y1, . . . , qn/yn)A′′ et B[q1, . . . , qn] la proposition (q1/y1, . . . , qn/yn)B.On veut montrer que pour tout q1, . . . , qn, il existe un entier p tel que
A′[p, q1, . . . , qn] soit valide si et seulement si B[q1, . . . , qn] est valide.Supposons qu'il existe un entier p tel que A′[p, q1, . . . , qn] soit valide, danse as, ou bien, pour tout v, A′[p + vr, q1, . . . , qn] est valide, ou bien non.Dans le premier as, il existe des entiers p′ arbitrairement grands tels que
A′[p′, q1, . . . , qn] soit valide, et pour p′ su�samment grand A′[p′, q1, . . . , qn] estéquivalent à A′′[p′, q1, . . . , qn]. Il existe don un entier p′ tel que A′′[p′, q1, . . . , qn]soit valide. Or, pour tout p, A′′[p, q1, . . . , qn] est équivalent à A′′[p−r, q1, . . . , qn].Il existe don un entier i ompris entre 0 et r − 1 tel que A′′[i, q1, . . . , qn] soitvalide. La proposition B[q1, . . . , qn] est don valide.Dans le seond as, il existe un entier p′ tel que A′[p′, q1, . . . , qn] soit valide,mais pas A′[p′ + r, q1, . . . , qn]. Il existe don une proposition atomique de laforme x′ ≤ t qui est véri�ée en p′ mais pas en p′ + r. Érivons t[q1, . . . , qn] leterme (q1/y1, . . . , qn/yn)t. On a p′ ≤ t[q1, . . . , qn], mais t[q1, . . . , qn] < p′ + r, ilexiste don un entier j ompris entre 0 et r − 1 tel que p′ = t[q1, . . . , qn] − j.La proposition B[q1, . . . , qn] est don valide.Réiproquement, si B[q1, . . . , qn] est valide, alors, ou bien il existe un entier
i tel que A′′[i, q1, . . . , qn] soit valide ou bien il existe un élément t de E et unentier j tels que A′[t[q1, . . . , qm]− j, q1, . . . , qn] soit valide. Dans e seond as,il existe un entier p tel que A′[p, q1, . . . , qn] soit valide. Dans le premier, omme


