
118 4. Le alul omme une suite de petits pas
s2 � l'état �nal. Elle ommene par déplaer sa tête vers la droite en érivantdes bâtons sur la seonde bande tant qu'elle en trouve sur la première. Quandelle n'en trouve plus, elle érit un bâton de plus, hange d'état, ramène la tête àgauhe et passe dans son état �nal. Sa table de transition est don la suivante.

M((×,×), s0) = ((×,×), s0, 1)

M((|, b), s0) = ((|, |), s0, 1)

M((b, b), s0) = ((b, |), s1,−1)

M((|, |), s1) = ((|, |), s1,−1)

M((×,×), s1) = ((×,×), s2, 0)Naturellement, pour dé�nir omplètement la mahine, il est néessaire deompléter la table en indiquant quoi faire dans toutes les autres on�gurations.Celles-i n'étant pas atteignables, peu importe la manière dont on omplèteette table.Pour montrer que toutes les fontions alulables peuvent être alulées parune mahine de Turing, on doit montrer que l'ensemble des fontions alu-lables par une mahine de Turing ontient les projetions, les fontions nulles,la fontion suesseur, l'addition, la multipliation, la fontion aratéristiquede la relation d'ordre et qu'il est los par omposition et minimisation. Com-mençons par montrer la l�ture par la omposition qui demande de dé�nir unemanière de ombiner des mahines de Turing.On remarque tout d'abord, que si une mahine alule une fontion f de N
ndans N, il n'est pas di�ile de la transformer de manière à ajouter des bandesneutres don le ontenu ne modi�e pas l'évolution de la mahine et sur laquellela tête n'érit jamais. Il n'est pas non plus di�ile de transformer une tellemahine de manière à e qu'elle lise ses arguments sur des bandes b1, . . . , bn,qui ne sont pas néessairement les n premières bandes, et érive son résultatsur une bande bn+1, qui n'est pas néessairement la (n + 1)-ième bande.Ces deux remarques faites, on peut alors montrer que l'ensemble des fon-tions alulables par une mahine de Turing est los par omposition. Soient

h, g1, . . . , gm des fontions alulées par des mahines N et M1, . . . , Mm. Cesmahines utilisent, outre les bandes permettant de lire les arguments et érirele résultat, un ertain nombre de bandes auxiliaires pour e�etuer les aluls.On ommene par les modi�er de manière à e qu'elles aient toutes n+m+1+rbandes où r est le plus grand nombre de bandes auxiliaires utilisées par l'unedes mahines M1, . . . , Mn, N , que Mi lise ses arguments sur les bandes 1, . . . , net érive son résultat sur la bande n + 1 + i, que N lise ses arguments sur lesbandes n + 2, . . . , n + m + 1 et érive son résultat sur la bande n + 1 et que lesbandes auxiliaires utilisées par toutes es mahines soient au-delà des n+m+1premières bandes.On onstruit une mahine en prenant omme ensemble d'états l'union dis-jointe des ensembles d'états de es m + 1 mahines et d'un ensemble d'états


