
2Les modèles

Après avoir donné une dé�nition de la notion de démonstration, au ha-pitre préédent, nous allons, dans e hapitre, étudier ertaines propriétés desdémonstrations. En partiulier nous allons introduire des outils qui permettentde démontrer des résultats d'indépendane de la forme : il n'existe pas de dé-monstration de la proposition A dans la théorie T .S'il était néessaire de se restreindre à des propositions ombinatoires pourdé�nir la notion de démonstration, auune restrition n'est, en revanhe, nées-saire pour étudier les démonstrations : pour démontrer des résultats d'indépen-dane, nous pouvons utiliser tous les outils mathématiques que nous voulons.2.1 La notion de modèleDé�nition 2.1 (Modèle)Soit L = (S,F ,P) un langage. Un modèle de e langage est une struture
M = ((Ms)s∈S ,B,B+, (f̂)f∈F , (P̂ )P∈P , ⊤̂, ⊥̂, ¬̂, ∧̂, ∨̂, ⇒̂, ∀̂, ∃̂) formée,� pour haque sorte s de S, d'un ensemble non vide Ms,� d'un ensemble non vide B, d'un sous-ensemble B+ de B,� pour haque symbole de fontion f de F d'arité (s1, . . . , sn, s′) d'unefontion f̂ de Ms1

× . . . ×Msn
dans Ms′ ,� pour haque symbole de prédiat P de P d'arité (s1, . . . , sn) d'une fon-tion P̂ de Ms1

× . . . ×Msn
dans B,



46 2. Les modèles� de deux éléments ⊤̂ et ⊥̂ de B, d'une fontion ¬̂ de B dans B, de fontions
∧̂, ∨̂ et ⇒̂ de B ×B dans B et de deux fontions ∀̂ et ∃̂ de ℘+(B) dans Boù ℘+(B) est l'ensemble des parties non vides de B.Soit L = (S,F ,P) un langage et M un modèle de e langage. On veutdé�nir une fontion J K qui assoie, à haque terme terme t de sorte s, unélément JtK deMs et, à haque proposition A, un élément JAK de B. On veut, enoutre, que ette fontion soit un morphisme, 'est-à-dire que Jf(t1, . . . , tn)K =

f̂(Jt1K, . . . , JtnK), JP (t1, . . . , tn)K = P̂ (Jt1K, . . . , JtnK), JA∧BK = ∧̂(JAK, JBK), . . .On sait qu'un morphisme d'espaes vetoriels est omplètement dé�ni par sonimage sur une base de l'espae de départ. De même, un morphisme entre unlangage et un modèle est omplètement dé�ni par son image sur les variables.Cela mène à la dé�nition suivante.Dé�nition 2.2 (Valuation)Soit L = (S,F ,P) un langage, M un modèle de e langage et (Vs)s∈S unefamille d'ensembles de variables. On appelle valuation une fontion de do-maine �ni qui assoie aux variables x1, . . . , xn de sortes s1, . . . , sn des éléments
a1, . . . , an de Ms1

, . . . , Msn
.La valuation qui lie l'élément a1 à la variable x1, . . . , an à la variable xns'érit x1 = a1, . . . , xn = an. Si φ est une valuation, x une variable et a unélément de M on note (φ, x = a) la valuation qui prend la même valeur que φpartout sauf en x où elle vaut a.Une valuation se prolonge naturellement en un morphisme J Kφ entre lestermes et propositions du langage L dont les variables libres sont dans le do-maine de φ et le modèle M, en dé�nissant JxKφ omme φ(x), Jf(t1, . . . , tn)Kφomme f̂(Jt1Kφ, . . . , JtnKφ), . . . En fait, les quanti�ateurs et les variables liéesompliquent un tout petit peu la dé�nition. En e�et, les variables libres de laproposition A sont toutes elles de ∀x A plus, potentiellement, x. Pour dé�nir

J∀x AKφ, on doit don ommener par onsidérer toutes les valeurs JAKφ,x=aobtenues en assoiant à x un élément quelonque a de Ms, on obtient alors unsous-ensemble non vide de B auquel on applique la fontion ∀̂, qui doit donêtre une fontion de l'ensemble des parties non vides de B dans B.Dé�nition 2.3 (Dénotation)Soit L = (S,F ,P) un langage,M un modèle de e langage, (Vs)s∈S une familled'ensembles de variables, φ une valuation et t un terme dont les variables libres



2.1 La notion de modèle 47sont dans le domaine de φ, la dénotation du terme t dans le modèle M pour lavaluation φ est l'élément JtKφ de Ms ainsi dé�ni par réurrene sur la struturede t� JxKφ = φ(x),� Jf(t1, . . . , tn)Kφ = f̂(Jt1Kφ, . . . , JtnKφ).Soit A une proposition dont les variables libres sont dans le domaine de φ,la dénotation de la proposition A dans le modèle M pour la valuation φ estl'élément JAKφ de B ainsi dé�ni par réurrene sur la struture de A� JP (t1, . . . , tn)Kφ = P̂ (Jt1Kφ, . . . , JtnKφ),� J⊤Kφ = ⊤̂,� J⊥Kφ = ⊥̂,� J¬AKφ = ¬̂(JAKφ),� JA ∧ BKφ = ∧̂(JAKφ, JBKφ),� JA ∨ BKφ = ∨̂(JAKφ, JBKφ),� JA ⇒ BKφ = ⇒̂(JAKφ, JBKφ),� J∀x AKφ = ∀̂({JAKφ,x=a | a ∈ Ms}),� J∃x AKφ = ∃̂({JAKφ,x=a | a ∈ Ms}).Proposition 2.1 (Substitution)
J(u/x)tKφ = JtKφ,x=JuKφ

J(u/x)AKφ = JAKφ,x=JuKφDémonstration. Par réurrene sur la struture de t et sur elle de A.Dé�nition 2.4 (Validité)Soit L = (S,F ,P) un langage,M un modèle de e langage, (Vs)s∈S une familled'ensembles de variables. Une proposition lose est valide dans le modèle M si
JAK∅ appartient à l'ensemble B+. On dit aussi dans e as que M est un modèlede A.Une proposition A qui ontient les variables libres x1, . . . , xn est valide dansle modèleM si la proposition lose ∀x1 . . . ∀xn A l'est, 'est-à-dire si pour toutevaluation φ, dont le domaine ontient les variables x1, . . . , xn, JAKφ appartientà l'ensemble B+.Un séquent A1, . . . , An ⊢ B1, . . . , Bp est valide dans le modèle M si laproposition (A1 ∧ . . . ∧ An) ⇒ (B1 ∨ . . . ∨ Bp) l'est.Une théorie T est valide dans un modèle si tous ses axiomes le sont.



48 2. Les modèlesDé�nition 2.5 (Modèle bivalué)Soit L = (S,F ,P) un langage. Un modèle bivalué de L est un modèle danslequel B = {0, 1}, B+ = {1}, ⊤̂ = 1, ⊥̂ = 0 et ¬̂, ∧̂, ∨̂, ⇒̂ ∀̂ et ∃̂ sont lesfontions
¬̂ 0 1

1 0

∧̂ 0 1

0 0 0

1 0 1

∨̂ 0 1

0 0 1

1 1 1

⇒̂ 0 1

0 1 1

1 0 1

∀̂ {0} {0, 1} {1}

0 0 1

∃̂ {0} {0, 1} {1}

0 1 1Dans la suite de e livre, tous les modèles seront bivalués.Exerie 2.1On onsidère le langage à une sorte de termes formé d'un symbole de fontionbinaire + et d'un symbole de prédiat binaire =. Soit M1 le modèle formé del'ensemble N, de l'addition sur N et de la fontion aratéristique de l'égalitésur N, 'est-à-dire de la fontion =̂ de N
2 dans {0, 1} telle que =̂(n, p) = 1 si

n = p et =̂(n, p) = 0 sinon. La proposition ∀x∀y∃z (x + z = y) est-elle validedans e modèle ?Même question pour le modèle M2 formé de l'ensemble Z de l'addition etde la fontion aratéristique de l'égalité sur Z.La proposition ∀x∀y (x+y = y+x) est-elle valide dans M1 ? Et dans M2 ?Donner un exemple de modèle dans lequel ette proposition n'est pas valide.2.2 Le théorème de orretionUn intérêt de la notion de modèle est que la validité dans un modèle est uninvariant de la démontrabilité : tous les séquents démontrables sont don validesdans tous les modèles. De e fait, si une proposition est démontrable dans unethéorie, alors elle est valide dans tous les modèles de ette théorie. Cela donneune méthode pour montrer qu'une proposition n'est pas démontrable dans uneertaine théorie : il su�t de montrer qu'il existe un modèle de ette théoriedans lequel elle n'est pas valide. Ce prinipe est exprimé par la deuxième formedu théorème de orretion i-après.



2.2 Le théorème de orretion 49Proposition 2.2Si un séquent A1, . . . , An ⊢ B1, . . . , Bp est démontrable en dédution naturelle,alors il est valide dans tous les modèles.Démonstration. Par réurrene sur la struture des démonstrations.De ette proposition, on peut déduire le théorème de orretion qui peut seformuler sous trois formes équivalentes.Théorème 2.1 (Corretion)Soit T une théorie et A une proposition.1. Si A est démontrable dans T , alors A est valide dans tous les modèles de
T .2. S'il existe un modèle de T qui n'est pas un modèle de A, alors A n'est pasdémontrable dans T .3. Si T a un modèle, alors T est ohérente.Démonstration. Soit M un modèle de la théorie T et A une proposition dé-montrable dans T . Il existe un sous-ensemble �ni H1, . . . , Hn de T , tel que leséquent H1, . . . , Hn ⊢ A soit démontrable. D'après la proposition 2.2, e sé-quent est valide dans M, 'est-à-dire que la proposition (H1 ∧ . . . ∧ Hn) ⇒ Aest valide dans e modèle. Les propositions H1, . . .Hn étant valides dans Mon en déduit que A également est valide dans M, e qui montre la proposition(1.) La proposition (2.) est une onséquene triviale de (1.) et la proposition(3.) est une onséquene de (2.), en prenant A = ⊥.Exerie 2.2Soit la théorie formée de l'axiome P (c)∨Q(c). Montrer que la proposition P (c)n'est pas démontrable dans ette théorie. Montrer que la proposition ¬P (c)n'est pas démontrable non plus. Qu'en est-il de la proposition Q(c) ?On peut utiliser le théorème de orretion pour démontrer que l'axiome del'in�ni n'est pas démontrable à partir des autres axiomes ZF .Dé�nition 2.6 (L'ensemble des ensembles héréditairement �nis)Soit Vn la suite d'ensembles dé�nie par réurrene par V0 = ∅ et Vi+1 = ℘(Vi).Soit Vω = ∪iVi.



50 2. Les modèlesProposition 2.3Soit le modèle M = (Mι,Mσ, ǫ̂2, =̂, ∈̂) où Mι = Vω, Mσ = ℘(Mι × Mι),
ǫ̂2 la fontion de Mι ×Mι ×Mσ dans {0, 1} telle que ǫ̂2(a, b, c) = 1 si (a, b)appartient à c et ǫ̂2(a, b, c) = 0 sinon, =̂ la fontion de Mι ×Mι dans {0, 1}telle que =̂(a, b) = 1 si a = b et =̂(a, b) = 0 sinon, ∈̂ la fontion de Mι ×Mιdans {0, 1} telle que ∈̂(a, b) = 1 si a appartient à b et ∈̂(a, b) = 0 sinon.Le modèle M est un modèle de tous les axiomes de ZF sauf l'axiome del'in�ni.Démonstration. On montre, par exemple, que 'est un modèle de l'axiome dela réunion. Remarquons tout d'abord que la réunion d'une famille de parties de
Vj étant une partie de Vj , la réunion d'une famille d'éléments de Vj+1 est unélément de Vj+1. On montre ensuite que, si c est un élément de Vω , la réunion
⋃

b∈c b des éléments de c appartient également à Vω. Comme c ∈ Vω , il existe,par dé�nition de Vω , un entier i non nul tel que c ∈ Vi. Si i = 1, c = ∅ et laréunion des éléments de c est également l'ensemble vide, 'est don un élémentde Vω. Sinon, il existe un entier j tel que i = j + 2. On a c ∈ Vj+2, don
c ⊆ Vj+1 et les éléments de c appartiennent à Vj+1. C'est don aussi le as dela réunion des éléments de c, qui appartient don à Vω . On a don

J∀w (w ∈ z ⇔ (∃v (w ∈ v ∧ v ∈ x)))Kx=c,z=
S

b∈c
b = 1et don

J∀x∃z∀w (w ∈ z ⇔ (∃v (w ∈ v ∧ v ∈ x)))K = 1On montre de même que l'axiome d'extensionalité, l'axiome des parties etl'axiome de remplaement sont valides dans e modèle.Les axiomes de l'égalité et le shéma de ompréhension binaire sont trivia-lement valides dans e modèle.On montre en�n, par l'absurde, que l'axiome de l'in�ni n'est pas validedans e modèle. On ommene par montrer, par réurrene sur i, que tous leséléments de Vi sont des ensembles �nis. On en déduit que tous les éléments de
Vω sont des ensembles �nis.Si l'axiome de l'in�ni était valide dans Vω, il existerait un ensemble a dans
Vω qui ontient l'ensemble vide et qui ontient l'ensemble b ∪ {b} haque foisqu'il ontient un ensemble b. Cet ensemble ontiendrait don tous les élémentsde la suite dé�nie par réurrene par : e0 = ∅, e1 = {e0}, e2 = {e0, e1}, e3 =

{e0, e1, e2}, . . . , ei+1 = ei ∪ {ei}, . . . Ces éléments étant tous distints, l'en-semble a serait in�ni.Proposition 2.4L'axiome de l'in�ni n'est pas démontrable à partir des autres axiomes de ZF .



2.3 Le théorème de omplétude 51Démonstration. Tous les axiomes de ZF , sauf l'axiome de l'in�ni, sont validesdans le modèle M de la proposition 2.3.2.3 Le théorème de omplétudeNous avons vu que, d'après le théorème de orretion, si une proposition Aest démontrable dans une théorie T , alors elle est valide dans tous les modèles deette théorie. Le théorème de omplétude, démontré par K. Gödel en 1930, maisqui n'est pas le élèbre théorème de Gödel, est la réiproque de e théorème.2.3.1 Les trois formes du théorème de omplétudeComme le théorème de orretion, le théorème de omplétude peut se for-muler sous trois formes équivalentes.Théorème 2.2 (Complétude)Soit T une théorie et A une proposition.1. Si A est valide dans tous les modèles de T , alors A est démontrable dans
T .2. Si A n'est pas démontrable dans T , alors il existe un modèle de T qui n'estpas un modèle de A.3. Si T est ohérente, alors T a un modèle.Les formes (1.) et (2.) sont trivialement équivalentes. La forme (3.) est uneonséquene de (2.) en prenant A = ⊥. Montrons que la forme (2.) est uneonséquene de (3.). Considérons une théorie T et une proposition A qui n'estpas démontrable dans ette théorie. D'après la proposition 1.7, la proposition

⊥ n'est pas démontrable dans la théorie T ,¬A. D'après (3.), la théorie T ,¬Aa don un modèle. Ce modèle est un modèle de T , mais pas un modèle de A.2.3.2 La démonstration du théorème de omplétudeNous allons démontrer le théorème de omplétude dans sa forme (3.) etnous restreindre au as d'un langage �ni ou dénombrable.



52 2. Les modèlesSoit L = (S,F ,P) un tel langage et T une théorie ohérente dans e langage.Nous devons onstruire un modèle de ette théorie. L'idée est de dé�nir ledomaine Ms omme l'ensemble des termes los de sorte s, de dé�nir la fontion
f̂ omme la fontion qui aux termes los t1, . . . , tn assoie le terme f(t1, . . . , tn)et de dé�nir la fontion P̂ omme la fontion qui à t1, . . . , tn assoie 1 ou 0selon que la proposition P (t1, . . . , tn) est démontrable ou non.Cependant, même en supposant la théorie T ohérente, le modèle ainsionstruit n'est pas toujours un modèle de ette théorie. Si la théorie T estonstituée, par exemple, d'un seul axiome P (c)∨Q(c), ni la proposition P (c) nila proposition Q(c) ne sont démontrables � voir l'exerie 2.2. Don, en suivantla onstrution i-avant, nous serons amenés à poser P̂ (c) = 0 et Q̂(c) = 0.Ainsi, la proposition P (c) ∨ Q(c) ne sera pas valide dans e modèle.Pour que ette onstrution fontionne, il est don néessaire, dans un pre-mier temps, de ompléter la théorie : quand une proposition A est indéterminée,'est-à-dire que ni A ni ¬A ne sont démontrables, il faut faire un hoix et ajou-ter l'axiome A ou l'axiome ¬A. Si, dans et exemple, on ajoute l'axiome P (c)alors, en onstruisant le modèle, on sera amené à poser P̂ (c) = 1 et, de e fait,la proposition P (c) ∨Q(c) sera valide dans le modèle. Si, en revanhe, on posel'axiome ¬P (c), alors la proposition Q(c) devient démontrable, en onstruisantle modèle, on sera amené à poser Q̂(c) = 1 et la proposition P (c) ∨ Q(c) seradon enore valide.Toutefois, ompléter ainsi la théorie n'est pas su�sant. Par exemple, pourla théorie ¬P (c), ∃x P (x), la onstrution i-avant nous mène à poser M = {c}et P̂ (c) = 0. La proposition ∃x P (x) n'est don pas valide dans e modèle. Leproblème est ii qu'il n'y a pas de terme los témoin du fait qu'il existe unobjet qui véri�e la propriété P . Il est don néessaire, avant de onstruire lemodèle i-avant d'ajouter une onstante d et l'axiome P (d). Cette onstante ds'appelle le témoin de Henkin de la proposition ∃x P (x).La démonstration du théorème de omplétude demande don de montrerd'abord la proposition suivante.Proposition 2.5Soit L = (S,F ,P) un langage et T une théorie ohérente dans e langage. Ilexiste un langage L′ tel que L ⊆ L′ et une théorie U dans le langage L′ telleque T ⊆ U et qui véri�e les propriétés suivantes.1. La théorie U est ohérente.2. Pour toute proposition lose A dans le langage L′, la proposition A estdémontrable dans U ou la proposition ¬A est démontrable dans U .3. Si la proposition ∃x A est démontrable dans U , alors il existe une onstante

c telle que (c/x)A soit démontrable dans U .



2.3 Le théorème de omplétude 53La démonstration de ette proposition est similaire à elle du théorème dela base inomplète : on examine les propositions une par une de manière àséletionner ertaines d'entre elles. Quand on examine la proposition A, onse demande si A ou ¬A sont démontrables à partir des axiomes de T et despropositions déjà séletionnées. Si A est démontrable, on la séletionne. Si ¬Aest démontrable, on la séletionne. Si ni A ni ¬A ne sont démontrables, alors onséletionne arbitrairementA. Si en outre A a la forme ∃x B, alors on séletionneégalement la proposition (c/x)B où c est une nouvelle onstante que l'on ajouteau langage.Démonstration. SoitH = {cs
i} un ensemble dénombrable ontenant une in�nitéde onstantes cs

0, c
s
1, c

s
2, . . . de haque sorte s. Soit L′ le langage (S,F ⊎H,P).Le langage L′ et les ensembles Vs étant dénombrables, l'ensemble des pro-positions de e langage est dénombrable. Soit A0, A1, A2, . . . une énumérationde et ensemble. On dé�nit la famille de théories Un ainsi. On pose U0 = T .Si An est démontrable dans la théorie Un, alors on pose B = An, si ¬An estdémontrable dans la théorie Un, alors on pose B = ¬An et si ni An ni ¬An nesont démontrables dans la théorie Un, alors on pose arbitrairement B = An. Si

B n'a pas la forme ∃x C, alors on pose Un+1 = Un ∪ {B} et si B a la forme
∃x C, alors on pose Un+1 = Un ∪ {B, (cs

i /x)C}, où s est la sorte de x et i estle plus petit entier tel que la onstante cs
i n'apparaisse pas dans Un ni dans B.Une telle onstante existe toujours, ar seules un nombre �ni de onstantes de

H apparaissent dans haque Ui. En�n, on pose U =
⋃

i Ui.On montre par réurrene sur i que toutes les théories Ui sont ohérentes.On en déduit que la théorie U , elle-même, est ohérente. En e�et, s'il existaitune démonstration de ⊥ dans U , il existerait un sous-ensemble �ni B1, . . . , Bnde U tel que le séquent B1, . . . , Bn ⊢ ⊥ soit démontrable. Chaque proposition
Bj appartiendrait à un ensembles Uij

et toutes appartiendraient à Uk où k estle plus grand des ij. La théorie Uk serait don ontraditoire, e qui n'est pasle as.Soit A une proposition lose quelonque. Il existe un indie i tel que Ai = Aet l'une des propositionsA ou ¬A est un élément de Ui+1. De e fait, la théorie Uontient l'axiome A ou l'axiome ¬A et démontre don l'une de es propositions.En�n, si la proposition ∃x A est démontrable dans U , alors il existe unindie i tel que Ai = ∃x A. Comme la théorie Ui est ohérente et démontrela proposition Ai, elle ne démontre pas la proposition ¬Ai. De e fait, Ui+1 =

Ui ∪ {∃x A, (c/x)A} pour une ertaine onstante c. La théorie U ontient donl'axiome (c/x)A et démontre don ette proposition.Proposition 2.6Soit U une théorie qui véri�e les propriétés suivantes.



54 2. Les modèles1. La théorie U est ohérente.2. Pour toute proposition lose A, la proposition A ou la proposition ¬A estdémontrable dans U .3. Si la proposition ∃x A est démontrable dans U , alors il existe un terme los
t telle que la proposition (t/x)A soit démontrable dans U .Alors� La proposition ¬A est démontrable si et seulement si la proposition An'est pas démontrable dans U .� La proposition A ∧ B est démontrable dans U si et seulement si la pro-position A est démontrable dans U et la proposition B est démontrabledans U .� La proposition A ∨ B est démontrable dans U si et seulement si la pro-position A est démontrable dans U ou la proposition B est démontrabledans U .� La proposition A ⇒ B est démontrable dans U si et seulement si si laproposition A est démontrable dans U , alors la proposition B est démon-trable dans U .� La proposition ∀x A est démontrable dans U si et seulement pour toutterme los t, la proposition (t/x)A est démontrable dans U .� La proposition ∃x A est démontrable dans U si et seulement s'il existeun terme los t, tel que la proposition (t/x)A soit démontrable dans U .Démonstration.� Si la proposition A est démontrable dans U , la théorie U étant ohérente,la proposition ¬A n'est pas démontrable dans U . Réiproquement, d'aprèsla deuxième ondition, si la proposition ¬A n'est pas démontrable dans
U , la proposition A est démontrable dans U .� Si les propositions A et B sont démontrables dans U alors la proposition
A∧B l'est également en utilisant de la règle ∧-intro. Réiproquement, sila proposition A ∧ B est démontrable dans U , les propositions A et B lesont également, en utilisant de la règle ∧-élim.� Si la proposition A ou la proposition B est démontrable dans U , alors laproposition A ∨ B l'est également, en utilisant la règle ∨-intro. Réipro-quement, si la proposition A ∨ B est démontrable dans U , alors, d'aprèsla deuxième ondition, la proposition A ou la proposition ¬A est démon-trable dans U . Dans le premier as, la proposition A est démontrable dans
U , dans le seond, omme les proposition A∨B et ¬A sont démontrables,la proposition B est démontrable dans U ave les règles axiome, ¬-élim,
⊥-élim et ∨-élim.� Supposons que si la proposition A est démontrable dans U alors la pro-position B est démontrable dans U . Dans e as, d'après la deuxième



2.3 Le théorème de omplétude 55ondition, ou bien la proposition A est démontrable dans U ou bien laproposition ¬A est démontrable dans U . Dans le premier as, la pro-position B est démontrable dans U et don la proposition A ⇒ B estdémontrable ave la règle ⇒-intro. Dans le seond, la proposition ¬A estdémontrable et don la proposition A ⇒ B est démontrable ave les règles
⇒-intro, ⊥-élim et ¬-élim. Réiproquement, si A ⇒ B est démontrabledans U , alors, si A est démontrable dans U , alors B est démontrable dans
U ave la règle ⇒-élim.� Supposons que pour tout terme los t, la proposition (t/x)A soit dé-montrable dans U . Si la proposition ∃x ¬A était démontrable dans U ,alors, d'après la troisième ondition, il existerait un terme los t telle que
¬(t/x)A soit démontrable. La théorie U serait alors ontraditoire. Laproposition ∃x ¬A n'est don pas démontrable dans U et don la propo-sition ¬∃x ¬A l'est. La proposition ∀x A est don démontrable d'après laproposition 1.8. Réiproquement, si la proposition ∀x A est démontrabledans la théorie U , toutes les propositions (t/x)A sont démontrables avela règle ∀-élim.� S'il existe un terme los t, tel que la proposition (t/x)A soit démontrabledans U alors, la proposition ∃x A est démontrable ave la règle ∃-intro.Réiproquement, si la proposition ∃x A est démontrable dans U alors,d'après la troisième ondition, il existe un terme los t telle que (t/x)Asoit démontrable dans U .On peut en�n démontrer le théorème de omplétude.Démonstration. Soit T une théorie ohérente et U la théorie onstruite à laproposition 2.5. On dé�nit le domaine Ms omme l'ensemble des termes losde sorte s du langage L′, on dé�nit la fontion f̂ omme la fontion qui auxtermes los t1, . . . , tn assoie le terme f(t1, . . . , tn) et la fontion P̂ omme lafontion qui à t1, . . . , tn assoie 1 ou 0 selon que la proposition P (t1, . . . , tn)est démontrable dans U ou non.Soit A une proposition lose. On démontre par réurrene sur la struturede la proposition A que A est démontrable dans U si et seulement si A estvalide dans e modèle. Si A est une proposition atomique, l'équivalene est unesimple onséquene de la dé�nition des fontions P̂ . Si A est de la forme B∧C,la proposition A est démontrable dans U si et seulement si les propositions Bet C le sont également � proposition 2.6 � si et seulement si les propositions

B et C sont valides dans M � hypothèse de réurrene � si et seulement sila proposition A est valide dans M. On proède de même dans les autres as.Dans ette démonstration, on s'est restreint au as des langages �nis oudénombrables. Le théorème de omplétude s'étend aux langages non dénom-brables et l'esprit de la démonstration est identique. La seule di�érene est



56 2. Les modèlesdans la démonstration de la proposition 2.5. On doit tout d'abord ajouter unensemble de onstantes de haque sorte, non pas dénombrable, mais de mêmeardinal que le langage. Ensuite, au lieu d'énumérer les propositions, il est né-essaire de bien les ordonner, en utilisant l'axiome du hoix. En�n, la familled'ensembles (Ui)i n'est plus indexée par les entiers, mais par un ordinal plusgrand.2.3.3 Les modèles égalitairesDé�nition 2.7 (Modèle égalitaire)Soit L un langage qui ontient des prédiats =s de sorte (s, s) pour ertainessortes s et T une théorie qui ontient au moins les axiomes de l'égalité poures sortes. On appelle modèle égalitaire de la théorie T un modèle dans lequelles fontions =̂s sont les fontions dé�nies sur Ms par =̂s(x, y) = 1 si x = y et
=̂s(x, y) = 0 sinon.Proposition 2.7 (Complétude pour les modèles égalitaires)Soit une théorie T ontenant au moins les axiomes de l'égalité, alors si T estohérente, elle a un modèle égalitaire.Démonstration. La théorie étant ohérente, elle a un modèle M. Sur lessortes s munies d'un prédiat d'égalité, on dé�nit la relation Rs qui relie aet b quand =̂(a, b) = 1. Cette relation est une relation d'équivalene. On pose
M′

s = Ms/Rs. Le modèle M étant un modèle des axiomes de l'égalité, toutesfontions f̂ et P̂ passent au quotient. On dé�nit ainsi un modèle égalitaire M′qui valide les mêmes propositions que M. C'est don un modèle de T .2.3.4 Les démonstrations de ohérene relativeUne appliation importante du théorème de omplétude est qu'il permetde faire des démonstrations de ohérene relative. Le modèle Vω onstruit à lasetion 2.2 est un modèle de la théorie ZF f , 'est-à-dire de la théorie formée desmêmes axiomes que ZF mais dans laquelle l'axiome de l'in�ni a été remplaépar sa négation. La onstrution de e modèle peut se formaliser dans ZF , 'est-à-dire que la proposition � Il existe un modèle de ZF f � est démontrable dans
ZF . D'après le théorème de orretion, on peut en déduire que la proposition� La théorie ZF f est ohérente � est démontrable dans ZF .



2.3 Le théorème de omplétude 57Cette situation est ependant exeptionnelle. Si, au lieu de et exempleélémentaire de ZF f , on onsidère les exemples plus intéressants de ZFC oude ZF¬C obtenus en ajoutant aux axiomes de ZF respetivement l'axiome duhoix et sa négation, alors, une onséquene du seond théorème d'inomplétudede Gödel � qui ne sera pas abordé dans e livre, mais qui montre que sousdes onditions assez générales, la ohérene d'une théorie ne peut pas êtredémontrée dans ette même théorie � est qu'il est impossible de démontrer,dans ZF , la ohérene de ZF et a fortiori elle de ZFC ou ZF¬C.En revanhe, il est possible de démontrer dans ZF des théorèmes de ohé-rene relative. Ainsi, K. Gödel a démontré que si la théorie ZF est ohérente,alors la théorie ZFC également et A. Fraenkel et A. Mostowski que si la théorie
ZF est ohérente, alors la théorie ZF¬C également.Autrement dit, pour démontrer la ohérene des théories ZFC et ZF¬C, onajoute l'axiome � La théorie ZF est ohérente � aux mathématiques ordinaires,formalisables dans ZF . Ensuite, es démonstrations utilisent le théorème deomplétude, pour déduire, de la ohérene de ZF , l'existene d'un modèle de
ZF , puis elles onstruisent un modèle de ZFC ou ZF¬C en utilisant e modèle.Exerie 2.3Dans et exerie, inspiré de la démonstration de Fraenkel et Mostowski de laohérene relative de ZF¬C, on montre que si ZF est ohérente, alors ZF+ estohérente, où ZF+ est la théorie obtenue en ajoutant à ZF l'axiome ∃x (x ∈ x).Autrement dit, si ZF est ohérente, alors elle ne démontre pas la proposition
¬∃x (x ∈ x).1. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes.(a) Si ZF est ohérente alors ZF+ est ohérente.(b) Si ZF a un modèle alors ZF+ a un modèle.() Si ZF a un modèle égalitaire alors ZF+ a un modèle égalitaire.On se propose de démontrer la proposition (). Soit M = (M, C, ǫ̂2, ∈̂) unmodèle égalitaire de ZF .2. Montrer qu'il existe dans M un élément 0 tel que l'on n'ait a ∈̂ 0 pourauun élément a de M. Montrer qu'il existe dans M un élément 1 tel quepour tout élément a de M, on ait a ∈̂ 1 si et seulement si a = 0.Soit f la bijetion de M dans M dé�nie par f(0) = 1, f(1) = 0 et f(a) = asi a est distint de 0 et 1. Soit M′ le modèle (M, C, ǫ̂2, ∈̂

′
) où ∈̂

′ est larelation dé�nie par a ∈̂
′
b si et seulement si a ∈̂ f(b). On veut montrer que

M′ est un modèle égalitaire de ZF+.3. Montrer qu'il existe une proposition Zéro telle que JZéroKMx=a = 1 si etseulement si a = 0. Montrer qu'il existe une proposition Un telle que



58 2. Les modèles
JUnKMx=a = 1 si et seulement si a = 1. Montrer qu'il existe une propo-sition F telle que JF KMx=a,y=b = 1 si et seulement si b = f(a). Montrer qu'ilexiste une proposition E telle que JEKMx=a,y=b = 1 si et seulement si a ∈̂

′
b.Montrer que M′ est un modèle du shéma de ompréhension des lassesbinaires.4. Montrer que l'axiome d'extensionalité est valide dans M′.5. Soit a un élément de M. On pose a1 = f(a). Montrer qu'il existe unélément a2 de M tel que x ∈̂ a2 si et seulement s'il existe un y tel que

x = f(y) et y ∈̂ a1. Montrer qu'il existe un élément a3 de M tel que x ∈̂ a3si et seulement s'il existe un z tel que x ∈̂ z et z ∈̂ a2. Soit a4 = f−1(a3).Montrer que x ∈̂
′
a4 si et seulement s'il existe un y tel que x ∈̂

′
y et y ∈̂

′
a.Montrer que l'axiome de la réunion est valide dans M′.6. Soit a un élément de M. On pose a1 = f(a). Montrer qu'il existe unélément a2 de M tel que x ∈̂ a2 si et seulement si pour tout z, z ∈̂ ximplique z ∈̂ a1. Montrer qu'il existe un élément a3 de M tel que x ∈̂ a3si et seulement f(x) ∈̂ a2. Soit a4 = f−1(a3). Montrer que x ∈̂

′
a4 si etseulement si pour tout z, z ∈̂

′
x implique z ∈̂

′
a. Montrer que l'axiome del'ensemble des parties est valide dans M′.7. Soit a un élément de M et r un élément de C qui est une lasse binairefontionnelle, 'est-à-dire tel que si a, b ǫ̂2 r et a, b′ ǫ̂2 r alors b = b′. Onpose a1 = f(a). Montrer qu'il existe un élément a2 de M tel que x ∈̂ a2 siet seulement s'il existe un y tel que y ∈̂ a1 et y, x ǫ̂2 r. Soit a3 = f−1(a2).Montrer que x ∈̂

′
a3 si et seulement s'il existe un y tel que y ∈̂

′
a et y, x ǫ̂2 r.Montrer que l'axiome de remplaement est valide dans M′.8. Dans ette question on admettra le résultat suivant, démontré à l'exerie1.18 : Si a est un élément de M et r un élément de C qui est une lassebinaire fontionnelle, alors il existe un élément E de M tel que a ∈̂ E etsi x ∈̂ E et x, x′ ǫ̂2 r alors x′ ∈̂ E.Montrer que il n'existe pas d'objet a tel que a ∈̂

′
1.Soit a un élément de M. Soit S(a) l'élément de M tel que x ∈̂ S(a) si etseulement si x ∈̂ a ou x = a et S′(a) l'élément de M tel que x ∈̂

′
S′(a)si et seulement si x ∈̂

′
a ou x = a. Montrer que si a n'est ni 0 ni 1, alors

S′(a) = S(a). Quel est l'objet S′(0) ? Et l'objet S′(1) ? Montrer que lalasse binaire r telle que a, b ǫ̂2 r si b = S′(a) appartient à C et qu'elle estfontionnelle.Montrer qu'il existe un ensemble I ′ qui ontient 1 et tel que si a ∈̂ I ′ alors
S′(a) ∈̂ I ′.Montrer que l'axiome de l'in�ni est valide dans M′.9. Montrer que 0 ∈̂

′
0. Montrer que la proposition ∃x (x ∈ x) est valide dans

M′.



2.3 Le théorème de omplétude 592.3.5 La onservativitéDé�nition 2.8 (Extension)Soient L et L′ deux langages tels que L ⊆ L′. Soit T une théorie exprimée dans
L et T ′ une théorie exprimée dans L′. La théorie T ′ est une extension de T sitoutes les propositions démontrables dans T sont démontrables dans T ′.Dé�nition 2.9 (Extension onservatrie)Soient L et L′ deux langages tels que L ⊆ L′. Soit T une théorie exprimée dans
L et T ′ une théorie exprimée dans L′ qui est une extension de T . La théorie
T ′ est une extension onservatrie de T si toutes les propositions de L qui sontdémontrables dans T ′ sont démontrables dans T .Par exemple, si le langage L ontient une onstante c et un symbole deprédiat P et que la théorie T est formée de l'axiome P (c), alors, en ajoutantune onstante d et l'axiome P (d), on obtient une extension onservatrie : ertesla proposition P (d) est démontrable dans T ′ alors qu'elle ne l'était pas dans T ,mais, omme nous allons le voir, toutes les propositions du langage L � e quin'est pas le as de P (d) � qui sont démontrables dans T ′ le sont égalementdans T .En revanhe, si le langage L ontient une onstante c et un symbole deprédiat P et que la théorie T est vide, alors, en ajoutant une onstante det l'axiome P (d), on obtient une extension qui n'est pas onservatrie, ar laproposition ∃x P (x), qui est bien formée dans T , est démontrable dans T ′ maispas dans T .Si ela est possible dans les as simples omme elui-i, il est en généraldi�ile de montrer qu'une extension est onservatrie en montrant diretementqu'une démonstration dans T ′ se traduit en une démonstration dans T . Enrevanhe le théorème de omplétude fournit un outil e�ae pour montrerqu'une théorie est une extension onservatrie d'une autre.Dé�nition 2.10 (Extension d'un modèle)Soit L et L′ deux langages tels que L ⊆ L′. Soient M un modèle de L et M′un modèle de L′. Le modèle M′ est une extension de M si pour toute sorte sde L on a Ms = M′

s et pour tout symbole de fontion ou de prédiat f de Lon a f̂M = f̂M
′ .



60 2. Les modèlesProposition 2.8Soit L un langage et T une théorie exprimée dans e langage. Soit L′ un langagetel que L ⊆ L′ et T ′ une théorie dans L′ telle que T ⊆ T ′. Si pour tout modèle
M de T il existe une extension M′ de M qui est un modèle de T ′, alors T ′est une extension onservatrie de T .Démonstration. Soit A une proposition du langage L qui est démontrable dans
T ′. Soit M un modèle quelonque de T , il existe un modèle M′ de T ′ quiest une extension de M. Le modèle M′ étant un modèle de T ′, la proposition
A est valide dans M′, don sa dénotation dans M′ est 1. Comme M′ estune extension de M la dénotation de A dans M est la même, 'est-à-dire 1également. La proposition A est don valide dans M. La proposition A étantvalide dans tous les modèles de T , elle est démontrable dans T .Par exemple, si L ontient c et P et que la théorie T est formé de l'axiome
P (c), en ajoutant une onstante d et l'axiome P (d) on obtient une extensiononservatrie. En e�et, un modèle M de T s'étend en un modèle de T ′ enposant d̂ = ĉ.Exerie 2.4À l'exerie 1.6, nous avons montré que les propositions A et les théories Texprimées dans un langage à plusieurs sortes de termes pouvaient se relativiseren des propositions |A| et des théories |T | d'un langage à une seule sorte determes, de manière à e que, si la proposition lose A est démontrable dans T ,alors la proposition |A| est démontrable dans |T |.Montrer que, réiproquement, si |A| est démontrable dans |T | alors A estdémontrable dans T .Quand on formule l'arithmétique ou la théorie des ensembles on peut éviterd'utiliser la notion de lasse, et don les sortes κ et σ et les symboles ǫ et ǫ2,en remplaçant haque axiome qui utilise les lasses par un shéma d'axiome,'est-à-dire une in�nité d'axiomes : par exemple, l'axiome de réurrene estremplaé par le shéma de réurrene qui est l'ensemble ontenant, pour haqueproposition A, l'axiome

∀x1 . . . ∀xn ((0/y)A ⇒ ∀m ((m/y)A ⇒ (S(m)/y)A) ⇒ ∀n (n/y)A)où x1, . . . , xn sont les variables libres de A distintes de y. Par exemple, laproposition y + 0 = y donne l'axiome
0 + 0 = 0 ⇒ ∀m (m + 0 = m ⇒ S(m) + 0 = S(m)) ⇒ ∀n (n + 0 = n)



2.3 Le théorème de omplétude 61On obtient alors la théorie suivante.Dé�nition 2.11Le langage de l'arithmétique ontient une onstante 0, un symbole de fontionunaire S, deux symboles de fontion binaire + et × et un symbole de prédiatbinaire =. Aux axiomes de l'égalité, on ajoute les axiomes
∀x∀y (S(x) = S(y) ⇒ x = y)

∀x ¬(0 = S(x))

∀x1 . . . ∀xn ((0/y)A ⇒ ∀m ((m/y)A ⇒ (S(m)/y)A) ⇒ ∀n (n/y)A)

∀y (0 + y = y)

∀x∀y (S(x) + y = S(x + y))

∀y (0 × y = 0)

∀x∀y (S(x) × y = (x × y) + y)On peut montrer que la théorie ave une sorte de termes pour les lassesest une extension onservatrie de ette théorie et, plus généralement, qu'unethéorie qui ontient un shéma d'axiome a une formulation alternative dans lathéorie des lasses en remplaçant e shéma par un axiome unique. La notionde shéma d'axiome étant un peu lourde à dé�nir dans le as général, on montree résultat uniquement pour le as de l'arithmétique.Proposition 2.9La formulation de l'arithmétique de la dé�nition 1.33 est une extension onser-vatrie de elle de la dé�nition 2.11.Démonstration. Chaque instane du shéma de réurrene peut se démontrerdans la théorie de la dé�nition 1.33. Cette théorie est don une extension deelle de la dé�nition 2.11. Pour montrer que ette extension est onservatrie,on montre que tout modèle de la théorie de la dé�nition 2.11 s'étend en unmodèle de la théorie de la dé�nition 1.33.Soit (M, 0̂, Ŝ, +̂, ×̂, =̂) un modèle de la théorie de la dé�nition 2.11. Unepartie E de M est dite dé�nissable dans l'arithmétique s'il existe une proposi-tion A dans le langage de la théorie de la dé�nition 2.11, dont les variables libressont parmi x1, . . . , xn, y et des éléments a1, . . . , an de M tels que b appartienneà E si et seulement si
JAKx1=a1,...,xn=an,y=b = 1



62 2. Les modèlesSoit ℘(M) l'ensemble des parties dé�nissables de M. On étend le modèle Men posant Mκ = ℘(M) et ǫ̂(b, E) = 1 si b est un élément de E et 0 sinon.Le modèle ainsi onstruit est un modèle de shéma de ompréhension. Onmontre que 'est un modèle de l'axiome de réurrene
∀c (0 ǫ c ⇒ ∀m (m ǫ c ⇒ S(m) ǫ c) ⇒ ∀n n ǫ c)Pour ela, on onsidère un élément arbitraire E de Mκ et on montre que

J(0 ǫ c ⇒ ∀m (m ǫ c ⇒ S(m) ǫ c) ⇒ ∀n n ǫ c)Kc=E = 1L'ensemble E est une partie dé�nissable de M. Soient A et a1, . . . , an uneproposition et des éléments de M dé�nissant E. Le modèle M est un modèlede l'instane du shéma de réurrene orrespondant à la proposition A et don
J(0/y)A ⇒ ∀m ((m/y)A ⇒ (S(m)/y)A) ⇒ ∀n (n/y)AKx1=a1,...,xn=an

= 1Comme les dénotations des propositions t ǫ c et (t/y)A sont identiques dansune valuation dans laquelle φc = E, φx1 = a1 . . . , φxn = an, on en déduit que
J(0 ǫ c ⇒ ∀m (m ǫ c ⇒ S(m) ǫ c) ⇒ ∀n n ǫ c)Kc=E = 1Exerie 2.5Donner une formulation de la théorie ZF ave un shéma d'axiome. Montrerque la théorie formulée ave des lasses binaires est une extension onservatriede ette théorie.Quand on formule l'axiome des parties omme à la dé�nition 1.36

∀x∃z∀w (w ∈ z ⇔ (∀v (v ∈ w ⇒ v ∈ x)))on peut montrer que si A est un ensemble, il existe un ensemble qui ontientles parties de A, mais on ne dispose pas d'une notation, omme ℘(A), pourdésigner et ensemble.Une alternative est d'introduire un symbole de fontion ℘ et l'axiome
∀x∀w (w ∈ ℘(x) ⇔ (∀v (v ∈ w ⇒ v ∈ x)))On peut montrer que la théorie ainsi obtenue est une extension onservatriede la théorie des ensembles.



2.4 D'autres usages de la notion de modèle 63Théorème 2.3 (Skolem)Soit une théorie T et A une proposition de la forme ∀x1 . . . ∀xn∃y B, démon-trable dans T , alors la théorie obtenue en ajoutant un symbole de fontion fet l'axiome ∀x1 . . .∀xn (f(x1, . . . , xn)/y)B est une extension onservatrie de
T .Démonstration. Soit M un modèle de T . On montre que e modèle s'étenden un modèle de et axiome. Soit a1, . . . , an des éléments quelonques de M,il existe un élément b de M tel que

JBKx1=a1,...,xn=an,y=b = 1pour haque n-uplet a1, . . . , an, on hoisit un tel élément b et on dé�nit f̂ ommela fontion qui, à haque n-uplet a1, . . . , an, assoie l'élément b orrespondant.
2.4 D'autres usages de la notion de modèleDans e hapitre, nous avons montré que la notion de modèle permettaitde démontrer de nombreuses propriétés des démonstrations, par exemple despropriétés d'indépendane, de ohérene, de ohérene relative et de onserva-tivité. Cependant, en mathématiques et en informatique, ette notion a biend'autres usages que elui d'être un outil pour étudier les démonstrations. Nousdonnons, pour �nir, quelques exemples, dans lesquels les notions de modèle etde langage sont utilisées, sans que le but soit d'étudier les démonstrations.2.4.1 Les strutures algébriquesFaire des démonstrations dans la théorie formée des axiomes de l'égalité etdes axiomes

∀x∀y∀z ((x + y) + z = x + (y + z))

∀x (x + 0 = x ∧ 0 + x = x)

∀x∃y (x + y = 0 ∧ y + x = 0)n'a pas grand intérêt. En revanhe, les modèles égalitaires de ette théorie sontintéressant en eux-mêmes : e sont les groupes. Démontrer des propriétés desmodèles de ette théorie donnera don des résultats de théorie des groupes.Donnons un exemple.



64 2. Les modèlesThéorème 2.4 (Löwenheim-Skolem)Soit L = (S,F ,P) un langage �ni ou dénombrable, T une théorie dans elangage et κ un ensemble in�ni quelonque. Si la théorie T a un modèle in�ni,elle a un modèle de même ardinal que κ.Démonstration. Ce théorème est une simple onséquene du théorème de om-plétude en ardinalité quelonque.Soit le langage (S,F ⊎κ,P ⊎{=}) obtenu en ajoutant au langage de départun symbole = et une onstante pour haque élément de κ et la théorie T ′obtenue en ajoutant à T les axiomes de l'égalité et les axiomes ¬a = b pourtout ouple (a, b) d'éléments distints de κ. Soit M un modèle in�ni de lathéorie T .Il n'est pas di�ile de montrer que tout sous-ensemble �ni de T ′ est ohé-rent : un sous-ensemble �ni de T ′ n'utilise qu'un nombre �ni de onstantes de
κ, il su�t d'étendre le modèle M en assoiant à es onstantes des élémentsdistints de M, e qui est possible ar M est in�ni, et en assoiant à toutes lesautres onstantes de κ un élément quelonque.On en déduit que la théorie T ′ elle-même est ohérente. En e�et, si elle nel'était pas, il existerait un sous-ensemble �ni Γ de T ′, tel que le séquent Γ ⊢ ⊥soit démontrable, e qui est ontraditoire puisque tous les sous-ensembles �nisde T ′ sont ohérents.Soit M′ le modèle égalitaire de T ′ onstruit dans la démonstration du théo-rème de omplétude. Ce modèle a au moins autant d'éléments que κ puisqueles éléments de κ sont assoiés à des éléments di�érents. Il est faile de dé-montrer que, l'ensemble κ étant in�ni, il y a autant de termes los du langage
(S,F ⊎κ,P ⊎{=}) que d'éléments dans κ et don que le modèle onstruit a auplus autant d'éléments que κ. Il a don exatement le même ardinal que κ.On en déduit le orollaire suivant.Proposition 2.10Il existe des groupes de toute ardinalité in�nie. Tout ensemble in�ni peut êtremuni d'une struture de groupe.Ce théorème, qui ne mentionne pas la notion de modèle ou de théorie, estdon un résultat de théorie des groupes, obtenu omme orollaire d'un résultatde logique.Le théorème de Löwenheim-Skolem a aussi omme onséquene l'existenede modèles égalitaires non dénombrables de l'arithmétique, et plus générale-ment de toute théorie qui a N omme modèle. Ce résultat peut surprendre, ar



2.4 D'autres usages de la notion de modèle 65tous les modèles égalitaires de l'arithmétique semblent, à première vue, avoir lemême ardinal que N. En e�et, onsidérons un modèle égalitaire M de l'arith-métique et l'appliation F de N dans M qui à n assoie Ŝn(0̂). L'image I deette fontion ontient 0̂, elle est lose par Ŝ et M est un modèle de l'axiomede réurrene. Il semble don que tous les éléments de M appartiennent à I etque M est don au plus dénombrable. Où l'erreur se trouve-t-elle ?L'erreur vient de e que nous avons abusivement onsidéré que dans unmodèle M de l'axiome de réurrene, tout ensemble I qui ontient 0̂ et qui estlos par Ŝ ontient l'ensemble M en entier, alors que ela n'est vrai que quand
I appartient à l'ensemble Mκ. Or, le shéma d'axiome de ompréhension nousimpose que Mκ ontienne les sous-ensembles de M qui sont dé�nissables parune proposition A et ela n'est pas le as de l'ensemble I. Autrement dit, parmila multitude non dénombrable de parties de N, le shéma de ompréhensionpose l'existene du petit nombre � dénombrable � d'ensembles dé�nissableset l'axiome de réurrene a�rme que si l'un de es ensembles là ontient 0 et estlos par suesseur, alors il ontient tous les entiers. Ce qui laisse un importantdegré de liberté.Dé�nition 2.12 (Modèle standard)Un modèle standard de la théorie des lasse est un modèle dans lequel Mκ =

℘(Mι).Exerie 2.6Montrer que tous les modèles standards de l'arithmétique ont même ardinalque N.De même, alors que l'on sait que tous les orps totalement ordonnés, ar-himédiens et omplets sont isomorphes à R, 'est-à-dire que tous les modèlesstandards de la théorie des orps totalement ordonnés, arhimédiens et om-plets sont isomorphes à R, il existe des modèles non standards de ette théoriequi sont dénombrables.Ce onept de modèle standard est essentiel pour les appliations de la théo-rie des modèles en algèbre. En revanhe, il a un intérêt limité quand on utilisela notion de modèle pour étudier les démonstrations ar, d'après le théorèmede Löwenheim-Skolem, il n'y a pas de théorie exprimée dans un langage �ni oudénombrable dont tous les modèles soient standards.



66 2. Les modèles2.4.2 La dé�nissabilitéUne deuxième appliation de la notion de modèle est la dé�nition de lanotion d'ensemble, et plus généralement de relation, dé�nissable.Dé�nition 2.13SoitM un ensemble et R1, . . . , Rn des relations sur et ensemble. On dit qu'unerelation S sur M est dé�nissable dans la struture (M, R1, . . . , Rn) s'il existeune proposition A, dans le langage formé des symboles P1, . . . , Pn et ontenantdes variables libres x1, . . . , xp, telle que les éléments a1, . . . , ap soient reliés par
S si et seulement si

JAKx1=a1,...,xn=an
= 1dans le modèle (M, R1, . . . , Rn).Si R1 et R2 sont deux relations binaires, l'intersetion de es deux relationsest dé�nissable à partir de R1 et R2, par la proposition P1(x, y)∧P2(x, y). Plusgénéralement, si deux relations de même arité sont dé�nissables, leur interse-tion l'est également. L'ensemble des relations dé�nissables est don los parintersetion. Cet ensemble est également los par réunion et omplémentation.Cependant l'ensemble des relations dé�nissables ontient bien plus d'élémentsque l'ensemble indutivement dé�ni omme le plus petit ensemble ontenant

R1, . . . , Rn et los par intersetion, réunion et omplémentation. En e�et, lapossibilité d'utiliser plusieurs fois la même variable et de permuter les variablespermet, par exemple, de dé�nir l'ensemble des objets en relation ave eux-mêmes, P (x, x), ou la relation réiproque d'une relation, P (y, x), mais 'estsurtout l'utilisation des quanti�ateurs qui donne toute sa rihesse à et en-semble, puisqu'il devient possible de dé�nir, par exemple, la omposée de deuxrelations, ∃z (P1(x, z) ∧ P2(z, y)).Cependant, toutes les relations ne sont pas dé�nissables. On peut, parexemple, démontrer que la l�ture ré�exive-transitive d'une relation n'est pasdé�nissable à partir de ette relation.En théorie des bases de données, les relations dé�nissables orrespondentaux requêtes exprimables.


