11.3. JEUX DE EHRENFEUCHT-FRAISSE 207

Montrons que cette définition a un sens, c’est a dire que les conjonctions/disjonctions
sont finies. Pour cela, on montre, par récurrence sur m, que, pour tout n, ’en-

semble E, ., = {qﬁ%""’b" | b1,...,b, € Do} est, & équivalence logique pres, de
cardinal K, ,, fini.
Sim = 0, ®(by,...,b,) est déterminé par un sous-ensemble de 1’ensemble

des formules plates & n variables libres : il existe une injection de I’ensemble £}, o
dans l’ensemble des ensembles de formules plates & n variables libres. Si fa(n)
est le nombre de formules plates atomiques a n variables libres, K, o < ofa(n)

On construit ensuite I'injection suivante de Fy, 41 dans 2Fn+1,m . 3 chaque

oL, ’b" on associe ensemble des formules {5 """ |b € Dy}. 11 s’agit

formule ¢,
bien d’une 1nJect10n par définition de ¢b1’ ’b”. Donc K, 41 < 2Knt1,m

Noter aussi que les formules (;Sm sont de rang m.

Exemple 11.3.2 Supposons que F =0 et P = {>,=}. Si by >g, b1, ¢b1’b2

2

la formule 21 = 21 A z9 > 21 A 29 = 9. qﬁll’ est la formule

ng.[(xg<x1/\x3<x2/\~~)\/(x3:x1/\x3<a:2/\---)\/(a:1<:z:3/\x3<x2/\---)\/(x1<a:3/\a
A ElfL‘g

Supposons que b1, ...,b, € Dy. On montre par récurrence sur m que

(1) So{z1r b, @ o by} Qlte

Sim = 0, c’est une conséquence de la définition de ®(by,...,b,). Si m > 0, par
hypothese de récurrence, So, {1 — b1, ..., Zpy1 > b1} E ¢b1’ bt done

Pour tout b € Do, So,{x1 > b1,...,2n — by }W{zp11 — b} E \/ ¢b1’ o n+1(l’1,...,$n+1)
bn+1€D2
puisque I'un des by, 1 est b lui-méme. Autrement dit
b1,.. ; bm41
82,{$1l—>b1,...,$n’—>bn} ):V$n+1. \/ (]5 ($1,...,l‘n+1)
bn+1€D2

et
pour tout b,41 € Do, il existe b € Dy,  Sa, {x1 > b1,..., 20 — by }W{x, 1 — b} E gf)bl’ o "“(m, ey Tpt1)
Autrement dit

bi,...,b
82,{561 l—)bl,...,xnr—>bn} ): /\ E|.7jn+1.(bniil n+1($1,...,3jn+1)

bnt+1€D2

La stratégie du duplicateur consiste alors, a choisir a,, (resp. b,,) de maniere
a ce que ¢y b ’b" soit satisfaite dans &1. Montrons, par récurrence sur n qu’un
tel choix est toujours possible. Si n = 0, alors ¢y est bien satisfaite dans les
deux structures, puisque c’est une formule de rang N et que, d’ aprés (1) elle
est satisfaite dans Sp. Si maintenant Si{z1 — a1,...,zp = an} = oy b,.. ’b”.



208 CHAPITRE 11. JEUX DE EHRENFEUCHT-FRAISSE

— Supposons que le spoiler choisisse b,11 € Ds. Comme, par construction,

br,b
Si{zi—=al,..., = an} E ey (2, )

On peut choisir a,4+1 € D1 comme souhaité.
— Supposons que le spoiler choisisse a,,+1 € D1, par construction
8 v bla---vbn,b
H{x1 = a1,...,xn = an} E Ve, O (T Tn)
bE Do
En particulier pour 41 — an11, on peut choisir b,+1 € Doy de sorte que

b1,...,bn,b
S{zi = a1, 2y = any Tng1 = ngr} E O (@, Tng)

La stratégie est gagnante puisque, apres N rondes, les séquences a1, by, ..., an, by

définissent un isomorphisme partiel d’apres (2).

Corollaire 11.3.1 &1 = 83 ssi D a une stratégie gagnante.

11.4 Un exemple de non définissabilité

On considere P = {R(2),= (2)} et F = (. Les modeles sont donc des
graphes orientés.

Théoreme 11.4.1 Il n’existe pas de formule du premier ordre ¢ qui soit satis-
faite par les graphes finis connexes et pas par les graphes finis non connexes.

Preuve:

On montre que, pour tout n il existe deux structures finies S1 et Sy telles que
81 est un graphe connexe, Sy n’est pas un graphe connexe et S; =, S. On
choisit pour S un graphe a 2" sommets sy, ..., San et Ry = {(s4,8i+1) |1 <i <
2" — 1} U {(s2n, 51)}. So est un graphe & 2""! sommets contenant deux copies
disjointes du graphe G dont on nommera les sommets s} et s? resp.

On note d; (s, s') la distance de deux sommets dans le graphe G et da(s, s’)
la distance de deux sommets dans le graphe Gs. do peut étre infinie dans le cas
ou les deux sommets sont dans des composantes distinctes (ce sont bien des
distances).

La stratégie du duplicateur est telle que, apres k tours, si les séquences
ai,bi,...ar,br de sommets ont été sélectionnés, alors, pour tous 7,7, ou bien
di(ai,a;) < 2"k et dans ce cas di(a;,a;) = da(bi, b;) ou bien dy(a;, a;) > 2"F
et da(as,aj) > 27—k La preuve que le duplicateur a une stratégie qui permet
de faire ce choix est laissée en exercice.

Apres n tours, il existe une aréte de a; a a; ssi il existe une aréte de b; a
b;j : (a1,b1,...,an,b,) définit un isomorphisme partiel entre les structures. D a
donc une stratégie gagnante pour un jeu en n rondes. Ainsi, d’aprés le théoréeme
11.3.1, 81 =n 82.

Par ’absurde, s’il existait une formule ¢ qui est satisfaite par les graphes
finis connexes et pas par les graphes finis non connexes, alors si S; est un graphe
connexe et Sy est un graphe non connexe, S; §é|¢| Ss. Or nous avons montré
que ce n’est pas le cas.
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Exercice 220
Compléter la preuve du théoreme précédant en montrant que le duplicateur a
bien un stratégie appropriée.

Exercice 221

On suppose que F = ) et P = {>,=}. Montrer que les deux structures Q,R

munis de leur interprétation habituelle de > sont élémentairement équivalentes.
Généraliser a deux modeles quelconques de la théorie des ordres denses. Que

peut on en conclure ?

Exercice 222 (5)
Soit F = {S(1),0(0)} et P = {=} et T est la théorie engendrée par les axiomes
de I'égalité et :

(A1) Yo,y s(@)=s(y) — ==y

(A2) V. r#0 — FJyz=s(y)
(A3) vz 0 # s()

(A}) V. x # s"(x)

Soient deux modeles M; et Ma de T. On note d;(a, b) la fonction définie sur le
domaine D; de M; par : d;i(a,b) = min{n € N : a = s}, (b)}. Le minimum est
400 8’il n’y a pas de tels entiers.

1. Montrer que, pour tout ¢, pour tous a,b,c € D;, pour tout k¥ € N,
di(s*(a),a) = k et que d;(a, b)+d;(b, c) < +oo entraine d;(a,b) +d;(b,c) =
di(a,c).

2. Montrer que, pour tous a € D;, k € N, si d;(a,0p,) > k, il existe b € D;
tel que a = sﬁ/[i(b)

3. On considere un jeu de Erhenfeucht-Fraissé sur M;, Ms ou les coups
successifs de D et S sont donnés par les séquences (ay,bi,...,an,by)
avec, pour tout ¢, a; € D1 et b; € Do. Montrer que, étant donné n, D
a une stratégie qui permet d’assurer l'invariant Vi < n,Vji,j2 < 4, si
(d1(aj,, aj,) < 277" oudy(byy, bj,) < 2"7") alors di(ayy, aj,) = da(bjy, bj,).-

4. Montrer que 7T est complete

5. Les axiomes AJ} sont ils tous nécessaires? Peut-on remplacer cet en-
semble d’axiomes par un sous-ensemble fini d’axiomes en conservant la
complétude 7 Justifier.



