Devoir Maison, cours de logique, L3, 2019.

L’objet du probleme est de montrer ’equi-expressivité de la logique monadique du premier
ordre sur un ordre discret et de diverses versions de la logique du temps linéaire.

Partie 1 : logique monadique d’un ordre discret

Notre logique £ est la logique du premier ordre, dans laquelle I’ensemble de symboles de
prédicats P = {= (2), < (2)} UPy, ot P; est un ensemble de symboles de prédicats d’arité 1,
et 'ensemble de symboles de fonction F = {0(0),s(1)}. On écrira indifféremment v > v ou
v < u.

A est 'ensemble d’axiomes composé des axiomes de 1’égalité et des formules suivantes :

(T) Ve,y,z. e <yANy<z—z<z
(I) V. ~z < x

(M) Ve.z=0V0<uz

(S) Ve, x < s(x)

(D) Veyyx<y—y=s(z)Vs(z)<y
(L) Ve,yx <yVex=yVy<z
(P) Ve.x =0V Jy. z = s(y)

1. Montrer que les formules suivantes sont des conséquences logiques de A :
(a) Va.~(s(x) =0)
(b) Vz,y.s(x) =s(y) >z =y
2. Montrer que (L) n’est pas une conséquence logique des autres axiomes de A.

Dans la suite, on ne considérera que des structures dont l’algebre sous-jacente est
I’ensemble des entiers naturels, muni de ses opérations habituelles, avec 'interprétation
usuelle des symboles = et >. On note M ’ensemble de ces structures. On dira, par abus
de langage, que deux formules ¢, € L sont équivalentes si elles ont méme ensemble
de variables libres et si, pour toute affectation ¢ (dans N) de ces variables libres et
pour tout M € M,

M,o = ¢ssi M,o =1
3. On note B(z) 'ensemble des formules qui sont des combinaisons Booléennes de formules
atomiques P(t), avec P € Py et Var(t) = {z}.

Une formule simple est une disjonction de formules ¢ qui peuvent s’écrire :

dof m n n+1
e —
o = /\zi:xki/\ﬂﬁ. /\acZ > xip1 A /\ 0;(x;)
=1 =0 =0
n
A /\Vy.((mi > YAy > i) — ai(y))
=0

AVY.(y > 20 — a(y)) AVy(Tni1 >y — B(Y))

ou a;i(y), a(y), B(y) € B(y),bi(x) € B(x) et T C {xo,...,Zn+1} \ {Thos- - Tk, }

(a) Montrer que la conjonction et la disjonction de deux formules simples sont équivalentes
a des formules simples.



(b) Montrer que, si ¢ est une formule simple, alors Jz.¢ est équivalente & une formule
simple.

(c) Montrer que =(3z1,...,2n. Aig2i > Tig1 A Ny 0i(z;)) est équivalente & une
formule simple.

(d) Montrer que

n n n
=(3z1,...,2p /\ T > Tip1 A /\ O () A /\Vy-(ﬂfi >yANy > xipr — ai(y))
=0 i=1 =0

est équivalente a une formule simple (Ind : on pourra raisonner par récurrence sur
n)

(e) Montrer que la négation d’une formule simple est équivalente a une formule simple

4. Montrer que toute formule de £ est équivalente & une formule simple.

Partie 2 : Logique du temps linéaire avec modalités du passé

Etant donné un ensemble de variables propositionnelles Py, I'ensemble ® des formules de
LTL est le plus petit ensemble tel que

— {L,TUPyC P

— Si ¢,¢ € @, alors ~p, 0 A Y, OV Y, —p € P

— Si¢p e ®,alors Op e

— sig,p € @, alors pUY € P et pSY € ®
oU P se lit “¢ until Y” et ¢ S Y se lit “¢ since .

Une interprétation est ici une application de N dans 27° (qui donne les variables proposi-
tionnelles satisfaites & chaque instant).

La relation de satisfaction relie une interprétation, une date ¢t € N et une formule. Elle est
définie par :

— ItET, It L, It = Pssi Pel(t)

— LitE—¢ssil,tlEo, [LtEoNYssilitEdet It =, It =¢Vssil,tlE¢ou

LtEy, ItE¢—YsiltlE¢oul,t=1.

— ILitEQ¢ssil,t+1F¢

— LtEoUYssiIH >t [, EetVi<t <t I,t"[E¢

— ItE¢SyssiH <t, [ Edet V! <t <tIt'=¢

Une formule ¢ € ® est satisfaite par I si I,0 = ¢. (On dit aussi que I est un modele de
?)

1. Donner une formule de LTL dont le seul modele est 'application de N dans {P, Q}

telle que I(2k) = P et 1(2k + 1) = @ pour tout entier k.

2. A une interprétation I de LTL on associe la structure du premier ordre I dont le
domaine est N, muni de 'ordre strict et du successeur habituels. Chaque symbole de
prédicat P étant interprété par P ={n € N| P € I(n)}.

Montrer qu’a toute formule ¢ € ® on peut associer une formule ¢ € L telle que I,0 |= ¢
ssi I = ¢.

Autrement dit : la logique £ est au moins aussi expressive que LTL .



Partie 3 : Logique du temps linéaire sans modalités du passé

On note FLTL le fragement de LTL sans le S (donc n’utilisant que U et les connecteurs
logiques). Traduction de L dans LTL. N N
Etant donnée une structure I qui satisfait A, on note I I'interprétation définie par I(n) =

{PePi|Il,x— s"(0) = P(x)}.

1. Montrer qu’on peut associer a toute formule ¢ € £ sans variable libre une formule qz
de FLTL telle que pour toute structure I qui satisfait A,

IE¢ ssi ,0E¢

Autrement dit, FLTL est au moins aussi expressive que L.

2. Montrer que ¢ et ¢ sont logiquement équivalente. Que peut on en conclure ?



