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FIGURE 2.2 — Regles de mise en forme clausale

2.3 Forme clausale

On considere les regles de simplification de la figure 2.2.

Dans les regles de la figure 2.2, ¢,1,0 sont des wvariables logiques : elles
peuvent étre remplacées par n’importe quelle formule de Fo(P).

De plus, les regles peuvent étre appliquées dans n’importe quel contexte.
Plus formellement, un contezrte est une formule de Fo(P U{O}) ot O ¢ P, qui
ne comporte qu’une seule occurrence de 0. Si C' est un contexte et ¢ € Fy(P),
C[¢] est la formule de Fy(P) obtenue en repmplagant O dans C' par ¢. La
relation = est alors la (plus petite) relation binaire sur Fo(P) qui contient
toutes les instances des regles de la figure 2.2 et telle que, pour tout contexte

C, si ¢ = 1, alors C¢] = C].

Proposition 2.3.1 Les régles de la figure 2.2 transforment des formules en
des formules logiquement équivalentes.

Proposition 2.3.2 Les régles de la figure 2.2 se terminent (quel que soit [’ordre
dans lequel elles sont appliquées) : il n'existe aucune suite infinie ¢p,n € N de
formules de Fo(P) telle que, pour tout i, ¢; = ¢iy1-

Ce résultat reste vrai si les régles sont appliquées modulo 'associativité-
commutativité de A,V : si une (instance de) regle s’applique a ¢ et 1 est iden-
tique a ¢ modulo I'associativité-commutativité de A, V, elle s’applique a ¥, avec
le méme résultat.

Preuve:

On interprete comme suit les formules dans les entiers :
def

— f(L)=/(T) =2
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— f(P %9 i P est une variable propositionnelle.

)
A)E gi(f(9), f(8)) ot gi(ey) < w4y + 1
V) E ga(£(6), F()) ot galar,y) Ea x y

— f(29) = ga(F(9)) ot ga() = 27

— f(& =) = ga(F(6), F(®) ol ga(w,y) = 2+t

L’interprétation des formules est ensuite compatible avec 'associativité-
commutativité de A,V : f(9AY) = f(UA D), f(¥V @) = f(oVY)et f(oNA (A
0) = f(pNY)NO), f(¢V (Y VO)) = f((¢V)VE). fest donc bien définie,
indépendemment du représentant choisi, dans la classe d’équivalence modulo
associativité et commutativité.

o f
o f

On montre d’abord par récurrence sur ¢ que f(¢) > 2.

Ensuite, toutes les fonctions g; sont strictement croissantes dans leurs deux
arguments pour z,y > 2. Il en résulte que, si f(¢) > f(v¥), alors f(C[¢]) >
f(C[y]) pour tout contexte C.

Il suffit ainsi de démontrer que, pour toutes les formules ¢, 1), chacune des
regles fait décroitre f. Pour plus de clarté, on notera x = f(¢), y = f(¢),
z = f(0) dans ce qui suit.

— f(p — ) = 2177V et f(=¢ V1)) = 2% x y. Mais, pour y > 0, 2¥ > y

donc 2171y > 27 x o,
— fd) =2 >
— F(A($ A ) = 2 > f(mgV ) = 27 x 2
— F(=(6V ) = 2%V et f(mp A ~)) = 2% + 2V + 1. Or, pour z,y > 2,
Xy >x+y,donc 277Y > 2% x 2¥ > 27 +2¥ x (2¥ —1). Mais 2* —1 > 2
pour x > 2, donc 2%*Y > 2% + 2 x 2¥ > 2% 4 2¥ + 1.

— FGADVO) = FOV (SA)) = (@+y+1) x z et F($VO) A (V) =
T X z+y X z+1 qui est strictement inférieur a = x z +y X z 4+ z pour
z > 2.

— Les autre cas sont immédiats.

Une forme irréductible d’une formule ¢ est une formule ¢ telle que ¢ =
--- = 1) et aucune regle ne s’applique a .

Definition 2.3.1 Une formule est en forme normale conjonctive si elle est
irréductible pour les régles de la figure 2.2.

Definition 2.3.2 Un littéral est une variable propositionnelle ou la négation
d’une variable propositionnelle.
Une clause est une disjonction de littérauxr ou bien 1.

Proposition 2.3.3 Toute formule en forme normale conjonctive est une conjonc-
tions de clauses ou bien T.

Definition 2.3.3 Une forme clausale d’une formule ¢ € Fo(P) est une formule
en forme normale conjonctive, logiquement équivalente a ¢.
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Exercice 21 (3)
Donner un exemple de formule qui se réduit par le systeme de réécriture de la
figure 2.2 en deux formes clausales distinctes.

L’exercice suivant montre que les formes clausales peuvent inévitablement
conduire a une croissance exponentielle de la formule.

Exercice 22 (6)
Si ¢ € Fo(P), on note 7(¢) la taille minimale d’une forme clausale de ¢.

1. Donner un exemple d’une famille de formules ¢,, telles que lim,,_ 4 o |¢p| =

400 et limy— 400 % > 0.
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FIGURE 2.3 — Regle de résolution

2.4 Résolution

Dans cette partie, on ne considere que des formes clausales.

Décider de la satisfaisabilité d’une formule en forme clausale n’est pas (al-
gorithmiquement) facile. C’est un probléeme NP-complet (voir calculabilité).

Les regles d’inférence de la figure 2.3 ont en prémisse une ou deux clauses
et en conclusion une clause. Dans ces regles, C' est ou bien une disjonction de
littéraux, ou bien la clause vide L (on suppose que CV L= C) et L est un
littéral.

On note F kg C lorsque la clause C' peut étre obtenue a partir de E. par
une application d’un nombre quelconque de regles de la figure 2.3. De maniere
équivalente, E' - C s’il existe un arbre dont les noeuds sont étiquetés par des
clauses, la racine est étiquetée par C, les étiquettes des feuilles sont dans F et,
chaque noeud qui n’est pas une feuille

— ou bien a un seul fils et, dans ce cas, son étiquette est obtenue par

factorisation a partir de I’étiquette de son fils

— ou bien a deux fils et, dans ce cas, son étiquette est obtenue par résolution

binaire a partir des étiquettes de ses deux fils.
La taille d’'une preuve est le nombre de noeuds de I'arbre correspondant.

Exemple 2.4.1 Si E ={PV-QV R,PV R} alors EFr PV —(Q et voici un
arbre de preuve :

PV-QVR PV-R
PVPV-
PvPV-Q

PV -Q

Exercice 23 (2)
Montrer comment les regles de la figure 2.3 permettent de dériver la clause vide
1 de I’ensemble de clauses

E={PV-Q,-PV-Q,PVQ,-PVQ}
Exercice 24 (2)

Montrer qu'une méme clause peut avoir plusieurs arbres de preuve distincts (a
permutation pres des fils).

Proposition 2.4.1 Les regles de la figure 2.3 sont correctes. (FrCE).
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Preuve:

11 suffit de montrer que, pour chacune des deux regles, lorsqu’une interprétation
satisfait les prémisses, elle satisfait aussi la conclusion, puis de faire une récurrence
sur la longueur de la preuve (taille de ’arbre de preuve). Les détails sont laissés
en exercice. O

Pour démontrer le théoreme qui suit, on utilisera les arbres sémantiques
que nous définissons maintenant formellement (apres les avoir utilisés dans la
preuve du théoréme 2.2.1).

On suppose, ainsi que dans toute la suite, que I'ensemble des variables pro-
positionnelles est dénombrable : P = {P;,i € N}. Une interprétation partielle
est une application de {Py,...,P,} dans {0,1}. {P1,...,P,} est alors le do-
maine de l'interprétation partielle. Les interprétations partielles sont ordonnées
par prolongement : I < J si Dom(I) C Dom(J) et Vo € Dom(I),I(x) = J(x).
Si Dom(I) # P, il existe exactement deux interprétations partielles Iy et [
telles que Ip, [y > T et VJ,J > 1 = J > IyouJ > I1. Iy et I} sont les suc-
cesseurs de I. Si Dom(I) = {P,...,P,}, Iy est I'interprétation qui prolonge I
par Io(P,+1) = 0. C’est le fils droit de I. I prolonge I par I1(P,41) = 1. C’est
le fils gauche de I.

Une interprétation partielle I falsifie une clause C si toutes les variables
propositionnelles de C' sont dans le domaine de I et I |~ C.

Si E est un ensemble de clauses, I’arbre sémantique A(E) est défini comme
suit. On confond les chemins finis de ’arbre, les noeuds de l'arbre et les in-
terprétations partielles qui correspondent. On précise ci-dessous la correspon-
dance.

— La racine correspond au chemin vide, c’est a dire a I'interprétation de

domaine vide.

— Si N est un noeud de 'arbre correspondant a 'interprétation I de do-

maine {P,..., P,},

— Ou bien il existe une clause C' € E telle que [ falsifie C' et N est un
noeud d’échec. C’est alors une feuille de 'arbre et on 1’étiquette par
une clause de E falsifiée par [

— Ou bien on n’est pas dans le premier cas et I est une interprétation
totale sur Var(t). Dans ce cas N est une feuille de 'arbre. C’est un
noeud de succes.

— Dans les autres cas, N a deux fils qui correspondent aux deux suc-
cesseurs de [.

Exemple 2.4.2 Soit E = {P;,~P,V Py, P3V =P }. L’arbre sémantique de F
est représenté dans la figure 2.4. L’arbre comporte un noeud de succes (et un
seul) qui correspond a la seule interprétation qui satisfait E.

Lemme 2.4.1 Si E est un ensemble de clauses, alors E est satisfaisable si et
seulement si ou bien A(E) contient un noeud de succés, ou bien A(E) contient

un chemin infini.

Preuve:
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FIGURE 2.4 — Arbre sémantique de I’ensemble E de 'exemple 2.4.2

Si E est satisfaisable, alors I'interprétation I qui satisfait £ définit ou bien un
chemin conduisant & un noeud de succes (cas ou P est fini) ou bien un chemin
infini de A(FE) (cas ou P est infini).

Réciproquement, si A(E) contien un noeud de succes, alors U'interprétation
I qui lui correspond est totale et ne falsifie aucune clause de E et donc I |= E.
Si A(F) contient un chemin infini, il existe une suite infinie d’interprétations
partielles I,, (les noeuds de ce chemin) telles que Dom(I,) = {P1,...,P,},
I, < Ih41 et, pour tout n, I, ne falsifie aucune clause de E. On définit alors
I par I(P;) = I;(F;) pour tout i. Pour toute clause C' € E, si n¢ est I'indice
maximal d’une variable propositionnelle de C, I,,, = C par construction, et,
puisque I, prolonge I}, pour k < n¢, I et I¢ coincident sur le domaine de I,,,.
Il en résulte que I =C. O

Exercice 25 (2)
Construire arbre sémantique associé & E = {-Pa, P,V P,V P3, P,V = P3, =PV
P,V —P3,—~P; V P3} E est-il satisfaisable ? Pourquoi ?

Théoréme 2.4.1 (Complétude réfutationnelle) Un ensemble de clauses E
est insatisfaisable si et seulement si E Fgrl.

Preuve:
Si E Frl, alors E est insatisfaisable par le résultat de correction.

Supposons maintenant que E est insatisfaisable et montrons que E 1.

Soit E* D’ensemble des clauses C telles que E Frp C. Comme E C E*
est insatisfaisable, il en est de méme pour E*. Donc, d’apres le lemme 2.4.1,
A(E™) ne contient ni noeud de succes, ni chemin infini. Raisonnons alors par
Pabsurde et supposons que A(E*) n’est pas réduit & la racine. Soit alors N un
noeud maximal ayant deux fils. Ces deux fils sont des feuilles, par maximalité,
donc des noeuds d’échec. Soit I I'interprétation correspondant a IV et Iy, I1 ses
deux successeurs, obtenus en interprétant la variable P ¢ Dom(I). Il existe des
clauses de E* qui sont falsifiées respectivement par Iy et I;. Soient Cy, Ch € E*
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de taille minimale qui sont falsifiées respectivement par Iy et I;. Comme I ne
falsifie ni Cp ni Cy, Cy = PV Cj et C; = =PV (. De plus si Cj = PV Cf,
alors, par factorisation, Co Fr PV C{j et Iy falsifie PV C{/, ce qui contredit la
minimalité de Cy. De plus C{) ne peut s’écrire =P Vv C{/, car I falsifie Cy. Il en
résulte que Var(C})) € Dom(I). De méme, Var(C7) C Dom(I). Par résolution,
Co,Cy Fr C) Vv Cy, donc Cj Vv C] € E*. De plus I falsifie C}, donc I falsifie C|,
et, de méme, I; falsifie C7, donc I falsifie C1. Il en résulte que I falsifie C{ Vv C]
et donc que N est un noeud d’échec. Absurde.

On en conclut que I'arbre sémantique de E* est réduit a la racine : la racine
est un noeud d’échec, ce qui ne peut se produire que si L€ E* c’est a dire
Etrgpl. O

Le résultat suivant montre que ’on peut obtenir le théoreme de compacité
comme corollaire au théoréeme de complétude.

Corollaire 2.4.1 Si E est un ensemble de clauses insatisfaisables, alors E
contient un sous-ensemble fini de clauses insatisfaisable.

Preuve:

Si E est insatisfaisable, alors ¥ FgL. Or la preuve correspondante est un arbre
fini. Si Fy est le sous-ensemble des clauses qui étiquettent des feuilles de I'arbre,
Ey C E, Ey est fini et Ey est insatisfaisable. O

La longueur d’une preuve est le nombre de sous-arbres distincts dans cette
preuve.

Une preuve II est sans boucle si, pour toute clause C', tout sous-arbre de
IT dont la racine est étiquetée par C' ne contient pas lui-méme de sous-arbre
propre dont la racine est étiquetée par C.

Exercice 26 (6)
Soit P un ensemble fini de variables propositionnelles, de cardinal n. On appelle
2-clause toute clause contenant au plus deux littéraux.

1. Montrer que, si F est ensemble de 2-clauses insatisfaisable, toute preuve
sans boucle de | est de longueur polynémiale en n

2. Montrer par contre que la taille peut étre exponentielle : donner un
exemple d’ensemble de 2-clauses F tel que E est insatisfaisable et une
preuve sans boucle de 1 a partir de E dont la taille est exponentielle en
n.

3. Donner un algorithme polynémial en n pour décider de la satisfaisabilité
d’un ensemble de 2-clauses

Exercice 27 (6)

Soit P un ensemble de variables propositionnelles fini. Donner un ensemble de
clauses E qui est insatisfaisable et tel qu’il existe une preuve de L de taille
exponentielle en |E| et ne contenant aucune redondance (i.e. deux noeuds dis-
tincts de l’arbre de preuve qui ne sont pas des feuilles sont étiquetés par des
formules distinctes).
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FIGURE 2.5 — Tiers exclu et affaiblissement

En fait, on peut généraliser ce résultat (mais il n’est pas demandé de le
montrer) : il existe des ensembles de clauses insatisfaisables dont aucune preuve
de contradiction n’est de taille polynomiale.

On considere maintenant, en plus des regles d’inférence de la figure 2.3,
les deux regles d’inférence de la figure 2.5. Dans ces regles, C' est une clause
quelconque, L est un littéral quelconque et P est une variable propositionnelle
quelconque. On note F la relation de déduction associée.

Théoréme 2.4.2 (Complétude) Si E est un ensemble de clauses et C' est
une clause. Alors E |= C, si et seulement si B+ C. (Autrement dit == ).

Preuve:
La correction des regles d’inférence de la figure 2.5 est une vérification de rou-
tine. Il en résulte, par récurrence sur la longueur de la preuve que £ + C
entraine E = C.

Réciproquement, montrons, par récurrence sur la longueur de la preuve par
résolution que, pour tout ensemble de clauses F, tous littéraux Lq,..., L; et
toute clause C,

E,Li,....LiFC

entraine
EFCVLiV...VL

— Si la preuve ne contient aucune application de regle d’inférence : ou bien
il existe un i tel que C' = L; ou bien C' € E. dans le premier cas, par la
regle du tiers exclu - L;V L;, puis, par affaiblissements, - L; VL1 V...V Ly.
Dans le deuxieme cas, E - C et, par affaiblissements, E - CVLV...VLy.

— Sinon, au moins une regle d’inférence est appliquée. Considérons la derniere
regle appliquée dans la preuve.

— Si c’est le tiers exclu, E,L1,...,Ly - PV =P, et on obtient une
preuvede EFLi V...V L,V PV-P:

—TF
Pv-P

LiV...VL,VPV-P

Aff

— Si c’est un affaiblissement : F,Lq,..., Ly + Cy et C = CqyV L. Par
hypothese 7de récuﬂence, EF CyV Li...V L. Par affaiblissement,
E-CiVvLy...vV L,V L.
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— Si c’est une factorisation : C =LV Ciet E,Ly,..., Ly F LV LVC].
Par hypothese de récurrence,

EFLVLVCiVLiV...VL,
et, par factorisation,
LVLVC VL V.. VL, FCVIL V...V L.

— Si c¢’est une résolution : C = Cy Vs et B, Ly,...,Lp F C1 V P,
E,Ly,...,Ly F Cy VvV —P. Par hypothese de récurrence (appliquée
deux fois) :

Er-CiVPVIL{V...VL

et
EFCoV-PVLiV...VL

Par résolution, on obtient alors
EFC,VCyVILNV...VL,VLi V...V L

puis, par factorisations, E+-CV Ly V...V L.
On applique maintenant ce résultat avec C' =1 : pour une clause Cy =
L1V ...V Ly arbitraire, E, L1, ..., L; -1 entraine E I Cj.
Si maintenant E | Cy, alors E, Ly, ..., L est insatisfaisable et, par le
théoreme 2.4.1, E, Ly,..., Ly Frl et donc F, Ly, ..., Li L.
D’apres ce que nous venons de voir, cela entraine £+ Cy. O

Exercice 28 (3)

On considére ici un raffinement de la résolution. On définit un ordre sur les
littéraux de la maniere suivante : L > L’ si la variable propositionnelle de L a
un indice strictement plus grand que la variable propositionnelle de L’. (autre-
ment dit, on étend l'ordre sur les variables propositionnelles aux littéraux). On
restreint alors ’application de la résolution binaire

PvC -PvC
cvc'

au cas ou P est un littéral maximal de PV C et =P est un littéral maximal de
=PV C’. De méme, la reégle de factorisation
LvLvC
LvC
est restreinte au cas ou L est maximal dans L Vv C.

Montrer qu’avec ces restrictions, ’ensemble de regles d’inférence est encore
réfutationnellement complet.
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Exercice 29 (3)
On considere le systeme d’inférence constitué de I'unique regle :

PVvP..vPVC -PVv...vaPv(C
cvc'

Montrer que cette regle est (a elle seule) réfutationellement compléte.

Exercice 30 (3)
On dira qu’une clause C' subsume une clause C’ si C' = C'.

On considere la stratégie de résolution+factorisation suivante : on n’applique
une regle d’inférence que lorsqu’aucune des prémisses n’est subsumée par une
clause différente ancétre dans ’arbre de preuve.

Montrer que cette stratégie est réfutationnellement complete.

Definition 2.4.1 On appelle clause de Horn une clause qui contient au plus
un littéral positif.

Exercice 31 (6)

On considere ici un autre raffinement de la résolution : la regle de résolution
est restreinte au cas o I'une des prémisse au moins est dans F (I’ensemble de
clauses initial). Cette stratégie est dite input.

1. Montrer que cette stratégie n’est pas réfutationnellement complete en
général.

2. Montrer qu’elle est réfutationnellement complete lorsque E est un en-
semble de clauses de Horn

Exercice 32 (5)
Donner un algorithme polynoémial qui permet, étant donné un ensemble fini de
clauses de Horn, de dire s’il est satisfaisable ou non.

Exercice 33 (6)

Une clause est négative si elle ne contient que des littéraux négatifs. On se
propose d’étudier la stratégie suivante de résolution, appelée stratégie négative :
I’application de la regle de résolution est restreinte au cas ou I'une des prémisse
est négative. On notera _ la relation de déduction associée.

1. Soit F un ensemble de clauses tel que toute clause de E contient au
moins un littéral positif. Montrer que FE est satisfaisable.

2. Soit £ = {-PVQ,PVQ,PV-Q,-PV-Q} Montrer que E L
(exhiber une preuve).

3. Si I, J sont des interprétations partielles, on note I >, J lorsqu’il existe
un entier k > 1 tel que

(a) pour tout j < k, P; est dans le domaine de I et dans le domaine de
J et I(Py) = J(F)

(b) Py est dans le domaine de I et dans le domaine de J et I(P;) =1 et
J(P) =0.
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On note aussi I < J l'ordre de prolongement des interprétations par-
tielles.

Montrer que >, est un ordre sur les interprétations partielles et que,
pour toutes interprétations partielles, I < Jou J < I ou I <jp J ou
J <lex I

. Soit. A 'arbre sémantique d’un ensemble E de clauses. On suppose que

A est fini, non vide et que toutes ses feuilles sont des noeuds d’échec.
Montrer qu’il existe une unique interprétation partielle maximale pour
>1ez qui soit un noeud d’échec et ne falsifie aucune clause négative de
E.

. Montrer la complétude réfutationnelle de - par la méthode des arbres

sémantiques



2.5. STRATEGIES DE SELECTION 23

2.5 Stratégies de sélection

Une fonction de sélection est une application qui associe a toute clause
LyV---V L, (oun > 1) l'un des littéraux L;. Etant donnée une fonction de
sélection f, on considere la restriction suivante de la résolution :

PvC -PvC
(Ry) Si f(PvC)=P ET f(-PVC(C')=-P

cvc!

La regle de factorisation binaire et la regle Ry définissent une relation de
déduction ¢ pour le calcul propositionnel en forme clausale.

Exercice 34 (5)
1. Montrer que F' + R; n’est pas réfutationnellement complete : donner
un exemple de fonction de sélection f et d’un ensemble de clauses £
insatisfaisable tel que & /¢ L.

2. Qu’en est il si on suppose que la fonction de sélection sélectionne toujours
un littéral négatif quand c’est possible ?

Une clause de Horn est une clause contenant au plus un littéral positif.

Théoréme 2.5.1 Pour toute fonction de sélection f, Ry est réfutationellement
compete pour les clauses de Horn.

Exercice 35 (7)
Montrer le théoreme ci-dessus, d’abord dans le cas ou f sélectionne toujours un
littéral négatif quand il y en a au moins un, puis dans le cas général.

Exercice 36 (3)

Soit £ un ensemble de clauses insatisfaisable quelconque (pas nécessairement
des clauses de Horn). Montrer qu’il existe une fonction de sélection telle que la
résolution binaire avec stratégie de sélection + factorisation binaire permet de
déduire la clause vide de £.

Exercice 37
Soit P un ensemble dénombrable de variables propositionnelles. On notera C
la relation sur les clauses définie par C C C” si C |= C'.

Soit > un ordre total bien fondé sur les littérauz. On considére la restriction
suivante de la rgle de résolution :

CvP -Pv(C
cvc’

Si P est maximal dans C'V P ET =P est maximal dans =P Vv '

Noter qu'’il s’agit d’une généralisation de la résolution avec stratégie ordonnée
puisqu’on peut avoir P > ) > —P par exemple.

Si € est un ensemble de clauses, on note £* I’ensemble des conséquences de
& par factorisation et résolution suivant la stratégie S ci-dessus.

1. Montrer que C est une relation d’ordre bien fondée sur I'ensemble des
clauses.
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2. Montrer que la stratégie négative est un cas particulier de la stratégie
ci-dessus (rappel : la stratégie négative consiste a ne faire de résolution
que sur des clauses dont I'une des prémisses ne contient que des littéraux
négatifs).

3. La stratégie unitaire consiste a restreindre la regle de résolution au cas
ou l'une des prémisses est réduite & un littéral.

Si £ est un ensemble de clauses, soit & ’ensemble des clauses que ’'on
peut déduire de £* par la stratégie unitaire et £g 'ensemble des clauses
minimales de & pour 'ordre C.

Montrer que, si £* ne contient pas L, alors £ ne contient pas L et
s = Es.

4. Montrer que, si £* ne contient ni L ni clause unitaire, et L est un littéral
minimal de Ex, alors (£* U{L})* = &* U {L}.

5. Montrer que la stratégie S est réfutationellement complete.

Exercice 38 (5)

L est un ensemble fini d’entiers, appelés étiquettes. Un littéral étiqueté est une
paire d’un littéral et d’un élément de L, noté L et e. Une clause étiquetée est
une disjonction de littéraux étiquetés. Comme d’habitude, la disjonction vide
est notée 1. La sémantique d’une clause étiquetée est la méme que celle de la
clause a laquelle on a retiré les étiquettes. Une fonction de sélection s est une
application qui associe a toute clause étiquetée un sous-ensemble des littéraux
de c. Dans cette partie, on considére les deux regles d’inférence suivantes :

R LetevC Lete v {Letees(LeteVC’)

cv (' * Lete cs(Lete v
LeteVLeteVvC
F SiLete e s(LeteVLeteVQ)
LetevC

Soit C' un ensemble de clauses. On affecte & chaque formule littéral de chaque
clause de C une étiquette dans un ensemble fini (on peut affecter des étiquettes
différentes & un méme littéral apparaissant dans deux clauses différentes). C' est
ainsi considéré comme un ensemble de clauses étiquetées. Soit > un ordre sur
les littéraux étiquetés. On considere la fonction de sélection suivante : s(c) est
I’ensemble des littéraux L et e tels que L et e est maximal dans c. On note S,
cette stratégie (paramétrée par > et I'étiquetage).

On suppose d’abord que > est un ordre total bien fondé. A une clause
C=LietaV---VL, et a, on associe le multi-ensemble des littéraux étiquetés
m(C) ={Ly et ay,..., L, et a,}. Les clauses sont ainsi ordonnées par 1'exten-
sion multi-ensemble de >. Si S est un ensemble de clauses et L et a est un
littéral étiqueté, on note S(L) 'ensemble des clauses C' ne contenant aucun
littéral L et b et telles que C € S ou bien C' V L et b € S pour au moins un
b. (Autrement dit, on remplace L par T dans les clauses de S et on simpli-
fie). Si £ est un ensemble de clauses, on note de plus £* ’ensemble des clauses
déductibles de £ par la stratégie Se. Montrer que, si L ¢ £*, C est une clause
minimale de £* et L est un littéral maximal de C, alors L ¢ (£*(L))*. Montrer
la complétude réfutationnelle de la stratégie S, sur les clauses étiquetées.



