Chapitre 7

Fonctions récursives

L’objectif de cette partie est d’abord de voir un autre modeéle de calcul que
les machines de Turing et de montrer qu’il a le méme pouvoir expressif que les
machines de Turing (donc d’apporter un témoin a la thése de Church). L’autre
objectif est de montrer les théoremes d’incomplétudes dus a Godel.

7.1 Fonctions récursives primitives

f désignera une fonction de N* dans N. Les fonctions totales sont aussi des

applications. f(ni,...,n,) =L si f n’est pas définie en ny, ..., ng.
Les fonctions initiales sont
— les projections P} : N* — N. Pi(ny,...,nE) =n;

— le successeur S(n) =n+1

— la fonction nulle Z(n) =0

— la fonction constante 0 (& 0 arguments).

Un ensemble d’applications F' est fermé par composition si, pour toutes
fonctions € € F : N¥F = Net ¢1,...,1%m € F: N* — N, la fonction ¢ : N* — N
définie par ¢(7) = £(¢1(7), . .., Ym (7)) est dans F. On note Comp,,, (&, %1, ..., ¥m)
la fonction ¢ ainsi obtenue.

Un ensemble d’applications F' est fermé par récursion primitive si, pour
toutes fonctions &, € F, la fonction ¢ définie par récurrence par :

o[ &) sim=0
¢(m,n)—{ww(m_l’ﬁ),m—l,ﬁ) sim >0

est dans F. On note Prim(&, ) la fonction ¢ ainsi obtenue.

Definition 7.1.1 L’ensemble des fonctions récursives primitives est le plus pe-
tit ensemble contenant les fonctions initiales, clos par composition et récursion
primitive.

Toutes les fonctions récursives primitives s’obtiennent ainsi a partir de fonc-
tions de base et des opérations Prim et Comp,,.

Exemple 7.1.1 f(n,m) = n+m est primitive récursive : f = Prim(P}, Comp; (S, P3)).
g(n,m) = n *m est primitive récursive : g = Prim(Z, Compy(+, P}, P5§))
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Exercice 179

Montrer que les fonctions suivantes sont récursives primitives (les prédicats sont
vus comme des fonctions a valeur dans {0, 1}, les fonctions Booléennes traitent
les entiers non nuls comme 1).

1. la factorielle
2. le test d’égalité

3. Les connecteurs logiques A, V, .

Exercice 180

F est clos par mazximisation bornée si, pour toutes fonctions &, vy € F telles que
Vi, Im < (7).(i,m) =0
la fonction ¢ définie par :

1) = max (£(7,m) =20
6(7) = max. (6(7.m) =0)
est dans F'.
Montrer que l’ensemble des fonctions récursives primitives est fermé par
maximisation bornée.

Exercice 181
Montrer que, comme dans I’exercice précédent, I’ensemble des fonctions récursives
primitives est clos par minimisation bornée.

Exercice 182 (4)
Montrer que la fonction qui, & un entier n associe le plus petit nombre premier
plus grand que n est récursive primitive.

Exercice 183
Montrer qu’il existe une fonction J : N2> — N, et deux fonctions K, L : N — N
telles que :

1. J, K, L sont récursives primitives
2. J est une bijection
3. pour tous x,y, K(J(x,y)) =z et L(J(x,y)) = y.

L’exercice suivant montre une caractérisation important des fonctions récursives
primitives : ce sont les fonctions que 'on peut définir exclusivement avec des
boucles FOR. C’est aussi ce que dit ’exercice sur la minimisation bornée, d’une
autre fagon.

Exercice 184 (5)
Si h est une fonction de N dans N on appelle itération de h la fonction f(n,x)
définie par :
T sin=0
fn,z) = { h(f(n —1,x)) sinon

Montrer que la plus petite classe de fonctions sur les entiers qui contient les
fonctions de base, les fonctions J, K, L et qui est close par itération et compo-
sition, coincide avec I’ensemble des fonctions récursives primitives.
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Exercice 185 (5)
Montrer que la fonction suivante, définie par récurrence, est récursive primitive.

f0) =1
f =1
fn+2) = f(n+1)+ f(n) SineN

Hiérarchie de Grzegorczyk

On définit par récurrence sur n la suite de fonctions primitives récursives
comme suit :
’(ﬁo(m) = m+1
¢n+1(0) = ’(/}n(l)
¢n+1(m + 1) = wn("pnﬁ-l(m))

On montre, par récurrence sur n que :

Lemme 7.1.1 Pour tout n, ¥, est une fonction récursive primitive.
Par récurrence sur m, on montre successivement les résultats suivants pour
les premieres fonctions de la hiérarchie :
Pi(m) =m+2
o(m) =2m + 3
s(m) = 2"+ =3

2
m+3 {
Pa(m) = 92 -3

Lemme 7.1.2 1. Pour tous n,m, p(m) >1+m
2. Les fonctions 1y, sont strictement croissantes pour tout k

3. Pour tous n,m, k, ¥p(m) + k < pir(m)

Preuve:

1. Par récurrence sur (n,m) (ordonnés lexicographiquement) : ty(m)
m+1, ce qui montre la propriété dans le cas de base. ¥, 11(0) = 1, (1)
n+ 1> 1 par hypothese de récurrence. ¥y, 11(m + 1) = ¢y (Ynr1(m))
Ynt1(m) + 1 par hypotheése de récurrence. Et ¢,1(m) > m+ 1 (
H.R.) donc ¢p11(m+1) > m+ 2.

2. Par récurrence sur k on montre que, pour tout m, ¥g(m+1) > 1 (m) : si
k = 0onabienm+2 > m+1. pi1(m+1) = ¢Yp(Yp1(m)) = Y1 (m)+1
par le premier point du lemme. Donc ¢g11(m + 1) > tg1(m).

E VIV

p

3. On montre, par récurrence sur (n,m), que ¥n+1(m) > Pp(m) + 1. Si
n =0, Yny1(m) =m+2 > vo(m) + 1. ny2(0) = thny1(1) = n(1) +1
(par hypothese de récurrence). Or 1, (1) = ,+1(0). Donc ¥,4+2(0) >
Unt1 (0) +1.
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Uny2(m+1) = Ynp1(Pny2(m)) = np1(Pnr1(m) +1) (par hypothese de
récurrence et par croissance de ¥p11.) Yn+1(Ynt1(m)+1) > ¥ (Ypp1(m)+
1)+1 (par hypothese de récurrence), et ¥y, (Y11 (m)+1)+1 > ¢y (Ppy1(m))+
1=tpri(m+1)+1.

Lemme 7.1.3 Pour tous k,m,n, Yr(¥m(n)) < ¥oimax(em)(n)-

Preuve:
On utilise les résultats de I'exercice 7.1.2 sans mention. Soit M = max(k,m).
Pr(Pm(n)) Yy (Yar41(n))
Yu1(n+1)

a1 (r(n — 1)) Sin>0
¢M+1E¢M+2(n - 1))

Yarya(n)

VA VAR VAN VAR VAN

et, sin =0, Yay+1(n+1) < Ya42(0) et on a encore I'inégalité.

Proposition 7.1.1 Pour toute fonction récursive primitive a un argument &,
il existe une fonction de la hiérarchie de Grzegorczyk 1, telle que

Preuve:
On prouve par récurrence sur le nombre d’opérations utilisées dans la construc-
tion des fonctions primitives récursives que, si ¢ est primitive récursive, alors il
existe un kg tel que ¢(77) < 9y, (max ).
— C’est vrai pour les fonctions initiales : P} (7) < ¢o(max1i), S(n) < ¢o(n),
Z(n) < o(n).

— Si ¢ est obtenue par composition de &, ¢1, ..., ¢n, il suffit de choisir
]{7¢ =2+ max(ké, ]{7¢1, ceey k‘qgn),

en utilisant 'exercice 7.1.2.
— Si ¢ est obtenue par récursion primitive :

L[ @) Sim=0
¢(m7n)_{w(gb(m—l,ﬁ),m—l,ﬁ) Sim >0

On montre par récurrence sur m que ¢(m,) < Vi, (Yre (max(1i))) Si
m = 0, alors ¢(0,7) = £(7) < b, (max(7i)) par hypothese de récurrence.
Si m > 0, par hypothese de récurrence,

o(m — 1,i) < U (g (max(ii).

. m .
Par croissance de 9, et comme 1/),% (n) > n+m, on a aussi

¢(m, )

e, (max( ™ (o (max(i) . m — 1,7))

<
< Uy, (W (Y (max(it))))
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Par ailleurs, ¢*(n) < ¢41(n + m) (par récurrence sur m), donc

¢(m, i) < ik, (M + P (max(i7)))

Il suffit d’utiliser alors le résultat sur la composition.

La fonction d’Ackermann est la fonction a deux arguments A(n,m) =

Y (m).

Théoréme 7.1.1 La fonction d’Ackermann n’est pas récursive primitive.

Preuve:
Si cette fonction était récursive primitive, d’apres la proposition 7.1.1, il exis-
terait un entier k tel que, pour tout n, A(n,n) < ¥(n). Mais en choisissant
n =k + 1, on obtient ¢i41(k + 1) < ¥x(k + 1), ce qui contredit le résultat de
I’exercice 7.1.2.

Exercice 186
Le shéma de récursion mutuelle a partir des fonctions f, g, h, k sur les entiers
définit par récurrence les fonctions «, 8 sur les entiers par :

{ a(0,7) = f(2)
an+1,%) = g(B(n,7),n,7)

et

{ p(0,Z) = h(Z)
A(

n+1,7) = k(a(n,@),n,7)

1. Montrer que, pour toutes fonctions récursives primitives f, g, h, la fonc-
tion définie par récurrence par :

a(0,7) = f(2)
a(l,7) = ¢(Z)
an+2,%) = h(a(n,@),n,x)

est récursive primitive.

2. Montrer que ’ensemble des fonctions récursives primitives est clos par
récursion mutuelle.

Exercice 187
Montrer qu’il existe une fonction calculable et injective N de ’ensemble des
fonctions récursives primitives dans les entiers telle que les prédicats :
— Ra(n,m) = 1 ssi il existe une fonction primitive récursive a m arguments
g telle que n = N(g)
— Ri(n) =1 ssi il existe un entier m tel que Ra(n,m) =1
sont récursifs primitifs.

Exercice 188
Soit pg, P1,- - -, Pn, ... la suite strictement croissante des nombres premiers. Mon-
trer que les fonctions suivantes sont primitives récursives :



178 CHAPITRE 7. FONCTIONS RECURSIVES

1. La fonction PrimeS(n) = pj,

2. La fonction Log qui, a i, n associe ’exposant de p; dans la décomposition
de n en facteurs premiers.

Exercice 189
Soit g une fonction récursive primitive et ) un prédicat récursif primitif. Mon-
trer que le prédicat défini par :

P(it) = Vi < g(ni). Q(i, 1)
est primitif récursif

Exercice 190
Montrer qu’il existe une fonction C' calculable et injective des suites finies d’en-
tiers dans les entiers et une fonction récursive primitive D tels que :

oy Jou Si3dn>i, Clug,...,up) =k
D, k) = { 0  Sinon
(En particulier D doit bien étre une fonction : son résultat doit étre défini de
maniére unique).

Exercice 191 (7)

Soit R’ le plus petit ensemble de fonctions des entiers dans les entiers, qui
contient les fonctions de base, est clos par composition et par la variante suivante
de la récursion primitive : si g, h € R’ alors f définie de la maniere suivante est

dans R’ : @
N it Sin=0
f(n, %) —{ h(f(n —1,7),n,7) sinon

Autrement dit, au lieu de donner n — 1 en argument a h, on donne n comme
argument.

Montrer que la fonction prédécesseur est dans R’ et en déduire que R’ est
I’ensemble des fonctions récursives primitives (autrement dit, cette définition
de la récursion primitive est équivalente a la précédente).



