Probleme de correspondance de Post

Donnée: wup,...,up, v1,...,vp € X*

Question: dk,3i, ..., k. Up == Uj, = Vi =+ Vi
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Probleme de correspondance de Post modifié

Donnée: uy,...,up, v1,...,vp € X*

Question: 3k, iy, ..., ik. Up ---uj =vj---v et hn=1
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Probleme de correspondance de Post modifié

Donnée: uy,...,up, v1,...,vp € X*

Question: 3k, iy, ..., ik. Up « - U; etip =1

k:vl-l...vl-

k

Théoréme: PCP modifié est indécidable
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Probleme de correspondance de Post modifié

Donnée: uy,...,up, v1,...,v, € L*

Question: 3k, iy, ..., ik. Up « - U; etip =1

k:vil...vi

k

Théoréme: PCP modifié est indécidable

Preuve: On réduit le probleme de I'arrét sur le mot vide d'une
machine de Turing qui efface son entrée quand elle s'est arrétée.
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La réduction sur un exemple

J ‘ qo0 ‘ Ge

$ |90,9%,— |accept,$, ]
Bl ge,0,— | ge, B, +

0 e, B,

M -
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La réduction sur un exemple

J ‘ 90 ‘ ge

$ |90,9%,— |accept,$, ]
Bl ge,0,— | ge, B, +

0 ge, B, +

M -

Calcul sur €:

g% F $q0 F $0g. + $g.0 F g.$ F accept$
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La réduction sur un exemple

5 |qo | ge
M $ | qo,$,— | accept,$, |
: B | Ge,0,— | ge, B, <
0 ge, B,

Calcul sure: qo$ + $qo - $0ge + $g.0 F gc$ + accept$
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La réduction sur un exemple

i uj Vi
1 | <q%*| <
5 | | g 2 | $q q0$
$ | qo,$,— | accept,$, | 3 | 0gex qox
B | qe,0,— | qe, B, 4 | ge0x 0ge*
0 ge, B, 5.2 | geax aq.0x a€{$70}
6 | Ggebx >
7.a|a a ae{0,%,+}

Calcul sure: qo$ + $qo - $0ge + $g.0 F gc$ + accept$
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La réduction sur un exemple

i uj Vi
1 | <q¥«|<
5 | | g 2 | $q q0$
$ | qo,$,— | accept,$, | 3 | 0gex qox
B | qe,0,— | ge, B, 4 ge0% 0gex
0 ge, B, 5.2 | geax aq.0x a€{$70}
6 | Ggebx >
7.a|a a ac{0,$,x}

Calcul sure: qo$ + $qo - $0ge + $g.0 F gc$ + accept$

il1
u | < qo¥x
v |
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La réduction sur un exemple

i u; Vi
1 < qodx | <

i | | g 2 | $q q0$

M- $ |qo,$ — |accept,$,| 3 0gex Qo*
. B | qe,0,— | ge, B, + 4 qe0x 0ge*

0 Ge, B, 5.2 | geax ag.0x | ae {$,0}
6 | > qe$x >
7.al|a a ae{0,%,x}

Calcul sure: qo$ + $go + $0g. + $g.0 F g.$ + accept$

i1
u | <Qqo%x
v <
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La réduction sur un exemple

i u; Vvj
1 < q0$* <

5 | | g 2 |$q0 q$

M- $ | qo,$, — |accept,$,| 3 0ge* qox

B Ge,0,— | ge, B, 4 | g.0x 0gex

0 9e, B, 5.a | geax aqe0x | a€ {$,0}
6 | > qe$x >
7.a|a a ac{0,$,x}

Calcul sure: qo$ + $go - $0ge + $g.0 F g.$ + accept$

i1 2

ul < g%+ $q

v < q0%
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La réduction sur un exemple

i uj Vi
1 < qo%x | <
5 oo |a 2 |%q0 | S
M $ | q0,%,— | accept,$, ] 3 0gex qo*
’ B | Ge,0,— | ge, B, < 4 qe0% 0gex
0 Ge, B, < 5.2 | geax aqe0x | a€ {$,0}
6 | Ge$x >
T.a|a a a€{0,$,%}
Calcul sure: qo$ + $go - $0ge + $g.0 F g.$ + accept$
i1 2 74 7% 3
ul < g% x $q » $ Ogex
v| < q0% * $  qox
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La réduction sur un exemple

i u; Vi
1 < q0$* <
) ‘ q ‘ ge 2 $QO qo$
m. 5 |a0$ = ]accept s, ] 3 | 0gex | qox
’ B | qe,0,— | qe, B, 4 | g.0x 0gex
0 Ge, B, 5.2 | geax ag.0x | ac {$,0}
6 | Ggedx >
7.a|a a aec{0,$,+}
Calcul sure: qo$ F $qo - $0ge F $9.0 - g.$ F accept$
i1 2 7% 7% 3 7.9
ul| < g% x $ q * $ O0gex $
v| < q0$ x* $  qox |$ Ogex
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La réduction sur un exemple

i u; Vi
1 < q0$* <
) ‘ q ‘ ge 2 $QO qo$
. § [a0$—[accept$,| 3 | 0gex Gox
’ B | qe,0,— | qe, B, 4 | g.0x 0gex
0 Ge, B, 5.2 | geax ag.0x | ac {$,0}
6 | Ggedx >
7.a|a a ae{0,$,+}
Calcul sure: qo$ + $qo0 - $0ge + $9.0 + g$ + accept$
i1 2 7x 7% 3 7% 4
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La réduction sur un exemple

i u; Vi
1 | <q¥«|<
) ‘ q ‘ ge 2 $q0 q0$
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La réduction sur un exemple
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La réduction en général

2.k
3.k
4 %
5.%
6.%
7.x
8.%

10.
11.%
12.%

ge$* >

bgeax
bgex

u;

< qo$w*

a pour a € X

aq sid(g,a)=¢q,d,—~eta#B
q'ab’ sid(g,b) =4, b, eta#B
qa sid(g,a)=¢,d,leta#B
aq'x sid(g,B)=4q,d,—

q'ba'x sid(g,B)=4q',4d,+

q ax sid(g,B)=4d,a,l

>

*

gebx sia,be¥,a,b#B
Qe bx sibeXL,b#B
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Si PCP modifié a une solution, alors la machine s'arréte

Vm < k.dp.ds, t.

Par récurrence sur m.

U« Uj, =< Yok - - YpkS
Vip -+ Vi, =<0 Yo% -+ - Yp—1xt
Yo F

IX.Ypr1 = sx

Iy =ty

Ss=tVx=y
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Cas “loin avant la téte de lecture”

. x|s qua ‘*5‘
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Cas “loin avant la téte de lecture”

* s C...bqa...

EXl

Vi

<

a

qa
agb
qa

qx
bgx
qx
ge$x >
*
bgeax
bgex

uj

< qoSwx
Aq
q'ab

qa

aq'x
q'ba'x
qax

Gebx
Gebx

pourae &
sid(q,a)=¢q.,d,—~eta#B
sid(q.b)=q ,b.«eta#B
sid(g,a)=q.d, leta#B
sid(q,B)=4q,d,—
sid(q,B)=q,d,«+
sid(q.B)=qal

sia,beX, ab#B
sibex,b#B
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Cas “loin avant la téte de lecture”

* c---bga \*s\
© ok
I 2.c
* c---bga * S
-

vi

1. <

2% a

3% qa
4.+  aqb
5% gqga
6.5 gx
7% bgx
8.x g«

9. ge$x >
10.
11.%  bgeax
12.%  bgex

ui

< qoSwr
2q
q'at/
q'a
aq'x
q'ba'x
qax
>

*
Gebx
Gebx

pourae X
sid(q,a)=¢q.,d,—~eta#B
sid(q,b)=q b, < eta#B
sid(g,a)=q.d,leta#B
sid(q,B)=q,a,—
sid(q,B)=q,d,«

5 6(0,B) = a1

sia,beX, ab#B
sibex,b#B
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Cas “Proche avant la téte de lecture (et loin du bout)”

Sido(g,a) =4, a,«

~*|s|bga--- | xs]|
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Cas “Proche avant la téte de lecture (et loin du bout)”

Sido(g,a) =4, a,«

- x|s|bga---

Ex

Vi
1 <
2% a
3% gqa
4. aqb
5% gqa
6.5 gx
7% bgx
8.x  gx
9. geSxp
10.  *
11 bgeax
12.%x  bgex

poura€ X
sid(g,a)=¢q,d,—~eta#B
sid(g.b)=q b, «eta#B
sid(g,a)=q.d,leta#B
sid(q,B)=¢q.a,—~
sid(q,B)=q,d,«+
sid(q,B)=q,a. |

sia,beX,ab#B
sibe L, b#B

8/17



Cas “Proche avant la téte de lecture (et loin du bout)”

Sido(g,a) =4, a,«

- x|s|bga--- \*S
.
Il 4.bga
% |s|bga--- | xs|qbd

- x|s| bga

Vi

1 <

2% a

3% gqa
4. aqb
5% qa
6.5 gx
7% bgx
8.x  gx

9. geSxp
10.  *
11 bgeax
12.%  bgex

poura€ X
sid(g,a)=¢q,d,—~eta#B
sid(g.b)=q b, «eta#B
sid(g.a)=q.d, leta#B
sid(q,B)=¢q.a,—~
sid(q,B)=q,d,«+
sid(q,B)=q,a, |

sia,beX,ab#B
sibeL,b#B
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Cas “Proche avant la téte de lecture (et loin du bout)”

Sid(g,a)=4q,a,—

% |s|bga--- | xs]|
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Cas “Proche avant la téte de lecture (et loin du bout)”

Sid(g,a)=4q,a,—

% |s|bga--- | xs]|

2.%
3%
4%
5.
6.%
T
8.x

10.
11
12.%

Vi

qa
agb
qa
qx
bgx

Ge$x >

bgeax
bge*

ui

< qo$wx
dq
qabl

q'a

aq'x
q'ba'x
qax

Gebx
Gebx

pourae X
sid(g,a)=¢q,d,—~eta#B
sid(g.b)=q b, «eta#B
sid(g,a)=¢.,d, leta#B
sid(g,B)=¢q.,a,—~
sid(q,B)=¢q,a,«
sid(q,.B)=q,a.l

sia,beX ab#B
sibeX,b#B

9/17



Cas “Proche avant la téte de lecture (et loin du bout)”

Sid(g,a)=4q,a,—

% |s|bga--- | xs]|

.k
Vi uj
U, 2 . b 1 < < qo$wx
2% a a pourae X
3% qa aq sid(g,a)=¢q,d,—~eta#B
4%  agb q'at/ sid(q,b)=q b, eta#B
% | S bqa . * S ‘ b 5% qa q'a sid(q,a)=¢q,d,leta#B
6.5 g aq'x sid(g,B)=¢q.,a,—~
- % | S b 7% bgx q'ba'x sid(q,B)=¢q,a,«
8% g q'ax sid(q,.B)=q,a.l
9. qe$x > >
10.  * *

11.%  bgeax  qebx sia,beX ab#B
12.%  bgex Gebx sibeX,b#B
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Cas “Proche avant la téte de lecture (et loin du bout)”

Sid(g,a)=4q,a,—

* bga \ *S \
LAY
J 2.b Lo
2% a
3% gqa
45 agb
- x|s bqa”' xs | b 5. :Z
6.5 gx
* b 74 bgx
84 qx
9. Ge$x >
10.  *
ll 3.qa 11.x  bgeax
12 bgex
- % |s|bga--- | *xs|bdq
* bqga

uj

<1 qoSwx
dq
qabl

q'a

aq'x
q'ba'x
qax

Gebx
Gebx

pourae X
sid(g,a)=¢q,d,—~eta#B
sid(q,b) =g, b, eta#B
sid(g,a)=¢.,d, leta#B
sid(q.B)=¢q,d,—
sid(q,B)=¢q,a,«
sid(g,B)=4q.a,l
sia,beX ab#B

sibeX,b#B
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Cas "“Proche avant la téte de lecture et au bout du ruban”

Sio(g,B)=4q,a,—

x| s|q|xs]
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Cas "“Proche avant la téte de lecture et au bout du ruban”

Sid(g,B)=¢q,d,—

q‘*s\

Vi
1. <
2x a
3% gqa
4%  agb
5% qa
6.5 g
7% bgx
8.x  qgx
9. ge$x >
10.  *
11.%  bgeax
12.%  bgex

uj
< qoSwx

Aq
qabl
g4
aq'x
q'ba'x
qax

qebx
Gebx

pourae X
sid(g,a)=¢q,d,—~eta#B
sid(q,b)=q . b, < eta#B
sid(q,a)=¢q,d,leta#B
sidé(q,B)=¢q.a,—~
sid(q,B)=¢q,a,«
sid(q.B)=qal

sia,beX, a,b#B
sibeX,b#B
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Cas "“Proche avant la téte de lecture et au bout du ruban”

Sid(g,B)=¢q,d,—

x| s|q|xs] ,
1. <
© K 2x a
3% gqa
4%  agb
5% qa
~U/ 6.q 6.5 gx
7% bgx
8.x  qgx
77 9. ge$x >
-x|s|qg|xs|aqgx 0.«
11.%  bgeax
- %k S q * 12.%x  bgex

pourae X

sid(g,a)=¢q,d,—~eta#B

sid(q,b)=q . b, < eta#B
a)

sid(q,a)=¢q,d,leta#B
sidé(q,B)=¢q.a,—~
sid(q,B)=¢q,a,«
sid(q.B)=qal

sia,beX, a,b#B
sibeX,b#B
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Effacement du ruban

Pourquoi a-t-on demandé que la machine efface son ruban avant
de s’arréter ?

11/17



Si la machine s’arréte, alors PCP modifié a une solution

Siyo b -k ~p, alors, par récurrence sur p,

EIi]_,...,ikp. U,'l"'ul'kp =< 'yo*...*ryp

Vi1 e vikp = 70*' . ’Yp—l
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PCP est indécidable

Réduction de PCP modifié

/ / /
(U1, ooy Uny Vi, ey Vi) = (UG o U VG ey Vi,

~
~—
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PCP est indécidable

Réduction de PCP modifié

(U1, Uny Ve, V) = (UG o U VG ey V)

exemple

i |1 |2 |3 |4 |5
ui|lc |a | b |cal|abc
vi|cb|lab|cala |c

solution de PCP (mais pas de PCP modifié):

2 3 4 2 5
a b ca a abc
ab ca a ab c¢

13/17



La réduction sur un exemple

3 14 1|5
ui|lc |a | b |cal|abc
vi|cblablcala |c
i 1 2 3 5
u c c a b ca| abc
v cb |cb |ab |c c
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La réduction sur un exemple

ui|lc |a | b |cal|abc
vi|cblab|cala |c

i |0 1 2 3 4 5 6
u; <lecC oC 03 eb ecea | eqgebec | o>
v{ <lecebe | cebe | gebe | ceae | ge ce >

14/17



La réduction en général

Remarque: we = ew

> uy =<1, vy =< ev;
» Pouri=1,..,n u,=Tjet v =y

> u g =e> ety =D

On suppose (sans perte de généralité) que, pour tout /, u; # € ou

Vi # €.
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Si PCP modifié (u, v) a une soultion, alors PCP (v, V) a
une solution

Ul - Up = V1Vjp -+ Vy = <l uj®>= ViV, - Ve

16/17



Si PCP modifié (u, v) a une soultion, alors PCP (v, V) a
une solution

Ul - Up = V1Vjp -+ Vy = <l uj®>= ViV, - Ve

— —_—
= durlj,---upe>=<geviy,---v >
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Si PCP modifié (u, v) a une soultion, alors PCP (v, V) a

une solution

‘U e D= ViV, Ve
—_—
cup e =< evivp---v >

U e >=<AVIVj, -V D
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Si PCP modifié (u, v) a une soultion, alors PCP (v, V) a

une solution

ulul2 o e

Uj, = V1Vj“ -V

k

< urlj, - U@ >=<JV1Vj, - -V e[
— —_—

< urlUj,---uj @ >=<Jevivp -V >

QUL Ujy -+ Ui @ >=< V1V, - - Vj, >

/o] — o
e uik un+1 - VO Vi2 Vik Vn+1
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Si PCP (¢, v') a une solution, alors PCP modifié (v, v) a
une solution

wp ey =vieevi o = i1 =0&in=n+1
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Si PCP (¢, v') a une solution, alors PCP modifié (v, v) a

une solution

TR :v-’l'--v- = 41=0&in,=n+1

Solution la plus courte

’---u’-:vl-’1~-v-’m = V1i<j<mij#n+1

ui1 im i
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Si PCP (¢, v') a une solution, alors PCP modifié (v, v) a
une solution

v =vooov. = 1 =0&ip=n+1

Solution la plus courte
up -l =vevi = V1<j<mij#n+1

i im i im

Effacement des symboles supplémentaires

U [ ! = Vi .-V
s u; —Vl-l"‘V-m =>U,1 U, 1 = Vi Vin_1

ui1 i i
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