Probleme de pavage

Donnée:

Un ensemble fini de tuiles: " - - Kl " . Kl

Question:
Existe-t-il un pavage du quart de plan, a premiére tuile fixée et
couleur-compatible ?
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Indécidabilité du pavage

Théoreme: le probleme de pavage est indécidable.

2/8



Indécidabilité du pavage

Théoreme: le probleme de pavage est indécidable.

Preuve: on réduit le probleme suivant.

Donnée: une machine de Turing M, qui ne revient jamais en
début de ruban, ne revient jamais dans I'état initial,
n'écrit jamais de blancs.

Question: M ne s’arréte pas sur le mot vide ?

L'indécidabilité de ce probleme est laissée en exercice.
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Le codage sur un exemple

s | $ | o |[B

M - qo CI17$7—> - -
a1 CI1»O,—>

Configurations successives:

$ 0 0 ¢ B
$ 0 q B B
$ ¢ B B B
w$ B B B



Le codage sur un exemple

s | $ | o |[B

M - qo CI17$7—> - -
a1 Q1»Oa—>

Configurations successives:

$ 0 0 ¢ B
$ 0 q B B
$ q B|B B
w$ B|B B
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s | $ | o |[B

M - qo CI17$7—> - -
a1 Q1»Oa—>

Configurations successives:

$ 0 0 ¢ B
$ 0 q B B
$ |qu B B|B
w|$ B B|B
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Le codage sur un exemple

s | $ | o |[B

M - qo CI17$7—> - -
a1 Q1»Oa—>

Configurations successives:

$ 0 0 ¢ B
$ 0 q B B
$ q B|B B
w$ B|B B




Le codage sur un exemple

o s | o |B]
M - qo CI17$7—> - -
a1 - Q1»Oa—> -

Configurations successives:

$ 0 0 q B
$ 0 q B B 0B
$ g B|B B go$ K$B
w$ B|B B q$B




Le codage sur un exemple

o s | o |B]
M - qo CI17$7—> - -
a1 - Q1»Oa—> -

Configurations successives:

$ 0 0 q B
$ 0 q B B 0B
$ |lqt B B|B go$ K$B
w|s B B|B q$B




Le codage sur un exemple

o s | o |B]
M - qo CI17$7—> - -
a1 - Q1»Oa—> -

Configurations successives:

$ 0 0 ¢ B

$ 0 a« B B qB q1BB
$ |¢n B B|B q0$ X$B ||$B K BB




Le codage sur un exemple

o s | o |B]
M - qo CI17$7—> - -
a1 - Q1»Oa—> -

Configurations successives:

$ 0 0 ¢ B

$ 0 a|B B qB q1BB
$ ¢« B|B B q0$ X$B ||$B K BB



Le codage sur un exemple

M

s | $ | o |[B
qo CI17$7—> - -
a1 - Q1»Oa—> -

Configurations successives:

$ 0 O

$ 0 o
$ g1 B
o $ B

q1
B

B
B

B

B
B
B

q1B
qo$ $B
q0$B

q1BB

$B X BB
$BB

$0qg1

$q1, <18
$q15
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Le codage en image sur I'exemple

Couleurs horizontales: gg$,

, q18, $q1, 90,

Couleurs verticales: $¢: B, g1 BB, $0q;,
BBB (blanc), go$B (noir), $BB

A A A B A
o O o o

q $

T ™ ™

ai

T T T T @

, $00,

, BB (blanc)
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Le codage en image sur I'exemple

Couleurs horizontales: 0%, =, 915, $q1, $0, , 00, BB (blanc)

Couleurs verticales: $¢: B, g1 BB, $0q;, , $00, , ,
BBB (blanc), go$B (noir), $BB

$ 00 0 0 q
$ 00 0 q B
$ 0 0 ¢ B B
$ 0 « B B B
$ ¢« B B B B
@ $ B B B B ﬂ
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$ 00 0 0 q
$ 00 0 q B
$ 0 0 ¢ B B
$ 0 « B B B
$ ¢« B B B B
@ $ B B B B m
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$ 0 « B B B
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Le codage en image sur I'exemple

Couleurs horizontales: gg$,
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A A A B A
o O o o
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T ™ ™
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Le codage en image sur I'exemple
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$ 0 ¢ B B B
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Les tuiles dans le cas général

Couleurs horizontales
{abla,berLUQ,a=B=b=B,ac Q=>b¢ Q}

Couleurs verticales (QUX)3NI*(Q + ¢)T*
'8
aB X6y |ou| @ B

ou est une des fenétres:
By a B 1

Tuiles:

Mouvement droit: 6(q,a) = ¢',a’,— et b,c,d,e,f € X
b c ad ¢ d e f
b c g a d e f
Mouvement gauche: §(q,a) = q',a,+ et b,c,d,e,f € X

b
b

c g d 4 e f
c d g a e f
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Si la machine ne s'arréte pas...

On construit un pavage ou la tuile initiale est
@B
t=|go$ X$B
q$B

... Pas détaillé ici
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S'il existe un pavage tel que la tuile initiale est t

Par récurrence sur n, on peut extraire la configuration v, de la
niéeme ligne du pavage.

Cas de base

B

go$ X$B
q0$B
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S'il existe un pavage tel que la tuile initiale est t

Par récurrence sur n, on peut extraire la configuration v, de la
niéeme ligne du pavage.

Cas de base

B

go$ X$B |$B
q0$B




S'il existe un pavage tel que la tuile initiale est t

Par récurrence sur n, on peut extraire la configuration v, de la
niéeme ligne du pavage.

Cas de base

B
qo$ X$B |$B X BB
q0$B




S'il existe un pavage tel que la tuile initiale est t

Par récurrence sur n, on peut extraire la configuration v, de la
niéeme ligne du pavage.

Cas de base

B
qo$ X$B |$B X BB
qo$B BB




S'il existe un pavage tel que la tuile initiale est t

Par récurrence sur n, on peut extraire la configuration v, de la
niéeme ligne du pavage.

Cas de base

a1B
qo$ X$B |$B X BB|BB X BB|BB X BB
qo$B BB BBB BBB




S'il existe un pavage tel que la tuile initiale est t

Par récurrence sur n, on peut extraire la configuration v, de la
niéeme ligne du pavage.

Cas de base

$q1,a1B
@B
B

qo$ X$B |$B X BB|BB X BB|BB X BB
qo%$B BB BBB BBB




S'il existe un pavage tel que la tuile initiale est t

Par récurrence sur n, on peut extraire la configuration v, de la
niéeme ligne du pavage.

Cas de base

$q1,\g16q: B BB
q1B
B

go$ X$B |$B BB|BB X\ BB|BB X\ BB
qo%$B BB BBB BBB




S'il existe un pavage tel que la tuile initiale est t

Par récurrence sur n, on peut extraire la configuration v, de la
niéeme ligne du pavage.

Cas de base

$q1,\g16q: B BB
Q1B q1BB
B

go$ X$B |$B BB|BB X\ BB|BB X\ BB
qo%$B BB BBB BBB




S'il existe un pavage tel que la tuile initiale est t

Par récurrence sur n, on peut extraire la configuration v, de la
niéeme ligne du pavage.

Cas de base

$q1,\g16q: B BB
Q1B q1BB

a1B 1BB

go$ X$B |$B BB|BB X\ BB|BB X\ BB
qo%$B BB BBB BBB




Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

eb
ebc

bc

bc
bcq

cq

cq
cqa

ga

qa
gad

ad
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ca aq
cad q/

Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

eb
ebc

bc

bc
bcq

cq

ca’q’
cq Xga
cqa

qa
gad
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aq
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

?c ca' |ca aq
ca’q’

ca’q’
eb bc |bc cq |cqg XRqga |qa ad
ebc bcq cqa gad
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aq
ca’q’
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

bc Xca |ca aq
bca’ caq
bca’ caq
eb bc |bc cq |cqg XRqga |qa ad
ebc bcq cqa gad
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[

?bc

bc

bc

ca
bca

ca

aq
ca’q’

Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

[

?bc

bc

bc

bca

ca

ca

aq
ca’q’

eb

?bc

ebc

bc

bc

bca

bcq

cq

cq

ca’q’
ga
cqa

qa
gad

ad
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Récurrence:

mouvement droit 6(q,a) = ¢’,a’, —

[

?bc

bc

bc

bca

ca

ca

aq
ca’q’

f e

gbc
ebc

eb

?bc

ebc

bc

bc

bca

bcq

cq

cq

ca’q’
ga
cqa

ga

ad

gad
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

?b Xbc |bc Xcad |cd Xa'q
?bc bca’ caq
re? ?bc bca’ caq
fe eb |eb bc |bc Xcq |cqg Rga |ga Xad
feb ebc bcq cqa gad
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

[
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aq
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

Te

Teb

eb

eb

ebc

bc

bc

bca

ca

ca

aq
ca’q’

fe

?eb

feb

eb

eb

ebc

ebc

bc

bc

bca

bcq

cq

cq

ca’q’
ga
cqa

qa
gad

ad
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ca
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/

a/ q/

q'?

a'q'?
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feb
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

Te

Teb

eb

eb

ebc

bc

bc

bca

ca

ca

aq

ca q/

/

!/ /
a'qg q'”?
a'q'?

fe

?eb

feb

eb

eb

ebc

ebc

bc

bc

bca

bcq

cq

cq

caq

cqa

ga

aq?
ga ad
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

Te

Teb

eb

eb

ebc

bc

bc

bca

ca

ca

aq
ca’q’

/

a/ q/ q/d
aq'd

fe

?eb

feb

eb

eb

ebc

ebc

bc

bc

bca

bcq

cq

cq

ca’q’
ga
cqa

aqd
ga ad
gad
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

?e Xeb |eb Xbc |bc Xcad |cad Xa'q|adqd Xq'd
?eb ebc bca’ caq aq'd
?eb ebc bca’ caq aqd ?d?

fe eb |eb bc |bc Xcq |cq Rga |ga Xad |ad Xdg
feb ebc bcq cqa gad adg
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

Te

Teb

eb

eb

ebc

bc

bc

ca
bca

ca

aq

ca q/

/

a/ q/

q'd

aq'd

q'd Xd?
7d7?

fe

?eb

feb

eb

eb

ebc

ebc

bc

bc

bca

cq
bcq

caq

cq
cqa

ga

!/

aq

qa
gad

d
ad

2d?

ad
adg

8/8



Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

Te

Teb

eb

eb

ebc

bc

bc

ca
bca

ca

aq

ca q/

/

a/q/
!/

aq

q'd
d

q'd Xd?
q'd?

fe

?eb

feb

eb

eb

ebc

ebc

bc

bc

bca

cq
bcq

caq

cq
cqa

ga

!/

aq

qa
gad

d
ad

qd?
ad
adg
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Récurrence: mouvement droit §(q,a) = ¢',a’, —

Te

Teb

eb

eb

ebc

bc

bc

ca
bca

ca

aq

ca q/

/

a/q/
!/

aq

q'd
d

q'd Xdg
q'dg

fe

?eb

feb

eb

eb

ebc

ebc

bc

bc

bca

cq
bcq

caq

cq
cqa

ga

!/

aq

qa
gad

d
ad

q'dg
ad
adg
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Récurrence

Formellement: 2 récurrences supplémentaires
Il faut aussi traiter le cas du mouvement gauche.
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