Devoir Maison: a rendre au plus tard le 8 novembre 2018

Dans la suite, 3 est un alphabet fini. Un systéme de réécriture est un ensemble fini de
paires de mots (g;,d;) € (¥*)2,1 <4 < n. On note ces paires sous la forme g; — d;.

Etant donné un mot w € * et un systeme de réécriture R, w se réécrit en x si w,x se
factorisent en w = wy - g - wo, x = w1 -d-we ol g = d € R. On note w —x x lorsque w se
réécrit en x en utilisant R.

Un systeme de réécriture R termine si, pour tout mot w, il n’existe pas de suite infinie
W—R W+ =R Wy —R * .

Un systeme de réécriture R préserve les longueurs si, pour toute paire g; — d; de R, la
longueur de g; est la méme que celle de d;.

L’objet du probleme est de montrer que la terminaison des systémes de réécriture qui
préservent les longueurs est indécidable.

Partie 1: arrét des systemes de réécriture
Montrer que les problemes suivants sont indécidables:

1. Donnée: un systeme de réécriture R et un mot w

Question: il existe une suite infinie de réécritures w — w1 —R Wy —R - -

2. Donnée: un systeme de réécriture R et deux mots wy, wo

Question: il existe une suite de réécritures w; —g - -+ =R Wo
3. Pour un certain systeme de réécriture Rg a préciser,

Donnée: un mot w

Question: il existe une suite infinie de réécritures w —g, w1 =R, W2 =R, * -

Partie 2: arrét des machines de Turing a partir d’une configu-
ration arbitraire

On s’intéresse ici au probleme suivant:
Donnée: une machine de Turing M
Question: pour toute configuration v de M, il n’y a pas de séquence infinie v s - -

Nous allons montrer que ce probleme est indécidable. La difficulté vient du fait que
est ici une configuration arbitraire, pas nécessairement accessible a partir d’une configuration
initiale. Il se pourrait donc que M s’arréte sur toute entrée, mais boucle a partir d’une
configuration bien choisie.

Nous allons en fait prouver un résultat plus fort, en prenant en entrée un automate
linéairement borné, c’est a dire une machine de Turing qui, quand elle lit un blanc, s’arréte,
ou écrit un blanc et se déplace a gauche.

1. Soient u1,...,u, € A*. Montrer qu’on peut construire un automate linéairement borné
My, ....u, sur un alphabet contenant AU {1,---,n} tel que:

n



(a) pour toute configuration v, il n’y a pas de calcul infini de M, 4, & partir de
(b) Muly---vun

(c) Quand M,, . ., accepte, le ruban contient le mot de départ et la téte de lecture
est en début de ruban.

n

accepte le langage {i---i1-w |k € Ny, -+, = w}

2. Etant donné 6 = uy,...,up,v1,...,v, une séquence de 2n mots de A*, montrer qu’on
peut construire un automate linéairement borné My tel que:

(a) A partir d’une configuration initiale (qo, €, 3w#), My ne s’arréte pas si et seulement

si il existe iq,...,9; (k > 1) tels que © = w;, -+ - w;;, = iy -+ V5,0 W =g - -7 - T
De plus, si My ne s’arréte pas, elle repasse infiniment souvent par la configuration
initiale

(b) Si~ est une configuration arbitraire de My, tout calcul de My & partir de v ou bien
est fini, ou bien passe par une configuration initiale.

(c) My s’arréte si elle lit un blanc.

3. En déduire I'indécidabilité du probleme de I'arrét a partir d’une configuratin arbitraire,
pour les automates linéairement bornés.

Partie 3: terminaison des systemes de réécriture préservant la
longueur

Dans cette partie, on suppose que toutes les paires g — d de R sont telles que |g| = |d|: la
longueur de g est la méme que celle de d. 1l en résulte que la longueur est invariante par toute
séquence de réécritures.

1. Montrer que les problemes 1 et 2 de la partie 1 sont décidables pour cette classe de
systemes de réécriture.

2. On considere deux copies ) et ¥ de X, copies dans lesquelles les lettres sont surmontées
d’une fleche gauche ou droite.

(a) X et @ sont deux alphabets finis disjoints. Montrer que tout w € (f U U Q) \
( (ﬁ uQ)*- (i U Q)*) peut sécrire de maniere unique sous la forme

W =W wW2-*-*Wp

oun>1, w € (Quﬁ)* : (Quf)* 'f, wy, € (QU§)+-(QU§)* et,sil <i<n,
wi € (QUE)* (QUT) - T,

(b) Soit @ une suite de 2n mots et My la machine de la questi% 2.2. On considere le
systeme de réécriture Ry suivant, sur I’alphabet ﬁ@ UQ U Xg:

qat — &g Si 0p(q1,a1) = (g2, a2, —)
— = .
baai — qbas Side(q,a) = (g2,a2,+)
qai —  qab Si dg(q1,a1) = (g2, a2, ])

Montrer qu’il existe une suite infinie w =g, w1 - -+ =g, Wy —R, - - si et seulement
si il existe une configuration a partir de laquelle My ne s’arréte pas.



(¢) En déduire que le probleme:
Donnée: un systeme de réécriture R qui préserve les longueurs
Question: existe-t-il une suite infinie w —g w1 -+ —g Wy =R -

est indécidable.



