Chapitre 2

Calcul propositionnel

C’est le formalisme logique le plus simple. Mais il est fondamental pour
plusieurs raisons :

— Bien sur, il sert d’introduction pédagogique.

— Plusieurs résultats en calcul des prédicats, en logique temporelle etc...

s’obtiennent par “relevement” de résultats du calcul propositionel.

— En fait, en pratique, il est tres utilisé a cause de sa simplicité et de l’al-

gorithmique relativement efficace qu’on peut mettre en oeuvre.

Il y a aussi plusieurs formalismes pour le calcul propositionnel. On com-
mencera par le plus standard “a la Hilbert”, puis on s’interessera au calcul des
séquents, & la déduction naturelle (dans les deux cas, dans le cas classique et
dans le cas intuitioniste), ainsi qu’a d’autres représentations comme les anneaux
Booléens.

2.1 Syntaxe

La définition d’une logique passe par trois étapes : la définition des énoncés
(syntaxe), la définition des modeles (sémantique) et enfin, la théorie de la
preuve.

On suppose ici donné un ensemble de variables propositionnelles P.

Definition 2.1.1 L’ensemble Fo(P) des formules du calcul propositionel est le
plus petit ensemble tel que :

— les constantes T, L sont dans Fo(P)

- P C Fo(P)

- Si ¢ € Fo(P) alors =¢ € Fo(P)

- Si g, € Fo(P), alors ¢V, p AN, — b € Fo(P)

Dans cette définition, —, V, A, — sont les connecteurs logiques.

On définit aussi les formules de taille n par récurrence sur n € N :

- Si¢p e PU{L, T}, alors ¢ est une formule de taille 1

— Si ¢ est une formule de taille n et ¢ est une formule de taille m, alors —¢
est une formule de taille n 4+ 1 et ¢ A, ¢ V1), ¢ — 1 sont des formules
de taille n +m + 1.
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Soit Fo(P), 'ensemble des formules de taille n ainsi défini.
Proposition 2.1.1 Fy(P) = U, Fo(P)n-

Exercice 2 (3)
Prouver la proposition précédente.

Cette proposition permet des définitions par récurrence sur la taille de la
formule.

Exemple 2.1.1 Soit
P = {La_boite_1 _contient_ une_bombe,...,La boite n_contient_une bombe}

un ensemble de n variables propositionnelles. Voici des exemples de formules de

Fo(P) :

La_boite_1_contient_une_bombe A La_boite_2_contient_une_bombe
La_boite_1_contient_une_bombe A —-La_boite_1_contient_une_bombe

Exemple 2.1.2 Soit P = {4, | n € N}. Sont des formules de Fy(P) :

Ao N\ Ao A (A2 V —|A2)
AQ — (A1 — Ag)

N’est pas une formule :
A1VAsV...VA, V... (disjonction infinie)

Remarques :

1. Le parenthésage doit permettre de désambigiier. Habituellement la négation
a priorité sur les autres connecteurs.

2. Le cas des disjonctions infinies sera (entre autres) étudié ultérieurement ;
il s’agit d’une logique plus expressive que Fy(P).

2.2 Sémantique

Une interprétation est une application I de P dans {0,1}.

Definition 2.2.1 Une interprétation I satisfait une formule ¢ € Fo(P), ce que
Uon note I = ¢ (EC 27 x Fo(P)), si

— ¢ =T ou bien

-~ ¢ P etl(p)=1 ou bien

—~p=p1 N2 et (I =1 et I = pa) ou bien

~¢=¢1Voe et (IE¢1oull=dz)oubien

—~¢p=¢1 = P2 et (sil =@y alors I = ¢2) ou bien

—p="etlFEY
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Definition 2.2.2 Une interprétation I satisfait un ensemble de formules S
(noté I |=5) si I satisfait chacune des formules de S.

Un modele d’un ensemble S de formules est une interprétation I telle que
IES.

Une formule ¢ (resp. un ensemble de formules S’) est une conséquence
logique de ¢ (resp. d’un ensemble de formules S) si tout modéle de 1) (resp.
tout modéle de S) est un modéle de ¢ (resp. est un modéle de l'une des formules
de S’). On note alors ¥ = ¢ (resp. S |E S').

Une formule est satisfaisable si elle a au moins un modéle.

Une formule ¢ est valide si toute interprétation est un modéle de ¢.

On dit que deuz formules sont logiquement équivalentes lorsqu’elles ont les
mémes modeles.

Exercice 3 (1)
Donner I'ensemble de tous les modeles de la formule ¢ &t (P—=Q)V(—-P—
—Q)) AN (Q AR — —P) lorsque P = {P,Q, R}.

Exercice 4 (1)
Montrer que :

1. ¢ est insatisfaisable si et seulement si —¢ est valide
2. ¢ =1 si et seulement si ¢ — 1) est valide.

Exercice 5 (4)

Montrer que, si P est fini, alors dans tout ensemble de formules fini de cardi-
nal assez grand (on précisera cette borne), il existe deux formules logiquement
équivalentes (i.e. qui ont méme ensembles de modeles).

Exercice 6 (5)
1. Montrer que, lorsque P est fini, pour tout ensemble d’interprétations S,

il existe un ensemble de formules F tel que S est exactement I’ensemble
des modeles de E.

2. Montrer que ce résultat est faux lorsque P est infini.

Exercice 7 (6)
Donner un exemple d’un ensemble de formules dont I’ensemble des modeles est
infini et dénombrable.

Exercice 8 (5)

(théoréeme d’interpolation) Soient ¢, telles que ¢ = 1. Montrer que il
existe une formule 6 telle que ¢ = 6, 0 |= 1 et les variables propositionnelles
apparaissant dans 6, apparaissent aussi dans ¢ et dans .

Exercice 9 (6)

(théoréeme de compacité) {0,1} est muni de la topologie pour laquelle
tout sous-ensemble est un ouvert. {0,1} muni de cette topologie est ainsi un
compact. L’ensemble {0,1}4 des interprétations des formules propositionnelles
construites sur A est alors muni de la topologie produit : les ouverts sont les

unions (arbitraires) de produits II,c 4O, ou l'ensemble des a € A tels que
O, # {0, 1} est fini.
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Tout produit de compacts étant compact (ce qui est admis), 1’espace Z de
toutes les interprétations est ainsi un compact.

1. Montrer que, pour toute formule ¢, ’ensemble des interprétations qui

satisfont ¢ est un fermé de Z.

2. En déduire que tout ensemble de formules insatisfaisable contient un sous-
ensemble fini insatisfaisable.

Les connecteurs logiques ne sont pas tous indépendants. Par exemple, pour
toutes formules ¢ et ¢, ¢ — ¥ est logiquement équivalent & —¢ V 1.

Exercice 10 (1)
Le démontrer.

Ainsi, — est définissable a I’aide de V, A, .

Exercice 11 (2)
Montrer que V, A, — sont définissables a ’aide du seul connecteur — et de la
constante L. On dit alors que ’ensemble {—, L} est fonctionnellement complet.

On peut aussi définir de nouveaux connecteurs logiques, par exemple

def

P =(0>U)N(Y—9)

ou
def

PDY = (A Y)V (29 AY)

Exercice 12 (3)
Plus généralement, les connecteurs logiques peuvent étre vus comme des fonc-
tions Booléennes. Si F' est un ensemble de fonctions Booléennes, on note A(F)
I’ensemble de toutes les fonctions Booléennes obtenues a ’aide des fonctions de
F et de la composition et des projections (fonctions 7% (21, ..., Zy) & x;).

Pour tout entier n > 1 on note d, (resp. ¢,) la fonction Booléenne a n
arguments qui renvoie 0 (resp. 1) si et seulement si tous ses arguments valent 0
(resp. 1).

1. Montrer que, pour tous n,m, k > 2, A(cy, f-) = A(dy,, f-) contient toutes

les fonctions Booléennes a k arguments.

2. Montrer que f- n’est pas dans A(fy, fa, f—, fo)

Exercice 13 (4)
Donner un connecteur logique binaire qui est, seul, fonctionnellement complet.

Exercice 14 (5)
Montrer que {«+, =} n’est pas fonctionnellement complet.

Exercice 15 (6)
Un ensemble de formules E est indépendant si, pour toute formule ¢ € FE,

E\{¢} I~ ¢.

1. Montrer que, pour tout ensemble fini de formules F, il existe un sous-
ensemble fini £’ C F indépendant tel que, pour tout ¢ € E, E' = ¢.
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2. Montrer que, pour tout ensemble dénombrable E de formules, il existe un
ensemble £’ de formules tel que E’ est indépendant et, pour toute formule
¢ € E', E = ¢, pour toute formule ) € E, E' = 1.

3. Montrer qu’il n’est pas toujours possible d’avoir (en plus) E' C E.

Exercice 16 (8)
On considere n coffres, chacun contenant un trésor ou une bombe. Le probléeme
est de déterminer le contenu exact de chacun des coffres. Pour cela, on peut
poser par écrit une liste de N questions (formules du calcul propositionnel,
les variables propositionelles étant le contenu des coffres). On obtient, une fois
la liste complete des questions établies, la réponse (i.e. I'interprétation) aux N
questions. Mais il est possible que (au plus) k des N réponses soient incorrectes.
Etant donnés n, k, on s’intéresse au probleme de trouver le N minimal, et
les questions correspondantes, de maniere a déterminer a coup str le contenu
des coffres.
Donner le N minimal (et les questions correspondantes) dans les cas sui-
vants.

1. k£ =0 et n quelconque

2. n=k=1
3. n<b k=1
4. k =1 et n quelconque

Prendre soin dans chaque cas de justifier la réponse.

Parmi les théorémes célebres (en calcul des prédicats), le théoréeme de com-
pacité, énoncé ici dans le cas propositionnel, permet de ramener 'insatisfaisa-
bilité a l'insatisfaisabilité finie.

Théoréme 2.2.1 (compacité) Un ensemble de formules du calcul proposi-
tionnel sur P = {A,, | n € N} est insatisfaisable si et seulement si il contient
un sous-ensemble fini de formules insatisfaisable.

Preuve:

Soit > la relation d’ordre sur P définie par A, > A,, si et seulement si n > m.
Une interprétation partielle est une fonction de P dans {0,1} dont le domaine
de définition est un ensemble {Q € P | @ < P} pour un certain P € P. (on
notera en indice de l'interprétation partielle le majorant P de son domaine de
définition). L’ensemble des interprétations partielles est alors ordonné par pro-
longement : Ip, < Ip, si P < P et Ip, restreinte aux variables propositionelles
inférieures a P; coincide avec Ip,.

On peut représenter graphiquement cet ordre sous forme d’un arbre des
interprétations partielles (cf. figure 2.1).

Soit maintenant un ensemble S insatisfaisable. On peut supposer sans perdre
de généralité que S ne contient pas deux formules logiquement équivalentes. Si
I’ensemble des variables propositionnelles intervenant dans les formules de S
est fini, alors S est fini (cf. exercice 5). On peut donc supposer sans perdre de
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Aq

Ay

FIGURE 2.1 — arbre des interprétations partielles

généralité que I’ensemble P est infini et que toute variable de P apparait dans
au moins une formule de S.

Une interprétation partielle I falsifie une formule ¢ € S si les variables de
¢ sont dans le domaine de définition de I et I [~ ¢.

Considérons l’arbre des interprétations partielles qui ne falsifient aucune
formule de S. Formellement : soit

E={Ip|Ip = SNF{Q e P,Q<P})}

Si I ne falsifie aucune formule de S et J < I, alors J ne falsifie aucune formule
de S:1€€&etJ<Ientraine J € £.

Par I'absurde, supposons que £ est infini. On construit alors par récurrence
une suite I4, € &, strictement croissante, et telle que {J | J > I4,} NE est
infini. (Autrement dit, on construit un chemin infini dans I’arbre) :

— 14, est 'interprétation de domaine vide (elle est dans £ puisque £ est clos

par le bas). '

— 14, étant construite, soient 134" les deux prolongements de I4, a A, :

Dom(I), ) ={Q|Q < An} et I} (Ay) = j, pour j = 0,1. & = {J €
E,J > 14, } est infini par hypothese de récurrence et, de plus,

En={Ia}U{JeE|T>I3 YU{JeE|T>T} }

L’un de ces deux derniers ensembles au moins est donc infini. On pose
alors Ia,,, = I pour j tel que {J € £|J > I } est infini. On a bien
I Apy1 = I Ap -

Soit alors I'interprétation I définie par : pour tout i € N, I(A4;) = I4,,,(4:).
Notons que, par croissance de la suite 14, si j < i, I(A;) = 14, ,(A;). Pour
toute formule ¢ € S, si ¢ est 'indice maximal d’une variable propositionnelle
de ¢, Ia,,, = ¢, et donc I = ¢. Il en résulte que I |= S, ce qui contredit
I'insatisfaisabiliteé de S.

Il en résulte que I’arbre £ est fini. L’ensemble des domaines des interprétations
partielles de £ est donc borné : soit N tel que (J;oe Dom(I) C{Q | Q < An}.
So=SNFH{Q|Q < An}) est alors insatisfaisable et c’est un ensemble fini
(d’apres l’exercice 5 et puisque nous avons supposé que S ne contient pas deux
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formules logiquement équivalentes). O

Exercice 17 (3)
Montrer qu’un graphe est coloriable avec k couleurs si et seulement si chacun
de ses sous-graphes finis est coloriable avec k couleurs.

Exercice 18 (5)
Soit E un ensemble de formules du calcul propositionnel sur P. On dira que
FE est mazximal cohérent si E est satisfaisable et que, pour toute formule ¢ du
calcul propositionnel, ou bien ¢ € E ou bien E U {¢} est insatisfaisable.
1. Supposant que P est fini, montrer que tout ensembe de formules E satis-
faisable est contenu dans un ensemble maximal cohérent.
2. Montrer que cet ensemble maximal cohérent n’est pas unique : donner

(toujours dans le cas ou P est fini) un ensemble E et deux ensembles
maximaux cohérents distincts contenant E.

3. Que devient le résultat de la premiere question lorsque P est infini dénombrable ?

Exercice 19 (7)
Etant données une famille d’interprétations (Ia)acE, leur interesection est 1'in-
terprétation I telle que I(P) = 1 ssi (I,(P) = 1 pour tout a € E).

Soit ¥ un ensemble de formules de Fy(P). On dit que X est préservé par
intersections finies si, I'intersection de deux modeles de ¥ est un modele de 3.
Y. est préservé par intersections si toute intersection de modeles de ¥ est un
modele de X. ¥ est aziomatisé par T' si, pour tout ¢ € Fo(P), I' = ¢ si et
seulement si ¥ = ¢.

1. Montrer que X est préservé par intersections finies si et seulement si X
est préservé par intersections.

2. Une clause est une formule
AiVvV...VA,

dans laquelle les A; sont des variables propositionnelles (appelés littérauz
positifs) ou des négations de variables propositionnelles (appelées littéraux
négatifs). Une clause de Horn est une clause contenant au plus un littéral
positif.

Montrer que ¥ est axiomatisable par un ensemble de clauses de Horn si
et seulement si ¥ est stable par intersections. (On pourra supposer, sans
perte de généralité, que X est un ensemble de clauses).

Exercice 20 (6)
On suppose ici que P est dénombrable.

1. Soient &, & deux ensembles de formules de Fy(P) et My, My leurs
ensembles respectifs de modeles. Donner un ensemble de formules £ dont
M1 U Ms est 'ensemble des modeles.

2. Plus généralement, montrer que, si M est un sous-ensemble fermé de 27
(cf. exercice 9 pour la définition de la topologie), alors il existe un ensemble
de formules £ dont M est ’ensemble des modeéles.
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o= = () VY

¢ = ¢
“(oAY) = (=¢) V()
~(oVY) = (=¢) A ()
(@AP)VEO = (pVO)A(YVI)

TVe = T

V1L = ¢

PVo = ¢

FIGURE 2.2 — Regles de mise en forme clausale

2.3 Forme clausale

On considere les regles de simplification de la figure 2.2.

Dans les regles de la figure 2.2, ¢,1,0 sont des wvariables logiques : elles
peuvent étre remplacées par n’importe quelle formule de Fy(P). Les regles sont
appliquées modulo ’associativité-commutativité de A,V : si une (instance de)
regle s’applique a ¢ et ¢ est identique a ¢ modulo 'associativité-commutativité
de A, V, elle s’applique a 9, avec le méme résultat.

De plus, les regles peuvent étre appliquées dans n’importe quel contexte.
Plus formellement, un contezrte est une formule de Fo(P U{O}) ou O ¢ P, qui
ne comporte qu'une seule occurrence de 0. Si C' est un contexte et ¢ € Fo(P),
C[¢] est la formule de Fy(P) obtenue en repmplacant O dans C par ¢. La
relation = est alors la (plus petite) relation binaire sur Fo(P) qui contient
toutes les instances des regles de la figure 2.2 et telle que, pour tout contexte

C, si ¢ = 1, alors C¢] = C).

Proposition 2.3.1 Les régles de la figure 2.2 transforment des formules en
des formules logiquement équivalentes.

Proposition 2.3.2 Les régles de la figure 2.2 se terminent (quel que soit [’ordre
dans lequel elles sont appliquées) : il n’existe aucune suite infinie ¢,,n € N de
formules de Fo(P) telle que, pour tout i, ¢p; = Pit1.

Preuve:
On interprete comme suit les formules dans les entiers :

ff() ﬂTW&2

) 9 &i P est une variable propositionnelle.

f(P
wAwV§m<<> F()) ot gi(w,y) L4y +1
wvw>—m<<> <»ou@uy>fxxy
F(=0) © g5(f(9)) ot ga(x) & 2

10 ) (00, F) o guleg) o

L’interprétation des formules est ensuite compatible avec ’associativité-
commutativité de A,V : f(¢AY) = f(LA@), fF(WV @)= floV))et f(A(PA
) =fl(pANY)NO), f(oV (V) = f((¢pV)Vh). f est donc bien définie,
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dNG — ¢
oNL — 1
ONT — @

FIGURE 2.3 — Simplification des conjonctions de clauses

indépendemment du représentant choisi, dans la classe d’équivalence modulo
associativité et commutativité.

On montre d’abord par récurrence sur ¢ que f(¢) > 2.

Ensuite, toutes les fonctions g; sont strictement croissantes dans leurs deux
arguments pour x,y > 2. Il en résulte que, si f(¢) > f(¢), alors f(C[¢]) >
f(C[¥]) pour tout contexte C.

Il suffit ainsi de démontrer que, pour toutes les formules ¢, 1, chacune des
regles fait décroitre f. Pour plus de clarté, on notera x = f(¢), y = f(¢),
z = f(0) dans ce qui suit.

— [l —p) =21V et f(=pV1h) = 2% x y. Mais, pour y > 0, 2¥ > g donc

21+x+y > 2T % y.

Cfg) =2 >

PG A ) = 25 > f(mpV ) = 2 x 20

— f(=(o V) =22V et f(mp AN ) = 2% +2Y + 1. Or, pour z,y > 2,

x Xy >x+y, donc 27XV > 2% x 2¥ > 2T 4 2¥ x (2 — 1). Mais 2* — 1 > 2
pour x > 2, donc 2%*Y > 2% + 2 x 2¥ > 2% 4+ 2V + 1.
=~ feA)vO) =fOV(eAY)) =(z+y+1)xzet f(PVOIA(PVO)) =
T X z+y X z+1 qui est strictement inférieur & x X z + y X z + z pour
z > 2.
— Les autre cas sont immédiats.
O

Definition 2.3.1 Une formule est en forme normale conjonctive si elle est
irréductible pour les régles de la figure 2.2.

Definition 2.3.2 Un littéral est une variable propositionnelle ou la négation
d’une variable propositionnelle.
Une clause est une disjonction de littérauxr ou bien 1.

Proposition 2.3.3 Toute formule en forme normale conjonctive est une conjonc-
tions de clauses ou bien T.

Definition 2.3.3 Une forme clausale d’une formule ¢ € Fo(P) est la forme
normale par les régles de la figure 2.3 d’une des formes irréductibles de ¢ pour
les regles de la figure 2.2.

Une forme clausale est donc T, L, ou bien une conjonction de clauses dis-
tinctes et distinctes de T, L. On identifie ainsi souvent (abusivement) une forme
clausale a un ensemble de clauses; la forme clausale est T correspond & un en-
semble vide.
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Exercice 21 (3)
Donner un exemple de formule ayant deux formes clausales distinctes.

L’exercice suivant montre que les formes clausales peuvent inévitablement
conduire a une croissance exponentielle de la formule.

Exercice 22 (6)
Si ¢ € Fo(P), on note 7(¢) la taille minimale d’une forme clausale de ¢.

1. Donner un exemple d’une famille de formules ¢,, telles que lim,,_ 4 o |¢p| =

400 et limp— 400 &% > 0.

[$]+5
2. Montrer que, pour toute formule ¢, 7(¢) < |¢| x 2 2
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—AvC Av(C
Résolution binaire
cvc’
LvLvC
Factorisation binaire -
LvC

FIGURE 2.4 — Regle de résolution

2.4 Résolution

Dans cette partie, on ne considere que des formes clausales.

Décider de la satisfaisabilité d’une formule en forme clausale n’est pas (al-
gorithmiquement) facile. C’est un probleme NP-complet (voir calculabilité).

Les regles d’inférence de la figure 2.4 ont en prémisse une ou deux clauses
et en conclusion une clause. Dans ces regles, C est ou bien une disjonction de
littéraux, ou bien la clause vide L (on suppose que CV L= C) et L est un
littéral.

On note F g C lorsque la clause C' peut étre obtenue a partir de E. par
une application d’un nombre quelconque de regles de la figure 2.4. De maniere
équivalente, F F C' ¢’il existe un arbre dont les noeuds sont étiquetés par des
clauses, la racine est étiquetée par C, les étiquettes des feuilles sont dans F et,
chaque noeud qui n’est pas une feuille

— ou bien a un seul fils et, dans ce cas, son étiquette est obtenue par facto-

risation a partir de I’étiquette de son fils

— ou bien a deux fils et, dans ce cas, son étiquette est obtenue par résolution

binaire a partir des étiquettes de ses deux fils.
La taille d’une preuve est le nombre de noeuds de ’arbre correspondant.

Exemple 2.4.1 Si E={PV-QV R,PV —R} alors Etgr PV —Q et voici un
arbre de preuve :
PVvV-QVR PV-R

PVPV-Q
PV-Q

Exercice 23 (2)
Montrer comment les régles de la figure 2.4 permettent de dériver la clause vide
L de I’ensemble de clauses

E:{P\/—'Q,_\P\/_'Q,P\/Q,_'P\/Q}

Exercice 24 (2)
Montrer qu'une méme clause peut avoir plusieurs arbres de preuve distincts (&
permutation pres des fils).
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Proposition 2.4.1 Les régles de la figure 2.4 sont correctes. (FrCE).

Preuve:

Il suffit de montrer que, pour chacune des deux regles, lorsqu’une interprétation
satisfait les prémisses, elle satisfait aussi la conclusion, puis de faire une récurrence
sur la longueur de la preuve (taille de ’arbre de preuve). Les détails sont laissés
en exercice. O

Pour démontrer le théoreme qui suit, on utilisera les arbres sémantiques
que nous définissons maintenant formellement (apres les avoir utilisés dans la
preuve du théoreme 2.2.1).

On suppose, ainsi que dans toute la suite, que I’ensemble des variables pro-
positionnelles est dénombrable : P = {F;,i € N}. Une interprétation partielle
est une application de {Py,...,P,} dans {0,1}. {P1,...,P,} est alors le do-
maine de l'interprétation partielle. Les interprétations partielles sont ordonnées
par prolongement : I < J si Dom(I) C Dom(J) et Vo € Dom(I),I(x) = J(x).
Si Dom(I) # P, il existe exactement deux interprétations partielles Iy et Iy
telles que Ig, Iy > T et VJ,J > 1 = J > IpouJ > I;. Iy et I sont les suc-
cesseurs de I. Si Dom(I) = {Py,...,P,}, Iy est I'interprétation qui prolonge I
par Io(P,+1) = 0. C’est le fils droit de I. I prolonge I par I;(P,41) = 1. C’est
le fils gauche de 1.

Une interprétation partielle I falsifie une clause C' si toutes les variables
propositionnelles de C' sont dans le domaine de I et I |~ C.

Si E est un ensemble de clauses, I'arbre sémantique A(E) est défini comme
suit. On confond les chemins finis de ’arbre, les noeuds de I'arbre et les in-
terprétations partielles qui correspondent. On précise ci-dessous la correspon-
dance.

— La racine correspond au chemin vide, c’est a dire a l'interprétation de

domaine vide.

— Si N est un noeud de ’arbre correspondant a I'interprétation I de domaine

{P1,..., P},

— Ou bien il existe une clause C' € E telle que [ falsifie C' et N est un
noeud d’échec. C’est alors une feuille de ’arbre et on I’étiquette par une
clause de FE falsifiée par

— Ou bien on n’est pas dans le premier cas et I est une interprétation
totale sur Var(t). Dans ce cas N est une feuille de 'arbre. C’est un
noeud de succes.

— Dans les autres cas, N a deux fils qui correspondent aux deux succes-
seurs de I.

Exemple 2.4.2 Soit E = {P;,~P,V Py, P3V =P }. L’arbre sémantique de F
est représenté dans la figure 2.5. L’arbre comporte un noeud de succes (et un
seul) qui correspond & la seule interprétation qui satisfait E.

Lemme 2.4.1 Si E est un ensemble de clauses, alors E est satisfaisable si et
seulement si ou bien A(E) contient un noeud de succés, ou bien A(E) contient
un chemin infini.
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FIGURE 2.5 — Arbre sémantique de I’ensemble E de 'exemple 2.4.2

Preuve:
Si E est satisfaisable, alors 'interprétation I qui satisfait £ définit ou bien un
chemin conduisant & un noeud de succes (cas ou P est fini) ou bien un chemin
infini de A(F) (cas ou P est infini).

Réciproquement, si A(E) contien un noeud de succes, alors I'interprétation
I qui lui correspond est totale et ne falsifie aucune clause de E et donc I = E.
Si A(E) contient un chemin infini, il existe une suite infinie d’interprétations
partielles I,, (les noeuds de ce chemin) telles que Dom(I,) = {P1,..., P},
I, < I,4+1 et, pour tout n, I, ne falsifie aucune clause de E. On définit alors
I par I(P;) = I;(P;) pour tout i. Pour toute clause C' € E, si n¢ est U'indice
maximal d’une variable propositionnelle de C, I,,, = C par construction, et,
puisque I, prolonge Ij, pour k < n¢, I et I¢ coincident sur le domaine de Ip,,.
I en résulte que I = C. O

Exercice 25 (2)
Construire arbre sémantique associé & E = {—Py, P,V P,V P3, P,V - P3, =P} V
P,V —P3, Py V P3} E est-il satisfaisable ? Pourquoi ?

Théoréme 2.4.1 (Complétude réfutationnelle) Un ensemble de clauses E
est insatisfaisable si et seulement si EFgrl.

Preuve:
Si E gL, alors E est insatisfaisable par le résultat de correction.

Supposons maintenant que E est insatisfaisable et montrons que F Fr_L.

Soit E* l’ensemble des clauses C' telles que F Fr C. Comme E C E*
est insatisfaisable, il en est de méme pour E*. Donc, d’apres le lemme 2.4.1,
A(E*) ne contient ni noeud de succes, ni chemin infini. Raisonnons alors par
I’absurde et supposons que A(E*) n’est pas réduit a la racine. Soit alors N un
noeud maximal ayant deux fils. Ces deux fils sont des feuilles, par maximalité,
donc des noeuds d’échec. Soit I I'interprétation correspondant a N et Iy, I ses
deux successeurs, obtenus en interprétant la variable P ¢ Dom(I). Il existe des



