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Bagging et Boosting
Considérons un ensemble de données D = {x1, . . . ,xN}, avec pour tout i ∈

{1, . . . , N}, xi = (xi,j)1≤j≤D ∈ RD un vecteur de valeurs, et un ensemble de valeurs
cibles t = (t1, . . . , tN ) ∈ RN . Rappelons que le problème de régression est le sui-
vant : étant donné un nouveau vecteur d’entrée x, inférer quelle est la valeur cible t
correspondante la plus probable.

Exercice 1 (Décomposition Biais-Variance). On considère dans cet exercice un al-
gorithme d’apprentissage qui renvoie une fonction y(x) choisissant une valeur cible
t pour chaque entrée x. Par ailleurs, on suppose qu’il existe une distribution de pro-
babilité de densité p(x, t) sur l’ensemble RD+1 des paires composées des vecteurs
d’entrée et de la cible correspondante.

1. Exprimer l’erreur quadratique moyenne (sur l’espace RD+1) en terme d’inté-
grales.

2. Montrer que cette erreur est la somme de deux termes, l’un fonction de y, l’autre
non. En déduire l’expression de y(x) minimisant l’erreur moyenne quadratique.
Dans la suite, on notera h(x) cette fonction idéale.

3. En réalité, on ne connaît pas la densité p. Supposons cependant qu’on possède
un nombre important d’ensembles de données D de taille N , tirés aléatoirement
en suivant la densité p(x, t). Pour chaque ensemble D, l’algorithme d’appren-
tissage renvoie donc une fonction de prédiction y(x;D) (dépendante de D).
On s’intéresse cette fois-ci à l’erreur quadratique (moyennée sur les ensembles
D), définie comme l’espérance (prise sur les ensembles D) de la fonction qua-
dratique

(
y(x;D) − h(x)

)2. Exprimer cette erreur comme la somme de deux
termes : reconnaître un terme de biais élevé au carré, et un terme de variance.

4. En déduire l’erreur quadratique moyenne (sur l’espace RD+1 et sur les en-
sembles de données D) entre la fonction y(x;D) et la fonction idéale.

Exercice 2 (Bagging). Afin d’améliorer un algorithme d’apprentissage, comme consi-
déré dans l’exercice précédent, on va donc l’appliquer plusieurs fois sur différents
ensembles de données tirés aléatoirement et indépendamment, puis les moyenner.

1. Étudier et commenter l’exemple fourni dans la figure jointe. Lorsqu’on moyenne
ainsi les fonctions, quel terme de l’erreur quadratique moyenne tend à s’annu-
ler ?

2. En pratique, on a un unique ensemble de données D. Il est donc impossible
d’appliquer une telle idée a priori. Une approche possible est d’introduire de
la variabilité dans l’ensemble D considéré par des méthodes de bootstrap : on
génère à partir de D, M ensembles de taille N , en tirant uniformément avec
remise des points de l’ensemble D. Ainsi, certains points sont dupliqués dans
les ensembles et d’autres n’apparaissent pas. Quelle est l’erreur quadratique
commise en moyennant les fonctions ym(x) (m ∈ {1, . . . ,M}) obtenues en
appliquant indépendamment l’algorithme d’apprentissage sur chaque ensemble
de bootstrap. Notons EBagg cette erreur (rappelons que bagging vient de la
contraction de bootstrap et d’aggregating).

3. Afin d’évaluer cette erreur, la comparer à l’erreur moyenne EMoy définie par

EMoy =
1

M

M∑
m=1

1

N

N∑
i=1

(
ym(xi)− ti

)2
.
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4. Sous quelles conditions sur les séries statistiques (ym(xi) − ti)1≤i≤N , a-t-on
EBagg = 1

MEMoy ? Ces conditions sont-elles réalistes ?
5. Considérer un algorithme de bagging dans lequel on pondère de manière non

uniforme les poids de chaque ensemble de bootstrap. On considère ainsi que
la prédiction prend la forme y(x) =

∑M
m=1 αmym(x). Donner une condition

nécessaire et suffisante sur (αm)1≤m≤M pour que

∀x min
m

ym(x) ≤ y(x) ≤ max
m

ym(x) .

Exercice 3 (Boosting). Afin d’améliorer les performances de l’algorithme de bagging,
on introduit des méthodes de boosting. Plutôt que de considérer les M ensembles de
bootstrap de manière parallèle, on les considère de manière séquentielle. On rappelle
ci-dessous le fonctionnement de l’algorithme AdaBoost. On se place dans le cas d’un
problème de classification à deux classes, où tn ∈ {−1, 1}. On suppose qu’on possède
un algorithme d’apprentissage A qui fournit une fonction y(x) à valeur dans {−1, 1}
(régression logistique, arbres de décision...).

1. Initialiser les coefficients {wn} avec w(1)
n = 1/N pour tout n ∈ {1, . . . , N}.

2. Pour m = 1, . . . ,M :

(a) Apprendre une fonction ym(x) minimisant l’erreur Jm =
N∑

n=1

w(m)
n χ(ym(xn) 6= tn) .

(b) Évaluer les quantités

εm =

N∑
n=1

w(m)
n χ(ym(xn) 6= tn)∑N

n=1w
(m)
n

et les utiliser pour évaluer αm = ln
(
1−εm
εm

)
.

(c) Mettre à jour les coefficients {wn} : w(m+1)
n = w

(m)
n exp(αmχ(ym(xn) 6=

tn)) .

3. Faire des prédictions en utilisant le modèle final donné par

YM (x) = sign

(
M∑

m=1

αmym(x)

)
.

1. On considère la fonction d’erreur exponentielle E =
∑N

n=1 exp(−tnfm(xn))
avec fm(x) un classificateur défini comme une combinaison linéaire des y`(x)
par

fm(x) =
1

2

m∑
`=1

α`y`(x) .

Montrer que minimiserE en fonction de ym(x), à y1(x), . . . , ym−1(x) et α1, . . . , αm−1

fixés, équivaut à minimiser Jm.
2. Montrer que minimiser E en fonction de αm, à y1(x), . . . , ym(x) et α1, . . . , αm−1

fixés, fournit les valeurs αm de l’algorithme AdaBoost.
3. Prouver la correction de l’étape (c) de l’algorithme AdaBoost.
4. Interpréter finalement la formule donnée pour faire des prédictions.
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