Logique de Godel-Lob

David Baelde

Résumé
Ceci est la v2, apportant un correctif important sur (AGL-2).
Le devoir est a rendre le 14 avril 2016.
Les questions particuliérement astucieuses sont marquées (?);
les plus techniques sont marquées (!).

Nous considérons le langage de la logique (propositionnelle) modale. Etant
donné un ensemble P de constantes propositionnelles, ou atomes, on définit I’en-
semble des formules ¢ comme suit :

pu=P|L]p=9¢|0p ou PeP.

On écrira —¢ pour ¢ = L. SiT' = {¢y,...,d,} est un ensemble fini de
formules, on utilisera les notations suivantes :

v =6

I'=9¢ dﬁf Pr=...=> O, = ¢

Ce langage est évalué sur des structures de Kripke différentes de celles vues
en cours pour la logique intuitionniste. On considérera ici qu’'une structure
de Kripke est donnée par (W, <, «) ol :

— W est un ensemble de mondes ;

— < C W? est une relation sur les mondes;

— «a: W — 27 est une fonction des mondes dans les ensembles d’atomes.
On notera que « est quelconque, pas forcément monotone.

Etant donné une structure £ = (W, <, ) et un monde w € W, on définit
par induction sur ¢ la relation de satisfaction K, w |= ¢ :

K,wlp L
K,wkEP ssi Pea(w)
K,wlkEo¢=1 ssi K,wk ¢ implique K, w | v
K,wEO¢ ssi K,w' E ¢ pourtout w < w’

Un structure £ = (W, <, «) et un monde w € WV constituent un contre-
modéle du séquent I' = A quand K, w |= ¢ pour tout ¢ € T" et K, w [~ ¢ pour
tout ¢ € A.



Un séquent est valide quand il n’a pas de contre-modele. Il est valide pour une
certaine classe de structures quand il n’a pas de contre-modele dans cette classe.
On considérera en particulier la classe des structures transitives (dans lesquelles
w < w' < w” entraine w < w”) et celle des structures bien fondées (o il n’y
a pas de chaine infinie w; < ws...w, < wp41 < ..., ce qui correspond en fait
plutot a la bonne fondaison de la relation renversée).

Lalogique de Godel-Lob (GL) peut se définir de fagon axiomatique a la Hilbert,
en calcul des séquents, ou simplement comme I’ensemble des énoncés valides
pour la classe des structures transitives et bien fondées. Nous allons voir ces trois
présentations et montrer leur équivalence.

Il y a d’autres interprétations possibles de cette logique. La plus importante en
logique mathématique, qui vaut a GL le nom de logique de la prouvabilité, inter-
prete ¢ comme la prouvabilité de ('interprétation de) ¢. Par exemple, LJLI1P =
OP s’interpréte comme “pour toute formule ¢ de I’arithmétique, sil’on peut prou-
ver qu’on peut prouver ¢, alors on peut prouver ¢”. On trouve aussi des utilisa-
tions de GL en bases de données XML mais aussi, de facon plus éloignée de nos
intéréts, en éthique.

Question 1

Donner des contre-modéles a moins de trois mondes pour les formules suivantes :
—Up=0¢
— (09 = 0y) = O(¢ = )

1 Calcul des séquents

LyFA THOA T ¢k b, A
o= vFA L Trée=w, A

TIFA L ToreA™

A r'-A
Lok A o, A

OO0, T, 06 - ¢
Or - o

wy, WR

F1GURE 1 - Calcul des séquents pour GL



On définit en Figure 1 le calcul des séquents LGL, qui nous servira de premiere
définition de GL. Dans la régle [J, la notation (T signifie { (¢ | ¢ € T' }. Dans
ce calcul, les membres I' et A des séquents sont des ensembles, et non des multi-
ensembles. La notation (I, ¢) se lit en général ['U {¢}, mais il est important de la
lire comme une union disjointe dans la conclusion des regles de la Figure 1 : ainsi,
I'application d’une régle (lue du bas vers la haut) supprime la formule principale
du séquent.

Question 2
Dériver les formules suivantes dans LGL ! :

1. Op = 006
2. O(0¢ = ¢) = 0o
3. JOL=¢)= (O@¢=1)=01)

Question 3
Donner, pour chacune des trois formules précédentes, un contre-modéle soit non
transitif soit non bien fondé, et dans tous les cas avec moins de trois mondes.

Question 4
Montrer que, si I' - ¢ = 1, A est prouvable, alors I', ¢ - 1), A aussi.

Question 5
Montrer que, si ', ¢ = 1) = A est prouvable, alors I'; 1) = A et ' - ¢, A aussi.

2 Présentation axiomatique

On considére maintenant la définition axiomatique de GL. On définit I'en-
semble de formules AGL comme le plus petit ensemble S tel que :
(AGL-1) si¢ € SalorsUop € S';

(AGL-2) O(¢ = ¢) = (¢ = Oy) € S, pour tous ¢ et ¢ ; Merci
(AGL-3) O(0¢ = ¢) = ¢ est dans S, pour tout ¢ ; AL!
(AGL-4) toute formule purement propositionnelle valide * est dans S';

(AGL-5) si¢p =) € Set¢p € Salorsy € S, pour tous ¢ et ¢ ;

(AGL-6) S estclose par remplacement d’atomes par des formules quelconques.

1. La modalité O lie plus fortement que = : (¢ = 1 se lit (H¢) = 2.
2. On parle ici d’une formule ou la modalité [J n’apparait pas, et la notion de validité est celle
du calcul propositionnel classique.



Question 6
Montrer que OJ(0¢ = ¢) = ¢ est valide dans la classe des structures transi-
tives bien fondées.

Question 7 (?)
Montrer que si ¢ est valide dans la classe des structures transitives bien fondées,
alors ¢[P := 1] aussi.

Question 8
Montrer que toute formule de AGL est valide dans la classe des structures tran-
sitives bien fondées.

On souhaite maintenant établir que tout ce qui est dérivable en LGL est déri-
vable en AGL. La réciproque découlera de la complétude de LGL, qui entrainera
aussi la complétude de AGL.

Question 9 (?)
Montrer que ¢ = [U¢ est dans AGL.

Question 10 (!)
On associe a un séquent I' = A la formule I' = -A = 1. Montrer que tout
séquent prouvable de LGL correspond a une formule de AGL.

3 Correction et complétude du calcul des séquents

Question 11
Montrer que le calcul des séquents est correct par rapport a la classe considérée :
tout séquent dérivable en LGL est valide dans la classe.

Pour la complétude, on procéde par la contraposée : pour tout séquent non
prouvable, nous cherchons a exhiber un contre-modele. On fixe un ensemble fini
de formules F, clos par sous-formule et contenant au moins les formules du sé-
quent non prouvable considéré.

Question 12

On dit qu’un séquent I' = A est saturé quand, pour toutes formules ¢ et 1) on a :
— (¢p = ¢)) €T entraine p € Aoutp € T';
— (¢ = ) € Aentraine ¢ € I'et ¢ € A.



Montrer que pour tout séquent non prouvable (I' - A) il existe un séquent saturé
non prouvable (I" F A’y avec ' C TV et A C A

On considere la structure de Kripke ¢/ donnée par
W = { wrra | (' A) est saturé, non prouvable et telque ' UA C F }

avec a(wrra) = I'NP et wra < wrra- si et seulement si :
— ilexiste ¢ € (A\T)NT";
— pourtout [y € 'onay e [Mety € I,

Question 13
Montrer que U est transitive.

Question 14
Montrer que U/ est bien fondée.

Question 15
Montrer par induction sur ¢ que wrya = ¢ si¢ € I et wrpa E @ sigp € Al

Question 16
Conclure que le calcul des séquents est complet : on peut y dériver tout séquent
valide sur la classe des structures transitives bien fondées.

Question 17 (?)

Montrer que GL est correcte et compléte pour les arbres finis, c’est a dire pour la
classe des structures de Kripke dont le graphe sous-jacent est un arbre fini, c’est
a dire une structure transitive bien fondée satisfaisant de plus :

1. il existe une racine wy tel que wy < w pour tout w € W;

2. il n’y a pas de branchement a gauche (transitivité exceptée) : si w; < w et
wy < w alors wy < we ou wy < wy.

Question 18 (?)

Proposer une modification de la régle [l de LGL afin d’obtenir un calcul correct et
complet pour les structures transitives pas forcément bien fondées. On n’attend
ici qu'une ébauche d’argument. Et si on enléve méme la transitivité ?



