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Exercice 1 — Ackermann
On considere le systeme HA5, auquel on ajoute la quantification existentielle

au premier ordre ainsi que la conjonction :

I'Fu: Pli:=1] Ftu:3.P Tyx:Prov:C

Tk (t,u):Ji.P T'E (let (i,z) =uinwv):C
'Fu:P TFov:Q I'tu:PANQ Tyz:Py:QFuv:C
' (u,v): PAQ I'E (let (z,y) =uinv): C

1. Prouver la totalité de la fonction d’Ackermann, ViVj3k.ack(i,j, k), ou
ack(t,t',t") est défini comme :

VA. (Y. A0,4,5(5))) =
(Vivk. A(i,s(0),k) = A =
(ViVjVEVE . A(s(i), . k) = A(i, k. k') = A(s(i),s(), k') =
At t',t"))

a. Donner vg clos de type Vj3k. ack(0, 7, k).
b. On pose H; def Vj3k. ack(i, j, k).

Donner ug tel que h; : H; b ug : 3k. ack(s(7), 0, k).
c. Donner ug tel que

h; » Hy b us : Vj. (3k. ack(s(7), 4, k)) = (Tk. ack(s(i),s(j), k)).

d. Donner vs clos de type Vi. (Vj3k. ack(s, j, k)) = (¥j3k. ack(s(i), j, k)).
e. Donner un terme de preuve pour ViVj3k. ack(s, j, k).

2. Soit nat le type des entiers naturels sans structure du premier ordre,
c’est & dire VN. N = (N = N) = N. On considére un effacement de la
structure de premier ordre comme dans le cours, avec :

EVi. P) := N = E(P)
E(3i. P) := NAE(P)

a. Quand T' - u : P, on souhaite avoir E(I'),T', F E(u) : E(P) pour
Ty = { z; : nat | i libre dans u }, avec de plus u — v ssi E(u) — E(v).
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i. Définir E(\i. u) pour que ce résultat puisse étre vrai.
ii. Définir E(Ruvi).
iii. Définir E({t,u)) et E(Ruvt).

b. Appliquer cet effacement au terme prouvant la totalité de ack. On
se concentrera sur I’entier calculé et non la preuve qu’il est correct :
on pourra ignorer les sous-termes correspondant aux ellipses dans
E(3z. ...)=natA...

Exercice 2 — Ao simule A
Nous allons démontrer le résultat de simulation pour Ao : si u — v alors
u*(0) =T v*(¢) pour tout £. On pose 1 = id, 1" = 1 0 1™. On pose aussi
1S =1-(So1), et S est défini naturellement.

1. Montrer 1o f1(S) —, So 1.

2. Montrer (g +9)[f19(S)] =5 i[S 0 1% pour ¢ > 0 et 7 > 1.
3. Montrer i[f9(S) o 1] =, @ pour i < q.
4

. Pour des variables z; et y; suffisamment fraiches, montrer
vz n OMMIMP) = v (kg g ey L),
5. Pour des variables y; assez fraiches, montrer
Wy s gy s OO - id)] = (ulz = o) (s ).
6. Conclure.

Exercice 3 — Ao ne préserve pas la forte normalisation
On pose les définitions suivantes :

rec(S) := 1o (1[5]-id)
S = (AD1-id
Sp+1 = rec(Sy)
Dg(S) = 1[1]5]-5]-S
Cs(8) = 1o(19]-9)

1. Montrer S; 0 S =1 Dg(S o rec(S)). Pour cela, ne pas choisir les regles
qui simplifient mais distribuer la pile au maximum, en retardant /3.

2. Montrer rec(S") o S =1 Cg(S" 0 9).
3. Montrer Sy, 0 S,p1 =+ Cg ! (Ds, ., (Snt1 0 Sni2)).
4. On considere le terme suivant :
u = A" (Az.(Ay.y)(Az.2)2)) (Ay.y)2")

Montrer que u*(e) —1 A(1[S7 0 S1]).

5. Conclure.
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