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Nous allons considérer plusieurs extensions duλ-calcul simplement typé, en étendant les termes

et/ou les types et/ou la réduction → considérée sur les termes. On dira, dans tous les cas, qu’un

terme est neutre s’il n’est pas de la forme λx.u. En�n, comme dans le cours, un ensemble S est un

candidat de réductibilité (S ∈ CR) quand :

(CR1) S ⊆ SN ;

(CR2) si u ∈ S et u→ v alors v ∈ S ;

(CR3) si u est neutre et v ∈ S pour tout u→ v, alors u ∈ S.

Si un terme n’est pas neutre, on dira que c’est une valeur (attention, une valeur n’est pas forcé-

ment une forme normale pour→). On notera V l’ensemble des valeurs. Étant donné un ensemble

de termes S, on dé�nit de plus

V(S) = { v ∈ V : u→∗ v pour un u ∈ S }

et, pour un terme u, on écrira V(u) pour V({u}).

1 Réécriture simple
Dans cette section, on étend le λ-calcul simplement typé avec des constructeurs équipés de

réductions simples, et on adapte aisément deux résultats clés : la réduction du sujet et la normali-

sation forte des termes bien typés. Étant donné un ensemble de symboles du premier ordre Σ, on

dé�nit les termes du λ-calcul étendu avec Σ (noté ΛΣ) ainsi :

u, v ::= x | u v | λx.u | f(u1, . . . , un) f ∈ Σ d’arité n

On se donne de plus un ensemble de règles de réécriture de la forme f(x1, . . . , xn) R u où les xi
sont des variables distinctes et u est un terme de ΛΣ. On dé�nit→βR comme la plus petite relation

de réécriture contenant β et R.

Côté typage, on ajoute la règle suivante aux trois règles du λ-calcul simplement typé :

{ Γ ` ui : Ti }1≤i≤n { Γ, x1 : T1, . . . , xn : Tn ` r : T }f(x1,...,xn)Rr

Γ ` f(u1, . . . , un) : T
FunR
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Étant donné un symbole f d’arité n et pour lequel on a k réductions possibles dans R, la règle

ci-dessus a n+ k prémisses.

Question 1
On prend Σ = {d} avec d d’arité 2, équipé des réductions d(x, y) R (x y) et d(x, y) R y. On pose

I = λx.x. Parmi les termes suivants, lesquels sont typables ? Justi�er.

(a) d(I, I)

(b) λx.d(x, x)

Correction 1
Le premier est typable, le second non ; je ne justi�e pas.

Question 2
Montrer la réduction du sujet : si Γ ` u : T et u →βR v alors Γ ` v : T . On se concentrera sur la

nouveauté dans l’argument par rapport au cas vu en cours.

Correction 2
Non corrigé.

Nous allons voir que les termes bien typés sont de plus fortement normalisants, en adaptant

l’argument de réductibilité vu en cours. Les types étant les types simples du λ-calcul, on peut les

interpréter comme dans le cours. On obtient, pour tout T , REDT ∈ CR.

Question 3
Montrer le lemme d’adéquation : si x1 : T1, . . . , xn : Tn ` u : T et σ(xi) ∈ REDTi pour tout i,
alors uσ ∈ REDT . On ne détaillera que le seul nouveau cas, celui de la règle FunR.

Correction 3
Non corrigé.

2 Unions implicites
On oublie provisoirement l’extension précédente, en reprenant donc les termes usuels du λ-

calcul :

u, v ::= x | u v | λx.u
Par contre, on étend les types avec les constructions d’union et d’intersection :

T, T ′ ::= α | T ⇒ T ′ | T t T ′ | T u T ′

On considère la β-réduction usuelle sur les termes, et le système de types obtenu en ajoutant

les règles suivantes aux règles du λ-calcul simplement typé :

Γ ` u : T1 Γ ` u : T2

Γ ` u : T1 u T2
uI

Γ ` u : T1 u T2

Γ ` u : Ti
uE

Γ ` u : Ti
Γ ` u : T1 t T2

tI
Γ ` v : T1 t T2 Γ, x : T1 ` u : T Γ, x : T2 ` u : T

Γ ` u[x := v] : T
tE
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Dans la règle tE, on exige que x ne soit pas déja présent dans Γ (et donc pas libre dans v).

Nous allons d’abord voir que le système est fortement normalisant.

Question 4
Soit u neutre et v ∈ V tel que u→∗β v. Montrer que u a un redex de tête et que sa réduction u→t u

′

donne un terme u′ tel que u′ →∗β v. (Indication : pensez à la réduction standard⇒s.)

Correction 4
On a vu en cours que u→∗β v entraîne u⇒s v. Comme v est une valeur, il s’écrit en forme de tête

λx1 . . . xn. v1 . . . vm avec n > 0. Par dé�nition de⇒s, on a donc u→∗t λx1 . . . xn. u1 . . . um (forme

de tête) avec ui ⇒s vi pour tout 1 ≤ i ≤ m. Puisque u est neutre, et que n > 0, on peut même dire

u→+
t λx1 . . . xn. u1 . . . um avec ui ⇒s vi pour tout i. En�n, puisque⇒s et→t sont incluses dans

→∗β , on a comme attendu u→t u
′ →∗β v.

Question 5
Soit X ∈ CR et u ∈ SN. Montrer que V(u) ⊆ V(X) entraîne u ∈ X .

Correction 5
On procède par induction sur u ∈ SN. Si u n’est pas neutre, on conclut par hypothèse et CR2 :

u ∈ V(u) ⊆ V(X) ⊆ X . Sinon, par CR3 il su�t de montrer que u →β v entraîne v ∈ X .

C’est évident : u →β v entraîne V(v) ⊆ V(u) ⊆ V(X), ce qui permet de conclure par hypothèse

d’induction.

Question 6
En s’appuyant sur les deux questions précédentes, montrer queX, Y ∈ CR entraîneX∪Y ∈ CR.

Correction 6
Seule CR3 est non triviale. Soit u neutre dont tous les réduits sont dans X ∪ Y . On en déduit que

u ∈ SN. Si V(u) = ∅ alors par la question précédente u ∈ X (et même u ∈ Y ) ce qui permet de

conclure : u ∈ X ∪ Y . Sinon, u a un redex de tête, u →t v, et V(u) ⊆ V(v). On a, par hypothèse,

v ∈ X ∪ Y . Supposons, par symétrie, que v ∈ X . Alors V(u) ⊆ V(v) ⊆ V(X) donc u ∈ X , et

u ∈ X ∪ Y .

On étend l’interprétation des types en posant REDTuT ′ = REDT ∩ REDT ′ et REDTtT ′ =
REDT ∪REDT ′ . On a vu en TD que la première construction donne bien un candidat, et la question

précédente nous l’assure pour la deuxième construction.

Question 7
Montrer le lemme d’adéquation pour notre système, en ne détaillant que les cas non traités en cours

et TD.

Correction 7
Non corrigé.

Malgré ce bon départ, nous allons voir que notre système laisse à désirer : il ne jouit pas de la

réduction du sujet.
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Question 8
On pose I = λx.x et Γ =

(
x : T, y : T ⇒ T1 t T2, z : (T1 ⇒ T1 ⇒ T ′) u (T2 ⇒ T2 ⇒ T ′)

)
.

Montrer Γ ` z (y (I x)) (y (I x)) : T ′ au moyen de la règle tE.

Correction 8
Non corrigé.

Question 9
Étant donné un ensemble de types L, on note L∗ le plus petit ensemble de types contenant L et

clos par u et t.

(a) Montrer que Γ ` z : A ssi A ∈ {T1 ⇒ T1 ⇒ T ′, T2 ⇒ T2 ⇒ T ′}∗.
(b) Montrer que Γ, w : B ` z t1 t2 : C ssi il existe un 1 ≤ i ≤ 2 tel que pour tout 1 ≤ j ≤ 2 on

a Γ, w : B ` tj : Ti.
(c) Montrer que z (y x) (y (I x)) n’est pas typable dans l’environnement Γ.

Correction 9
Cette question est annulée : les deux premiers points sont faux ; le dernier est vrai mais je n’ai pas

preuve simple.

Encore pire, nous montrons maintenant que ce système de types union n’est pas compatible

avec l’ajout de réécritures comme vues en première partie. On considère l’extension du langage

des termes avec le constructeur binaire + équipé des réduction u+ vRu et u+ vRv.

Question 10
On pose δ = λx.x x, t1 = λz.z y δ et t2 = λz.δ.

(a) Montrer que (t1 t1) ∈ SN, (t2 t2) ∈ SN mais (t1 t2) 6∈ SN.

(b) Montrer qu’il existe T1, T2, Y et U tel que y : Y ` ti : Ti (pour tout 1 ≤ i ≤ 2) et

y : Y, x : Ti ` x x : U . (On rappelle que les types intersection permettent de typer tout

terme fortement normalisant.)

(c) En déduire qu’on peut typer (t1 + t2) (t1 + t2) dans l’environnement y : Y , conclure que les

termes typables ne sont pas tous fortement normalisables.

Correction 10
Non corrigé.

Question 11
L’observation précédente implique qu’en présence de réécriture (i.e., avec la réduction→βR) l’union

de deux candidats n’est plus forcément un candidat. Le démontrer explicitement en considérant les

candidatsX1 etX2, oùXi est le plus petit candidat contenant le terme ti de la question précédente.

Correction 11
Non corrigé.
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3 Une réunion possible
Nous allons maintenant réunir les deux extensions vues précédemment, de façon à obtenir

réduction du sujet et forte normalisation. Pour cela on ajoute une construction aux termes :

u, v ::= x | u v | λx.u | f(u1, . . . , un) | let x = v in u

On considère la réduction→βR let, plus petite relation de réécriture contenant→βR et telle que

let x = v in u→βR let u[x := v] si v est une valeur.

Étant donné X, Y ∈ CR, on dé�nit X t Y comme le plus petit Z ∈ CR tel que X ∪ Y ⊆ Z .

On étend ensuite l’interprétation des types en posant REDTuT ′ = REDT ∩REDT ′ et REDTtT ′ =
REDT t REDT ′ .

Question 12
Soit X, Y ∈ CR. Montrer que u ∈ X t Y entraîne V(u) ⊆ V(X ∪ Y ).

Correction 12
On observe que X t Y = X ∪ Y ∪ Z où Z est l’ensemble des termes neutres et fortement nor-

malisants dont tous les réduits (pas forcément en un pas) non neutres sont dans X ∪ Y . On véri�e

aisément que X ∪Y ∪Z véri�e CR1, CR2 et CR3. De plus, tout candidat contenant X ∪Y contient

aussi Z (par induction sur la forte normalisation de z ∈ Z) donc X ∪ Y ∪ Z est bien le plus petit

candidat contenant X ∪ Y , c’est à dire X t Y par dé�nition.

Soit maintenant u ∈ X t Y . Si u ∈ X , alors on a V(u) ⊆ V(X) ⊆ V(X ∪ Y ) par CR2. On

conclut de même quand u ∈ Y . En�n, si u ∈ Z , alors par dé�nition de Z on a V(u) ∈ V(X ∪ Y ).

Question 13
Montrer le lemme d’adéquation pour notre système.

Correction 13
On reprend la preuve usuelle par induction sur une dérivation de typage, en distinguant les cas en

fonction de la dernière règle. Les seules règles problématiques (non nouvelles) sont celles liées à

l’union. On a déja vu que l’introduction ne pose pas de problème, car X ⊆ X t Y . Considérons

l’élimination :

Γ ` v : T1 t T2 Γ, x : T1 ` u : T Γ, x : T2 ` u : T

Γ ` let x = v in u : T

Soit σ tel que σ(y) ∈ REDA pour tout (y : A) ∈ Γ. Par hypothèse d’induction uσ[x := x] ∈ REDT

et vσ ∈ REDT1tT2 , donc uσ et vσ sont fortement normalisants. On procède alors par induction

sur uσ ∈ SN et vσ ∈ SN (l’un puis l’autre, dans un ordre indi�érent) et en utilisant (CR3) pour

montrer (let x = v in u)σ ∈ REDT . Les réduits de ce terme sont de la forme let x = v′ in uσ ou

let x = vσ in u′ (avec vσ → v′ et uσ → u′) ou bien uσ[x := vσ]. Dans les deux premiers cas on

conclut par hypothèse d’induction sur u′ ou v′. Pour le dernier cas, on a vu que vσ ∈ REDT1tT2 .

Comme c’est une valeur on conclut vσ ∈ V(Ti) pour un i, par la question précédente. A fortiori,

vσ ∈ REDTi , ce qui nous permet de conclure, de nouveau par hypothèse d’induction, que uσ[x :=
vσ] ∈ REDT .

5



Question 14
Soit v une valeur. Montrer que si Γ ` v : (T1 t T2) u T ′ alors Γ ` v : Ti pour un 1 ≤ i ≤ 2. (On

s’autorisera ici à travailler modulo associativité et commutativité sur l’intersection.)

Correction 14
Les valeurs sont les termes de la forme λx.u. On procède par induction sur la dérivation de typage,

qui ne peut commencer que par trois règles étant donné la forme du type et du terme :

— Si c’est un tI (possible uniquement si T ′ est vide) on conclut immédiatemment.

— Si c’est un uE on conclut par hypothèse d’induction sur la sous-dérivation, avec un T ′ en-

richi.

— Si c’est un uI on a forcément T ′ = T ′1 u T ′2 et on conclut par hypothèse d’induction, indif-

féremment, sur l’une des deux sous-dérivations, de type (T1 t T2) u T ′i .

Question 15
Montrer la réduction du sujet.

Correction 15
Le seul nouveau cas est la réduction du let. On considère donc let x = v in u→let u[x := v] avec :

Γ ` v : T1 t T2 Γ, x : T1 ` u : T Γ, x : T2 ` u : T

Γ ` let x = v in u : T

Par la question précédente, on a Γ ` v : Ti. Cela permet de conclure, par substitution, que Γ `
u[x := v] : T .
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