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Exercice 1 (Examen 2011-2012)

On dit que deux structures sont élémentairement équivalentes si elles satis-
font les mémes formules du premier ordre. On pose P = {>} et F = (), et on
considere les F, P-structures Z, Q, R ot > est interprété de fagcon canonique.

1. Montrer que Z et Q ne sont pas élémentairement équivalents.

2. On va montrer que Q et R sont élémentairement équivalents. Si o est
une substitution a valeurs dans S (S € {Q,R}) on note >, la relation
d’ordre définie par x >, y ssi xo >s yo.

(a) Montrer que, pour toute formule ¢ et toutes valuations 6 et o, de
méme domaine et a valeurs respectives dans R et QQ, et telles que
>, et >¢ coincident, on a R, 0 F ¢ ssi Q, 0 F ¢.

(b) Conclure.

Exercice 2 (Skolémisation)

Donner une suite de formules ¢,, telle que, selon la stratégie de mise en forme
prénexe, la somme des arités des symboles de fonction apres Skolémisation
puisse étre soit linéaire ou exponentielle.

Exercice 3 (Herbrand)

1. Combien y a-t-il de structures de Herbrand pour
(1) F ={a(0),0(0)}, P = {p(1)},
(2) F=A{0(0),s(1)}, P ={=(2)} et
(3) F ={0(0),s(1)}, P ={p(0)} 7

2. Soit F = {0(0),s(1)} et P = {p(1)}. Donner un modele de Herbrand
pour Vz. p(z) <> —p(s(x)).

3. Soit F = {0(0),s(1)} et P = {=(2)}. Skolémiser VzIy. = = s(y).
Donner un modele de Herbrand de la formule résultante.
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Exercice 4
Donner F,P et une formule satisfiable ¢ qui n’admette pas de modele fini et
pas de modele de Herbrand.

Exercice 5

On suppose F = {0(0),s(1)} et P = {=(2)}. Donner deux structures de
domaines dénombrables, élementairement équivalentes, non isomorphes et
dans lesquelles = est interprété comme 1’égalité.

Exercice 6 (Théoreme de Lowenheim-Skolem ascendant)

1. Montrer que si £ admet un modele M de domaine A non vide elle
admet aussi un modele dont le domaine a un élément de plus, i.e.,
AW {1}. Montrer que cela n’est plus vrai quand on se restreint a des
modeles ou le prédicat d’égalité est interprété comme 1'égalité sur le
domaine.

2. En déduire le théoreme de Lowenheim-Skolem ascendant pour F et P
dénombrables : si un théorie £ admet un modele de cardinalité a > N,
alors pour tout § > « la théorie £ admet un modele de cardinalité (au
moins) f.

3. Montrer qu’on a encore ce théoreme pour des modeles dans lesquels
le prédicat d’égalité est interprété comme 1'égalité sur le domaine du
modele. Pour cela on considerera ’extension de F et F par un grand
nombre de nouvelles constantes et des axiomes spécifiant qu’elles soient
distinctes.
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