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Exercice 1 — Disjonction dans \C
On commence par se donner le A calcul équipé de C ainsi que des constructions
intuitionnistes déja vues pour la disjonction.

I'u:A I'~u:B
I'tunu:AVB I'twu:AVB

'ru:AvB THf:A=C Tkrg:B=C
l'kcaseu fg:C

1. Donner une preuve de AV —A dans ce systéme. Noter qu'un case sur cette
preuve ne se réduit pas.

2. On se propose maintenant de retrouver la disjonction. On se donne C mais
pas les constructeurs de types et de termes correspondant a la disjonction.
Ala place, on les redéfinit comme du sucre syntaxique, essentiellement via
les dualités de de Morgan : on pose

AV B def 4 = =B = 1 avec comme d’habitude —A def 4 = 1

Proposer un encodage des constructeurs ¢; et 1o et du destructeur case
dans AC tels qu’on retrouve les reégles de typage ci-dessus, et qu’on ait bien
la réduction case (1;u) (Az.v1) (Az. va) =* v;[u/x].

3. Essayer de décrire le calcul effectué par votre encodage de case.

Exercice 2 — Non-non traduction
On appelle non-non traduction d’une formule F' la formule F~™ définie comme
suit, o A dénote un type atomique et F', G des types arbitraires :

Fr®p 4 1Y Fe6)r YR s6

1. Montrer par un argument sémantique que F' et F'~~ sont équivalentes en
logique classique.

2. Construire des preuves intuitionnistes des propriétés suivantes :
~ A partir de u : F', construire v~ : == F.
~ A partir de u : F = G et v : =G, construire u e v : —F.
— A partir de u : ~——F construire u° : —F.
— A partir de u : == (F = @) et v : =—F construire u v : =—G.
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3. On sait par complétude sémantique qu’on a des preuves de F' = F™7 et
F77 = F dans A\C, on veut maintenant les expliciter.
Construire simultanément, par induction sur F', des termes up : F = F™~
et vp : F77 = F. (Penser & utiliser la question précédente, par exemple
sionax: F° alors vpr™ : F, et si z : ==(G™7) alors ug(z°) : G.)

Exercice 3 — Preuves classiques en logique intuitionniste
On va voir que la non-non traduction permet de relier en un certain sens les
logiques classique et intuitionniste.

On rappelle que AV est la logique intuitionniste avec négation, contenant la
regle suivante en plus des regles de la logique minimale :

I'Fu: L
I'-Vu:F

1. En utilisant ’exercice précédent, construire une preuve classique de F' a
partir d’une preuve de F~ dans AV.

2. Etant donné un AC-terme u tel quexy : Fy,...,xz, : F,, Fu: F, construire
un AV-terme u* tel que z1 : F?,..., 2, @ F F u* : F77. On procedera
par induction sur u.
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