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Informellement, deux types T et T” sont isomorphes s’il existe f : T = T" et g: T' = T tel que fog et
g o f sont respectivement 1'identité sur T et T’. La notion d’isomorphisme de types est d’abord venue
de considérations sémantiques — on se demande quand est-ce que les interprétations de deux types
sont isomorphes au sens mathématique usuel — mais a aussi trouvé des applications trés concrétes
dans le contexte des langages de programmation.

Considérons I'implémentation d’une structure de données représentant des ensembles. Elle compor-
terait par exemple un objet empty : « set, une fonction map : a set = (o = ) = [ set,
etc. L’utilisateur & la recherche de 'opération permettant d’appliquer une fonction & tous les élé-
ments d’un ensemble pourrait effectuer une recherche, indiquant qu’il cherche une fonction de type
(o = B) = a set = J set. Il serait alors légitime de lui proposer en réponse la fonction map méme si
Pordre de ses deux arguments est inversé par rapport & la requéte. On pourrait méme imaginer que le
systéme génére automatiquement le code effectuant la conversion entre ’opération désirée et celle four-
nie par la bibliothéque. Par contre, si I'utilisateur recherche une fonction de type a set = a = «a set,
i.e., le type de ’ajout d’un élément, il serait malvenu de lui proposer la fonction constante égale a
empty, bien qu’une conversion existe. Dans le premier exemple, on a un isomorphisme de type, mais
pas dans le second. L’isomorphisme de type permet ici d’obtenir des fonctions de conversion, avec
Passurance que la conversion ne perd (et n’ajoute) pas d’information au passage. Une autre utilisation
similaire est ’adaptation de composants logiciels : si I’on veut connecter deux composants, au lieu de
demander que leurs interfaces coincident, on pourrait se contenter de demander qu’il y ait un isomor-
phisme entre les deux, et utiliser encore une fois les fonctions réalisant I’isomorphisme pour connecter
les deux composants.

Dans ce devoir, nous allons voir que l'isomorphisme de types est décidable et méme finiment axioma-
tisable dans le cas du A-calcul simplement typé enrichi avec des paires. Si les choses se passent bien
dans ce “petit” calcul, elles peuvent se corser assez vite. Par exemple, il n’est plus possible d’obtenir
une axiomatisation finie dés qu’on ajoute des types sommes et leur unité, correspondant & la disjonc-
tion et aux faux. Cela n’a pas empéché le développement d’applications, qui s’appuient alors sur des
approximations correctes mais incomplétes de la notion d’isomorphisme.

Remarque Dans ce sujet, on ne considére que des termes bien typés, et donc fortement normalisants.
On supposera qu’un terme est toujours implicitement donné avec un type et un environnement de
typage. On pourrait expliciter ces informations en annotant les variables par leur type (un terme ainsi
annoté admet un unique type, s’il est bien typé) mais on ne lexige pas ici car cela alourdirait les
notations.

1 Isomorphismes de types dans A™

Dans cette partie on considére le A-calcul pur, simplement typé : les termes (notés M, N, etc. ou u,
v, etc.) sont construits & partir des variables par application et abstraction, et les types (notés T', T,
etc.) sont construits & partir des types atomiques (notés A, B, etc.) en utilisant la fleche =-.



Dans ce calcul, la n-expansion, notée —,, est restreinte aux cas bien typés : on a M —, (Az. M z)
uniquement quand M : T = T’, avec la condition usuelle z € FV(M). On définit aussi la ng-expansion
comme la restriction de la n-expansion au cas ou le terme & expanser n’est pas déja une abstraction, et
qu’il n’est pas le sous-terme gauche d’une application. Ceci évite que I’expansion crée immédiatemment,
un S-redex. On voit aisément que (contrairement & la 7n-expansion) la np-expansion est fortement
normalisante. Elle est aussi confluente.

On définit inductivement les formes S-normales n-longues comme s’écrivant Az ... Azp. y My ... M,
ol y est une variable (libre ou liée), les M; sont des formes S-normales 7-longues, et y M ... M, est
de type atomique. On admettra qu’un terme donné ne peut se réduire que vers une unique'! forme
B-normale n-longue, et que celle-ci peut toujours étre atteinte en prenant la forme 7p-normale de la
forme B-normale du terme. On remarquera que si un terme est en forme normale de téte, il aura la
méme variable de téte que sa forme g-normale n-longue. On peut alors définir la variable de téte d’un
terme quelconque comme la variable de téte de sa forme S-normale n-longue. On notera enfin que le
nombre d’abstractions en téte d’une forme [-normale 5-longue est égal a ’arité de son type, définie
par ar(A) =0et ar(T = T') = 1 + ar(T").

On note — g,, 'union des relations — et —,,. La 31-convertibilité, notée =g, est la plus petite relation
d’équivalence qui passe au contexte? et contienne —g,. On admettra que M =g, N ssi M et N ont
la méme forme S-normale n-longue.

On dit que les types T et T” sont isomorphes, noté T ~ T, §’il existe deux termes clos M : T = T
et N :T" = T qui soient inverses 'un de I’autre, c’est & dire qu’on a (Az’. M (N z’)) =g, (Az'. 2')
(identité sur T") et (Az. N (M xz)) =a, (Az. x) (identité sur T).

Question 1
Montrer que (A= B =C)= D = Eet D= (B= A= C)= E sont isomorphes.

Question 2

Montrer que si un terme M est inversible, alors sa variable de téte est son premier argument et aucune
de ses abstractions de téte n’est vide, c’est & dire qu'on a M =g, AxAy1 ... A\yx. v M ... M, avec pour
tout 1 <+¢ < k, y; apparaissant dans au moins un Mj;.

Question 3
On considére deux formes S-normales n-longues inverses 'une de 'autre :

M =Xxdy1 ... Ayp. ¢ My ... M, N:/\x’)\yi.../\y;n. x Ni...Ng

On notera §(M) =n—p; de méme 6(N) =m—gq. Si M : T = T, exprimer §(M) en fonction de ar(7T')
et ar(7"). En déduire une relation entre 6(M) et §(N).

Question 4
Soit M et N formes S-normales n-longues inverses ['une de l'autre, s’écrivant

M =XxAyy... \yp. ¢ My ... M, et N:)\x//\yll...)\y;.x/Nl...Nn

Montrer qu’il existe une bijection o telle que, pour tout 1 <¢ < pet 1 <j <n, M; a pour variable de
téte yo(;) et N; a pour variable de téte y;,l(j). De plus, on concluera bien stir qu’on a p = n.

Question 5

Soient M, N, 6, 6’ et 0 comme dans la question précédente, avec p = n. En utilisant le méme argument

1. Unique modulo a-conversion, comme toujours. On ne le répétera pas.
2. Cette condition signifie que M =g, N entraine C[M] =g,, C[N]. Elle est inutile ici car — g,, passe déja au contexte.



qu’en question 2, on observe aisément que les sous-termes M; et N; ne peuvent comporter aucune
abstraction vide en téte. On admettra en fait plus généralement que ces termes ne peuvent contenir
d’abstraction vide, y compris en profondeur. Montrer que (Ayy(;). M;) et (Ay;. Ny ;) sont clos, puis
qu’ils sont inverses I'un de 'autre.

Question 6
Déduire des questions précédentes une caractérisation des termes inversibles en forme S-normale. Dans
la litérature, on appelle ces termes permutations héréditaires.

Question 7

En déduire une axiomatisation finie, correcte et compléte des isomorphismes de types pour A~ . Autre-
ment dit, on cherche & faire coincider ~ avec ~_, , définie comme la plus petite relation d’équivalence
qui passe au contexte et satisfasse certaines équations, en nombre fini.

2 Extension & A=

On étend le language des termes avec les constructions (), (M, N), w1 (M) et w2 (M). Du coté des types,
on ajoute la constante 1 et le constructeur T' x T”. Les régles de typage associées sont :
'EM:T TEN:T' P-M:TxT TEM:TxT
r+{:1 -(M,N):TxT Ftm(M):T Thkmy(M):T

Dans ce calcul étendu A= la relation — 4 est enrichie des réductions m;((My, M2)) —5 M; pour
i € {1,2}, et —,, est enrichie de M —, (m1 (M), mo(M)) si M : T x T’, ainsi que M —,, () si M : 1.
On restreint ensuite la n-expansion comme avant, en interdisant la création immédiate d’un redex : la
no-expansion ne s’applique pas sur la constante () et le constructeur (_, ) ni immédiatemment sous
les destructeurs m;. On définit alors les formes S-normales n-longues comme les formes 7g-normales
des formes S-normales. On admettra que la Sn-convertibilité coincide, comme avant, avec I’égalité des
formes S-normales 7n-longues. Enfin, on pourra s’appuyer sur la caractérisation des formes S-normales
n-longues par les deux conditions suivantes :

— Une forme SB-normale 7n-longue de type non atomique est construite avec le constructeur associé a
ce type, et ses sous-termes sont des formes S-normales n-longues. Par exemple, M : T7 x T, est en
forme S-normale n-longue si M = (M7, Ms) avec My : T1 et My : T en formes S-normales n-longues.

— Une forme S-normale n-longue dont le type est atomique est une succession de projections et d’appli-
cations & des formes S-normales 7-longues, terminée par une variable. Par exemple, si z : A x (B =
(C x D)) et M : B est une forme -normale n-longue, alors m (m2(z) M) est une forme S-normale
n-longue de type C.

On définit la relation ~» sur les types comme la plus petite relation qui passe au contexte et satisfasse
les conditions suivantes :

Ax1 ~ A (1)
I1xA ~ A (2)
Ax(BxC) ~ (AxB)xC (3)
(AxB)=C ~ A= (B=20) (4)
A= (Bx(C) ~ (A=B)x(A=0C) (5)
A=1 ~ 1 (6)
1=4 ~ A (7)

Question 8
Montrer que T ~ T implique T~ T".



Question 9
Montrer que ~ termine et conflue. Pour le second point, on pourra ne pas énumérer tous les cas, mais
I'on veillera & bien expliquer ce qu’il faudrait énumérer.

Question 10
On considére ’axiomatisation ~, obtenue & partir des équations induites par ~~, et la commutativité
A X B~y B x A. Montrer que T ~_, T" implique T ~, T".

On se donne quelques notations. Pour n > 1, on écrit (My, My, ..., M,) pour (((My, Ms),...), M,).
De méme on pose Ty x Ty x ... T, pour ((Th xT3) x ...) x T;,. Enfin, on définit la notation =7} (M) pour
1 <k <n:on pose 7 (M) := ma(M) pour tout n > 2, 73(M) = m (M) et 7(M) := 7y~ (71 (M))
pour n > 2. On a ainsi 7} ((Ma, ..., M,)) = My pour tout 1 < k <mn.

Question 11
On suppose p : Ty X...xT,,I' = M : T" avec M en forme S-normale n-longue, I' = 21 : Ay,..., 2, : An,
et les Aj, T; et T" sont des types de A=, c’est & dire sans occurrence des constructeurs x et 1. Montrer
que M peut s’écrire M'[z; := 7} (p)]1<i<n OU les variables x; n’apparaissent pas dans M, et M’ est un
terme de A=~

Question 12

Soit m,n > 1, M = Ap. (My,...,M;,)0 et N = Aq. (Ny,...,N,)0" des termes en formes S-normales
n-longues, avec les M; et N; termes de A7, et 0 = [y; := 77 (p)|i<i<n €t 0" = [y, = 7 (q@)]1<i<m-
Montrer que si M et N sont inverses I'un de I'autre, alors m = n et il existe une bijection o tel
que (Ayy(;).- M;) et (A\y;. N,(;)) soient (clos et) inverses I'un de I'autre. On admettra, comme dans la
premiére partie, que M et N ne comportent aucune abstraction vide.

Question 13
Montrer que T ~ T" si et seulement si T ~ T’ dans A=*1.



