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Exercice 1 — Ordres denses
On considere F = et P={=, < }.

1. Soit ¢ une formule, (z;)1<i<n ses variables libres, o1 = (x; — a;)1<i<n
et o9 = (z; — bi)1<i<n deux affectations a valeurs dans Q telles que
a1 <...<apetb <...<b,.

Montrer que Q, 01 E ¢ ssi Q, 09 E ¢.

2. Soit Vx.¢ une formule, (x;)1<i<, ses variables libres et o = (x; — a;);
une affectation a valeurs dans Q avec a; < ... < a,. Montrer que
Q, 0 EVx.¢ ssi
—oubienn=0et (z+— 0)F ¢;

— ou bien n > 0 et les priorités suivantes sont satisfaites :

pour tout 1 <i<mn,onao,(r—a;)FE ¢;

— pour tout 1 <i < mn,onao,(x— (a+aiy1)/2) F ¢;

o, (x—a—1)F ¢;

—o,(x—ap+1)F ¢.

3. Donner un équivalent de la question précédente lorsque la formule est

existentielle.
4. Montrer que la théorie des ordres denses est dans PSPACE.
5. Montrer qu’elle est PSPACE-complete.

Exercice 2 — Ordres discrets

On considere F =0 et P ={ =, > }. On axiomatise les ordres discrets par
les axiomes de 1’égalité et :
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Refl. Vz. 2z > 2
Anti. VaVy.z>y—y>x—oax=y
Trans. VaVyVz. x>y —>y>z—x>2
Tot. VaVy.z>yVy>z
Min. dxVy.y > =x
Dl Vaxdy.y>zxzAy#axAVz.z>2x—>z2#x—>2>y
D2 Ve Vy.y>z)VIy. e >yAy#aAVz.o>z—z4c—>y>z

On note D cet ensemble d’axiomes, et D’ les deux suivants :

Zéro Vx.xz=0&Vy. y>x
Succ. VaVy.s(z) =y« (y>zANyF#aAVz.z>x—>z#x—>2>y)

On s’intéresse a la décidabilité de D.

1. Montrer que les formules suivantes sont des conséquences de D + D’ :
—Vr. x>0
—Vr.z#0— Jy. = s(y)
— V. 0 # s(x)
— VaVy. s(z) =s(y) 2z =y

2. Montrer que D + D’ est une extension conservative de D, c’est a dire
que pour tout ¢ € FO(P,F),ona DF ¢ ssi D+ D' E ¢'.

3. Montrer que la théorie des ordres discrets est compléete et récursive.
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