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Exercice 1
Parmi les énoncés suivants, prouver ceux qui sont vrais et expliquer pourquoi
les autres ne le sont pas forcément :

1. Une théorie T est cohérente ssi Tt/ L.

2. Une théorie complete et récursivement énumérable est récursive.
3. Une théorie récursive est complete.
4

. Soit un ensemble de structures tel que pour tout i,7,¢, S; F ¢ ssi
Sj E ¢. Alors {¢ : Ji. S; F ¢} est complete.

5. Si T est cohérente et T I/ ¢ alors T U {—¢} est cohérente.

Exercice 2
1. Montrer que ’addition, la multiplication et le reste de la division eu-
clidienne sont définissables dans I'arithmétique élémentaire.
2. Montrer que la fonction 8 de Godel I'est aussi.

3. Montrer que la fonction n — 2" est définissable dans I'arithmétique
élémentaire.

Exercice 3

1. Montrer que le probleme suivant est indécidable :
Donnée: une fonction récursive primitive f;
Question: est-ce que f(x) = 0 pour tout x?

2. On note (f) le code d’une fonction récursive (partielle) f. Montrer que
la totalité d’une fonction récursive ne peut étre définissable dans une
théorie cohérente, c’est a dire qu’on ne peut avoir de formule ¢; a un
parametre tel que T+ ¢4 ((f)) ssi f est totale.
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Exercice 4

Considérons une théorie T' récursivement énumérable. Montrer que si les
fonctions récursives sont définissables dans T, et que T est complete, alors
tout ensemble récursivement énumérable est récursif.
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