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Exercice 1 — Réduction et typage
On rappelle la règle de η-réduction :

λx. M x→η M si x 6∈ FV(M)

1. Montrer que la β-réduction préserve le typage : u →β v et Γ ` u : T
implique Γ ` v : T .

2. Montrer que la η-réduction préserve le typage.

3. Montrer que la η-expansion ne préserve pas le typage : u→η v et Γ ` v : T
n’implique pas forcément Γ ` u : T .

4. De même pour la β-expansion. Quelle propriété importante du typage
perd-on forcément dans un système de types pour lequel le typage est
préservé par β-expansion ?

Exercice 2 — Paires
On considère le λ-calcul étendu avec paires et projections :

M ::= x | λx. M |M N | 〈M,N〉 | π1M | π2M

La réduction est la plus petite congruence contenant β et une nouvelle règle :

πi〈M1,M2〉 → Mi

1. Proposer un système de types simples pour ce calcul.

2. Dans la correspondance de Curry-Howard, comment s’interprète le type
de la paire ? Comment s’interprète la nouvelle règle de réduction ?

3. Donner des termes de preuve de (a → b → c) → (a × b) → c et de
((a × b) → c) → a → b → c qui soient inverses l’un de l’autre. On dit
alors qu’on a un isomorphisme de types. Proposer d’autres isomorphismes
de types dans ce système.

Exercice 3 — Sémantique de Kripke
Soit V un ensemble de variables propositionnelles, dont les éléments seront notés
p, q. On considère le fragment de la logique intuitionniste donné par

F ::= p | F1 → F2 | ⊥
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et l’on pose ¬F := F → ⊥. Le calcul pour ce système, λ∇, est doté de la règle
suivante pour la négation :

Γ ` u : ⊥
Γ ` ∇u : F

On peut donner une sémantique de validité à cette logique via la notion de
structure de Kripke. Une telle structure est donnée par :

– un ensemble M de mondes ;
– un ordre ≤ sur ces mondes, sans châınes infinies croissantes ;
– une fonction croissante φ de (M,≤) dans (P(V),⊆).

Pour un monde w, on définit la relation w force F , notée w  F par :
– w 6 ⊥ ;
– pour tout p ∈ V, w  p ssi p ∈ φ(w) ;
– pour tout F1 et F2, w  F1 → F2 ssi w′  F1 implique w′  F2 pour tout
w′ ≥ w.

Cette définition de w  • suppose qu’on a déja défini w′  • pour w′ ≥ w : on
construit en fait ces relations dans l’ordre, par induction sur la bonne fondation
de ≥. Enfin, on dit qu’une formule F est valide si pour toute structure (M,≤, φ)
et tout monde w ∈M on a w  F .

1. Montrer que a→ ¬¬a est valide. Donner un terme de λ∇ de ce type.

2. Montrer que si · ` u : F est dérivable dans λ∇, alors F est valide.

3. Montrer que ¬¬a→ a et ((a→ b)→ a)→ a ne sont pas valides en logique
intuitionniste.
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