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1 Introduction

Les systémes a canaux sont des systemes de transition beraldax automates a piles,
ou les piles sont remplacées par des files. Ce modéle peirt ganexemple a représenter des
réseaux, pour verifier des protocoles. Mais comme ces sgst&ont Turing-complets, il est
impossible de faire de la vérification automatique dessus.

Par contre si I'on autorise les pertes dans les canaux, |@maltvient é&tonnamment plus
simple et certain problémes deviennent décidables, corageeksibilité d'un état de contrble [7,2],
ce qui nous intéresse ici.

Le modéle peut ensuite étre étendu pour permettre d’avas dn méme systeme, des ca-
naux fiables et non fiables. Il y a des cas ou I'accessibilgterdécidable, par exemple dans un
réseau en boucle ou il y a au moins un canal non fiable [4].

Le but de ce stage était de caractériser les formes de réadaccessibilité est décidable.
Nous avons répondu a cette question, mais il se trouve quenodigurations ne sont pas parti-
culierement intéressantes pour modéliser des protocoles.

Par contre cette étude a permis d’obtenir des résultats mplegité intéressants. En effet
I'accessibilité dans les systemes a canaux non fiables ggbbiéme qui est connu comme non
primitif récursif [14] depuis quelques années et qui a déjaisa démontrer la difficulté d’autres
problemes [3,10,12,9,1,13,6,8,11]. Pour résoudre lel@nod, nous avons été amené a en définir
un autre, semblable au probleme de correspondance de aisglént a I'accessibilité dans les
systemes a canaux non fiables. Nous espérons donc que cenpecttra plus facile a utiliser
pour faire des réductions.

2 systémes a canaux

channetlr (reliable) b .@

— __lafb[d]ale] —

channell (lossy) 17 172

— bic —

FiG.1.Un exemple de systeme avec un canal fiable et un non fiable
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Un systéme a canaux est un tufle- (PM,C). M = {ay,ay,...} est I'alphabet fini des mes-
sagesC = {c1,cp,...} est 'ensemble des canaur,= {pi, p2,...} est un ensemble de parti-
cipants, Ce sont les noeuds du réseau. Chaque participanh eégple p; = (Q;,S,Ri,Ai) ou
Qi = {q1,02,...} est'ensemble fini des étatS, C C est 'ensemble des canaux dans lesqpels
peut écrireR; C C est 'ensemble des canaux dans lesqpelgeut lire,Aj C Qi x § XM x Qj U
Qi x R x M x Qi est 'ensemble des regles de transition. Ces régles soali@sient notées sous

la formeqd—a>q’ pour les écritures exﬂq’ pour les lectures.

De plus, il n’existe pagi, pj € P tels queR NR; et § N'Sj ne soient pas vides, c’est a dire
gue pour tout canal, il y a au plus un émetteur et un récepteur.

SoitS= (P,M,C) un systéme muni de participantsps,.. ., pn, €imcanauxgcy,...,Cm. Une
configuration est un tupl€ = (qs,...,0n,W1,...,Wm) OUQ,...,0n SONt les états ety, ..., Wn
sont les mots contenus dans les canaux.

Les regles ded; engendrent un systeme de transitions sur les configuranisy a une
cla

regle d’écriture}ﬁq’ dansj;, alors il existe dans ce systéme une transition g;, ..., me,...)—(....d,...

c?a 4 . c?a /
et pour une lecturg—d',ilya(...,q,...,am,...)—(...,q,...,M,...).

De maniére plus intuitive, les participants d’'un systénet sies automates qui ont la pos-
sibilité d’envoyer des messages a d’autres participantgiesi canaux. Par contre ces autres
participants ne lisent pas forcement tout de suite ces rgesshes canaux peuvent servir ainsi
d’espace de stockage. C’est ce qui rend ce modeéle Turingleamp

L'ensemble des message envoyés dans le canal mais pas kerfoomee un mot sur I'alphabet
des messages. C’est ce qu'on appellera le mot contenu daramah

Un systeme a canaux non fiables (LCS) est défini de maniér&asemimais le systeme de
transition engendré comprend des régles supplémentapésentant les pertes possibles. Ainsi

lors d’'une écritureqﬁq’, la transition(...,q;, .. .)C!—a‘>(. ..,q,...) est aussi possible.

Il existe d’autres définitions représentant les perteséctaite, ou méme directement dans le
canal, mais elles sont au final équivalentes. Celle-ci gdupratique dans notre cas.

Nous nous intéresserons désormais a des systémes cordesal®ux types de canax=
(PM,C) avecC = F UNF ouF estI'ensemble des canaux fiablesNét les non fiables.

2.1 accessibilité d’états et de configurations

Il est parfois plus commode de regarder la question de Isstb#ité pour des configurations
du systéme, parfois sur des états (quand on parle d’étatnsgysiéme, cela correspond a un
tuple d’états des participants). Notons que ce sont au Bsahéme problémes.

Pour un systems8, on peut en construire un aut® tel que I'accessibilité d’'un étatdansS
soit équivalent a I'accessibilité d’'une configurati®aansS. Pour cela, il faut ajouter un nouvel
étatq dansS accessible uniquement depuaigel qu'il soit possible de vider les canauxgsiest
atteint, quels que soient leurs contenus initiaux. dpest accessible sgl est accessible avec
les canaux vides.

On peut dans l'autre sens construire un systeme vérifiardrigeenu des canaux aprés avoir
atteint un état donné, puis si ce contenu est celui atteadystéme va dans un nouvel état. Ainsi
ce nouvel état n’est accessible que si une configuratiorcpbére pouvait étre atteinte.

,Mc.a
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3 formes

Nous définissons la notion de forme pour pouvoir parler desela de systemes. Une forme
est un graphe orienté avec différents types d’arétes (fablen fiable) et ayant la possibilité
d’avoir plusieurs arétes de méme type entre deux noeudsideasds du graphe correspondent a
des participants et les arétes a des canaux. Chaque fornesmond a un probléme : 'accessi-
bilité dans les systemes de cette forme.

3.1 définition

Plus formellement une fornfe est un tupleP, A¢, Ay, f) ouP est 'ensemble fini des noeuds.
A est 'ensemble fini des arétes fiablég, est 'ensemble fini des arétes non fiablés.As U
An — P x P est la fonction qui définit les origines et arrivés de chaqéeea

Pour une aréta telle quef(a) = (ne,Nr), Ne €st appelé le noeud émetteunete récepteur.

Un systemes est de formd= si chaque noeud de correspond a un participant &et que
chaque aréte de correspond a un canal &

Par exemple le systeme décrit dans la figure 1 est de la foromgedpar la figure 4

Formellement, un systéng= (Ps,M,F UNF) est de formd= = (N, As, A, f), siil existe des
bijectionby entre les noeuds de et les participants d§, bs entre les arétes fiables &eet les
canaux fiables dBetb, entre les arétes non fiableslet les canaux non fiables &etelles que
bp(nl) = (Ql,Sg_, Rl,Al),bp(ng) = (QZ,SZ, Rz,Az),bf (a) =cet f(C) = (nl,ng) ssice §,ceRy
etce F

Une forme est dite décidable si le probléme d’accessilmbiréespondant I'est.

3.2 propriétés

Une sous forme est définie de maniere similaire a un sous gr&uient les formeb =
(PAf, Ay f) et F = (P, AL AL ), si PP C PAL C Af, A, C Ay et T/ est la restriction dd a
A UA,, alorsF’ est sous forme dE.

Proposition 3.1 (Sous forme)Soit F une forme, Fune sous forme de F. si lést indécidable
alors F I'est aussi.

Démonstration.Pour tout systeme de fornké il est possible d’ajouter des participants ne faisant
rien pour obtenir un systeme de foriReRésoudre I'accessibilité dans les systemes de férme
la résout pour ceux de fornf€.

On dit queF’ = (P A}, Ay, ') est une simplification dE = (P, A, Ay, T) si on peut obtenir
F’ a partir deF en redirigeant des chemins passant par un noeud. Plusémrénis, sip est un
noeudcs,...,Cy sont des arétes sortantespueers les noeudp, . . ., pn €tCe €st une aréte allant
de pe versp. les arétesy, ..., ¢, sont remplacées daig et A|, par des arétes allant g vers
p1,.-.,Pn. L'aréte qui remplace; est fiable ssce etc; sont des arétes fiables n'est pas dans
F’. On peut faire de méme en choisissant un canal sortaptedeplusieurs entrant. le premier
cas est appelé simplification en émission, le deuxiéme #giogtion en réception.

par exemple une simplification pourrait se faire ainsi :
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Fic. 2.

Proposition 3.2 (Simplification).Soit F une forme, Fune simplification de F. si Fest indéci-
dable alors F I'est aussi.

Démonstration.On ne regarde que le cas de la simplification en émissionslertaéception est
similaire.

Appelonsp le participant autour duquel s’est faite la simplificatidrpgle participant qui est
a l'origine du canakt supprimé ( les noeuds correspondent a ceux de I'exemplédgd, pour
construire un systenteéde formeF a partir d’'un system8& de formeF’, est de se servir du canal
c pour transmettre les messages de plusieurs canaux. Epsiteansmet ces messages dans
les canaux correspondants. Il faut aussi éviter que desagessirrivent dans le mauvais noeud.
Pour cela, I'on étend I'alphabet des message en ajoutamnfedu canal sur lequel le message
doit étre retransmitp est modifié pour que dans tout état il puisse lirecsat ré-émettre sur le
canal sortant correspondant au message.

pour tout run de8 il existe donc un run correspondant, d&hsais oup lit les messages dés
qu'ils arrivent et les retransmet, ce qui mime le runSld_es comportement quga en plus ne
sont que les comportements pune renvoie pas les messag8seut suivre des comportements
équivalent, en ne lisant pas tout le contenu des canaux.

Si les deux canaux du chemin remplacé sont fiables, il ne @euy @voir de perte de cette
maniere. Si 'un des deux est non fiable, il peut y avoir desegezomme dans un canal non
fiable.

SoitF une forme contenant un carateliant les noeudp; et p,. On dit que la formd=’ est
la fusion suivant un canal de F si on peut obteniF’ a partir deF en supprimanp; etc et en
reliant tous les canaux, reliégpa dansF, a p; dansF’.

par exemple une fusion pourrait se faire comme dans le scBéma

Proposition 3.3 (Fusion fiable) Soit F une forme, Fla fusion suivant le canal ¢ de F. si c est
fiable et F est indécidable alors F I'est aussi.

Démonstration (Idées)ly a 3 cas a regarder
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c1 c3
R
co cq

FiG.3.

— Si il y a d’autres chemins fiables qbg verspy, ou s’il y a au moins deux autres chemins
non fiables, alors les deux cas, avant et apres fusion, somntaéents au probleme de
correspondance de Post

— Siil 'y a pas d’autres chemins. On constrpi et p; pour gu’ils fassent exactement
les méme transitions. Pour cela on utilise le canal pour mueapporte ap, toutes ses
transitions.p; vérifie que ce sont les méme que les sienne, si ce n’est pas,lé passe
dans un état bloguant. Ainsi si ils ne bloquent pas, ils peusienulerp, et il y a au moins
les comportements dequi ne bloquent pas.

— Siily aun autre chemin non fiable, alors la boucle non fiablg ptre simulée de la méme
maniere que dans [5], le reste des transitions se simuldaweéthode du cas précédent.

Soitr = 81,...,9;,011,...,0 un run d’'un systémé&. Si §; et d,1 sont des transitions de
participants différents & n'écrit pas une lettre lue p&, 1, alorsr’ = 84,...,811,5i,...,9 (en
inversant; etdj, 1) est un run dé&. r’ est dit égal a a réordonnement pres.

Lemma 3.4. Soit un systéme S (P,M,C) de forme F, ¢ C un canal et G,C, deux configura-
tions de S ou le canal ¢ contient au plus un message.

Si pour tout run r de S, il existe un ruhégal a réordonnement pres tel que le canal € ne
contiennent jamais plus d’'un message, alors on peut cansuin systeme’$le forme F, fusion
de F suivant le canal c, et des configuration C, de S telles que @ soit accessible depuis,C
dans S ssi Cest accessible depuig @ans &

L'idée est que si on peut faire que le canal ne contienne @plas d'un message, alors la donnée
gu’il mémorise est finie et donc peut étre stockée dans lés élan participant. On peut ainsi
construire une sorte d’automate produit a partir des ppatitts qui communiquent par ce canal.

Démonstration.Soientp; = (Q1, S1, Ry, A1) le participant émetteur sur le caradt py = (Q2, S, Ri2A))
le récepteur. Construisons un participght (¢, S,R,A") avecq’ = Q; x {MUE} x Q2 (ce sont

les états de I'automate produit, dans lesquels on ajouta aemoire pour 1 messagéMuUe}),
S=(S/c)US, R =R U(Ry/c), et

-y il
— si q12‘>q’1 € N1, # calors pour toutn € M, g2 € Q2, 01, M, 2, ﬂq’l,m, g2, € A, etdela
méme maniere pour les écritures et les transitions,de
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. cla cila
— sigi—qj € Ap alors pour toutp € Q, q1,€, G2, — 0, 8,02, € &

— sicest non fiable et sjld—a>q’1 € A alors pour toutn e M, gz € Q2, g1, M, J2, ﬁq’l, m, qp, €
!/
A. c?a ci?a / '
— Sigx—0, € Ay alors pour touty; € Q1, g1,a,02, — 01, €, 0, € A
Le systémeS est(P/,M,C’) avecP’ = (P/{p1, p2})U{p'} etc’ = ¢/{c}. A une configuration
C=(01,02,03. .., We,We,, - - .) deSou|we| <1 on fait correspondr€ = ((q1,We,02), 03, - - -, Wey, - - -)
dansS.
Pour tout run d’'une configuratid®; a une configuratio©, dansS, on a un run équivalent
n'ayant jamais plus d’'un message danainsi par construction, on obtient un run correspondant
deC] aC, dansS.

Pour pouvoir utiliser cette propriété, basée sur I'exéytil faut avoir une propriété struc-
turelle nous disant quand ces conditions sont réunies.

On peut par exemple remarquer que cela s’applique dans lgticas participant n’a qu’un
canal en écriture. Comme la seule contrainte pour le rémeloent des transition de ce partici-
pant ne viennent que de ce canal, on peut toujours retardecsgures juste avant les lectures
par le receveur. Ainsi il n’y a jamais plus d’un message dartahal.

Ceci peut étre généralisé en :

Proposition 3.5 (Réordonnement)Soit une forme F, ¢ un canal de F¢ [@ participant écri-
vant sur ¢, p celui lisant sur c. Si il n’y a pas d’autre chemin dans F deappy, alors pour
tout run de tout systeme de forme F, ne commencant ni ne finidaas une configuration ou c
contient plus d’'un message, il existe un run égal a réordorerd pres, dans lequel ¢ ne contient
jamais plus d’'un message.

Démonstration.Soit un system&de formeF et un runr deSallant de la configuratio@; aCy,
¢ ne contenant pas plus d'un message dainstC,. Si de est une écriture suret o, la lecture
correspondante. On peut réordonner les regles de telleermaayu’il n’y ait pas de transition
de pe entre ces deux régles. En effet, comme il n’existe pas ddazliemin entrge et p; que
c, aucun des participants qui attendent un messag® geur pouvoir continuer leur exécution
ne peut écrire de messagea(ou a un participant pouvant écrire un message,a.). Ainsi
toutes les transitions qui doivent forcement étre exésudwantd, peuvent étre faites avant les
transitions depe.

Doncd; peut étre faite avant la deuxieme écriture cur

On dit qu’un systéme est réductible par fusion si il existeanal reliant le participare a
pr tel qu’il n’y ait pas d’autre chemin dpe a py.

Par fermeture vers le haut, on entends ici, suivant I'oid(gordre sous motmC m' sil'on
peut obtenimen effacant des lettres dé). On noterdRy, ..., Ry] 'ensemble{(wy, ..., wy|w; €
Ri,...,wWn € Ry}, et] Llafermeture vers le haut de On peut étendre I'ordre sous mot aux tuples
de mots pafwa, ..., Wn) C (W, ...,W,)siVi, 1 <i <nw CW.

Proposition 3.6 (Découpage)Soit une forme F constituée des deux formegetH, et telle
gu’il n’y ait entre F et F, que des canaux non fiables, orientés geérs k. F est décidable ssi
F. et K, sont décidables.
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Démonstration.Supposon$; etF, décidables.

SoitS= (P,M,C) un systeme de forme. cy,...,c, sont les canaux reliant les participants de
F1 & ceux dé. S = (P1,M,C1) et S = (P2, M,C2) sont les parties d8 correspondanteskg et
F (en gardant les canawx,...,C, dansCy etCy).

SoientC;,Cs des configurations d& ou tous les canaux sont vide. ®i= (wy,...,Wy),
Cii.w)>C(t,w) sont les configuration§;,Cs, avec les motsvy, ..., w, dans les canaug;, ..., Cn.
Ciipw)>Cif,,w) sONt les parties d€; ), Ct ) correspondant & etCj, ),Cit,w) celles corres-
pondant &5,.

On peut tester <Ct, est accessible depu@;, w,,...w.))- EN effet commer, est décidable,
ajoutern participant pour écrire dans les canayx. . .,c, donne une forme, qui peut se réduire
par fusion a la formd=, c’est donc une forme décidable. Donc si ces participanisedt les
mots(ws, ..., Wy) dansc, ...,y (on peut ici choisir que ces canaux sont fiables), on pewdrtest
I'accessibilité d’une configuration donnée depdjs ;... wy))-

SoientL C M" le langage des tuples de madts,, ..., w,) tels queCy, est accessible depuis
Cii,w)- C'estadire qu€s est accessible depulsssiCiy, ) est accessible depuiy, avecw e L.

Comme les canaux, ..., C, sont non fiables, ce qu& peut écrire dans les canaux est en fait
le langag€g L. CommeL est un bon ordre (lemme de Higman), et un ensemble fermée/beait
par un bon ordre a un nombre fini d’éléments minimauk,a donc un nombre fini d’éléments
minimaux.

Grace acelaona:

Soit W un ensemble fini de tuples de mots. Il est aussi possible tertggse? L/ T W
est vide. Pour cela, il faut tester si il existe un tuple de madans(Z*)"/ 1 W tel queCs,
est accessible depu;, (w,....w,)), c'est a dire si(Z*)"/ T W)N 1 L est vide. Pour cela, on se
référe au lemme suivant. qui nous dit q#)"/ 1 W est une une union finie d’ensembles de la
forme[Ry,...,Ry| avecRy,..., R, des langages rationnels. On peut donc construire pour ehaqu
ensemblgRy, ..., Ry] des participantgs, ..., pn écrivant ces langages sur les canayx. ., Cn.

On teste ainsi SjRy,...,RyJN T L est vide. On peut donc savoir 5L/ T W est vide en testant
I'accessibilité dans un nombre fini de systemes de fdfgne

Avec cela, on est capable de construire I'ensenille il suffit de tester tous les tuples de
mots pour savoir si ils sont danid. et de s’arréter quand il n’existe plus de tuples dahsyui
ne soit pas supérieur a un tuple déja trouve.

Il faut ensuite tester s§; peut écrire ces mots dans les canaux. Pour cela on utiliges de
participants supplémentaires, de la méme maniere quedmdreent, mais qui lisent sur les
canaux au lieu d’écrire.

Et commeT L est vide ssL est vide. EtL est vide ssi il n’existe paw tel queCyy, ) est
accessible depu§;, dansS, et Cy, est accessible depu;, ), c'est a dire ssCy n’est pas
accessible depufS. On est donc capable de calculer I'accessibiftést donc décidable.

L'autre sens du ssi découle de la propriété de sous forme.

Lemma 3.7. SoitZ un alphabet fini. Soit W& =*" un ensemble fini de tuples de motsitar.
(Z*)"/ 1 W peut étre décrit comme une union finie de langages de la fiRme..,R,] avec
R1,...,R, des langages rationnels.
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Démonstration.SoientRy, ..., R, des langages rationnels stftar. Soientws, . ..,w, des mots
de Z%tar. On peut déja remarquer qUiey,...,Ry]/ T (w1,...,wn) est 'ensemble tel que pour
tout tuple de motgmy,...,my) il y @ au moins un motr tel quew; IZ my. Donc[Ry,...,Rn]/
T(We,...,Wn) =Ui<in[Re, .-, R/ TW,...,Rq]. Commel w; estrationnelR;/ T w; est rationnel.

De méme, sL est une union finie d’'ensembles de la forfRe,...,R,| avecRy,...,R, ra-
tionnels,L/ T (wq,...,w,) est de la méme forme.

PourW = {(w},...,w}),..., (WX, ...,w§)} un ensemble dk tuples de mots./ TW =L/ |
(Wi,..., W) .../ T (wK,...,wK). Ainsi par récurrencéz*)"/ 1 W est une union finie d’'ensembles
de la forme|Ry,...,Ry] avecRy,..., R, rationnels.

On dit qu’une formd~ est découpable si elle est constituée des deux formesk,, et telle
gu’il n’y ait entre F, et que des canaux non fiables, orienté$-deersk.

Avec les propriétés de réduction par fusion et de découpames pouvons démontrer la
décidabilité d’'un systeme complexe a partir de systemeplegnAvec les propriétés de sous
forme, de simplification, de fusion fiable et de découpagsstd’indécidabilité que nous pouvons
prouver.

4 Cas indécoupables et irréductibles par fusion

Nous allons d’abord voir ces cas pour les formes a deux npgudaous serviront ensuite a
généraliser. Dans les figures, les arétes en pointillé septént les canaux non fiables, les autres
les canaux fiables.

FiG. 4.La seule forme indécoupable, irréductible a deux noeudseoant des canaux fiables et décidable.

Cc1

Fic.5.

Proposition 4.1. la forme décrite par la figure 5 est indécidable.
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FiG.6.

Fic.7.

FiG.9.
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Démonstration.Soit une instancé = {(uy,V1,..., Uy, Vn} de PCP. Pouo = 03...0k une série
d’indices de 1..n on noteug le motug, ...uUg,. On peut construire un participapt qui peut,
pour touto, écrireug sur le canak; et vy sur le canak,. On peut aussi construire un second
participantp, qui vérifie siles deux canaux contiennent les mémes mess§igssil est possible
de construire un systentet deux configuration§;,C; tels que I'accessibilité d€s depuisC
dansSsoit équivalent a I'existence d’'une solutioh.a

Comme PCP est indécidable, cette forme est indécidable.

Proposition 4.2. les formes décrites par les figures 6 7 8 et 9 sont indécidable.

Démonstration.On peut se restreindre & une variante de PCP dans laquellessisolution de
Iinstancel = {(uy,v1,...,Un,Vn}, alors pour tout préfix@ de o, uy est préfixés dey. Ce
probleme est aussi indécidable. En fait la preuve classiguiindécidabilité de PCP prouve
aussi cela.

Soit une instancé = {(uy, Vi, ...,Un,Vn} de PCP. Dans les 4 cas; écrira les mots); dans

ci1, le canal fiable, et les motg danscy, et py vérifiera que les contenus des deux canaux sont
€gaux. Il faut ensuite s’assurer qu’il n’y a pas de pertes égsage dans le canal non fiable. Pour
cela, on s’assure que ce qui est écrit (ou lu suivant le cas ldacanal non fiable est toujours
plus court que ce qui y est écrit dans le fiable. Ainsipsiit le méme contenu dans les deux
canaux, c’est qu’il n’y a pas eu de pertes. Pour s’assureldeqaentenu écrit (ou lu) dans

est plus court, on compte la différence de taille entre letsrdec; et ¢, danscz. Comme ce
compteur est non fiable, son contenu peut changer. Commeb&pre choisi nous autorise a ne
compter que des valeurs positives, les pertes ne font quaumcette valeur. Ainsi les pertes
dans le compteur ne permettent pas au mat,d#étre plus long que celui dg . La différence
entre ces 4 cas se trouve dans le participant qui incrémedéegmente le compteur.

— Dans le cas 6p; incrémente et décrémente. a chaque fois guécrit un mot plus long
dansc; que dang, il ajoute la différence de longueur au compteur. & chaqiseda'il
écrit un mot plus long dans, il retranche la différence de longueur au compteur. Si il
atteint une valeur négative, il bloque.

— pour le cas 7p, incrémente et décrémente. Pour quepuisse compter la différence de
taille, p; doit envoyer ces informations. Il les envoie en plus des msatsle canalc;.
Comme il est fiable, c’est possible d’envoyer des valeurgdipes ou négatives.

— pour le cas 8p, incrémentep; décrémente. C’est fait de la méme maniere que le cas
précédent, maip; n’envoie que les informations pour incrémenter.

— pour le cas 9 c’est identique, mais les réles sont inversés.

Ainsi on peut tester qu’'il N’y a pas eu de pertes. Si le contlgBideux canaux est identique

et qu’il n’y a pas eu de pertes, c’est que le systéeme a réselingtance de cette variante de PCP.
Ces formes sont donc aussi indécidables.

Proposition 4.3. Si une forme est indécoupable et irréductible par fusioreltpia au moins 3
noeuds, et qu’elle contient au moins une aréte fiable, albesest indécidable.

Démonstration.Soientpe et p; des noeuds émetteur et récepteur sur une aréte fiable. Ca@anme |
forme est irréductible par fusion, il existe un autre chedeme a py.
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— Sice chemin est direct d® a p;. Comme il existe un troisieme noeud, et que la forme est
indécoupable, alors il y a une aréte deppiou p; vers ce noeudd). (siil y a plus de 3
noeuds, il y en a au moins un qui vérifie cela).

— si cette aréte est non fiable, alors , comme la forme estanghéble, il existe un chemin
depuisps verspe ou p;. On se ramene donc par sous forme et simplifications a une des
4 formes décrites par les figures 6 7 8 et 9

— sil'aréte est fiable, alors comme la forme est irréductibbkexiste un autre chemin qui
mene aps. Si on fusionne 'aréte fiable allant@ on se retrouve avec les cas 6 ou 7.

— Si ce chemin n’est pas direct, alors il passe par un npgu@omme la forme est irréduc-
tible, il existe un deuxieme chemin gg versps et deps verspy.

— si le deuxiéme chemin da. vers ps passe pap; alors il y a une boucle dp, versps
puis deps versp;. On est dans le cas 7 par sous forme et simplifications.
— siil ne passe pas p@r
— sile deuxiéeme chemin de; versp; passe pape, il y a une boucle supe ,c’est le cas
6
— sinon il y a 3 chemins distincts g¢® verspy, c’'est le cas 9.

Nous pouvons maintenant lister tous les cas indécoupabieéductibles par fusion :
— siil n'y a pas de canaux fiables, les systemes de cette foontades systémes a canaux
non fiables, et I'accessibilité y est décidable.
— siily a au moins une aréte fiable :
— siily aun seul noeud, il a une boucle fiable. C’'est une mactenTuring
— si il y a deux noeuds, c’est soit le cas 4, qui est montré débéddans [5], soit cela
contient 'un des 5 autres cas 56 7 8 et 9 et c’est indécidable.
— siily a plus de 3 noeuds, c’est indécidable.
Dit plus simplement, une forme est indécoupables et irriloles par fusion est décidable ssi
elle ne contiens pas de canaux fiables ou que c’est la formeus Bppellerons ces cas, les cas
minimaux décidables.

Proposition 4.4. Si une forme F est indécoupable, mais réductible par fussbsj F ne peut
pas se réduire dans les formes minimales décidables, alest Fhdécidable.

Démonstration.Si F n’est pas réductible en des formes minimales décidabless Rlcontient
des aréte fiables et toutes ses réductions en contiennesnt aus
— SoitF contient un chemin qui forme une boucle fiable, alors c’estfonme indécidable.
— SoitF n’en contient pas. SoF’ est une forme réduite suivant des arétes fiables a partir
deF et qu’il n'est plus possible de réduire ainsi (il peut y awdautres réductions mais
seulement avec des arétes non fiables). Il existe donc utecfiaitilec, reliant deux noeuds
Pe & pr doublé par un autre chemin dalRs
— si cet autre chemin est fiable alétsest indécidable, dorfé aussi.
— si ce chemin non fiable contient une boucle, alors c’est Iffiatge dans le cas des
figures 6 et 7.
— Il'y a deux noeud®;, p2 dans le chemin tels qu’il y ait deux chemins piga po, alors
c’est simplifiable dans le cas de la figure 9.
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— Sinon, comme la forme ne peut pas se réduire dans une formenaté décidable, elle
contient donc un noeug hors de ce chemin. Comme la forme est indécoupable, il y a
une aréte depuis ou veps
— soitil y a une aréte fiable vers un noeud horggep, et ceux constituant le chemin
de pe & pr. comme toutes les arétes fiables sont irréductibles, dldoes doublé. En
fusionnant suivant cette aréte fiable, on obtient les cafigle®s 6 et 7

— si il n’y a pas d'aréte fiable, alors comme la forme est indgable, il existe un
chemin non fiable dans l'autre sens. Ceci permet donc de ifienplers I'un des 4
cas indécidables a 2 noeuds évoqués précédemment.

5 résultat complet

Theorem 5.1. Une forme est décidable ssi elle est découpable en formgeeguent se réduire
par fusions aux cas minimaux décidables.

Démonstration.Remarquons d’abord que la fusion ne retire pas de chemins,slane forme
n’est pas découpable, toute fusion depuis cette formeiretteoupable. On peut donc bien faire
tous les découpages avant les réductions par fusions. Cdennmmbre de découpages et de
fusions possibles est fini, il est possible de tous les essayikexiste une maniére de découper
en des formes qui se réduisent dans les cas minimaux déesjlalbbrs on peut la trouver.

Découper n'ajoute pas de chemins, donc ne retire pas de pEsqossibles. Quel que soit
I'ordre de découpe d’'une forme, on se retrouve avec les mémeek non découpables. On peut
alors caractériser les formes décidables plus directement

Une forme est décidable ssi c’est un graphe acyclique deeméductibles dans les cas
minimaux, reliés par des canaux non fiables.

6 Conclusion

Avec cette caractérisation, on voit qu'’il est possible iisgr des canaux fiables seulement
dans une boucle avec au moins un canal non fiable. Les ausetcalables sont des cas ou
la communication est unidirectionnelle, ce qui n’a pasmeit de sens pour modéliser des
protocoles.

Par contre, comme précisé précédemment, I'étude de cedpmeben particulier le cas décrit
par la figure 4, nous a permis d’étendre le champ des probléquigalents a I'accessibilité dans
les systéemes a canaux non fiables.

Nous nous intéressons désormais a caractériser plus fiheatenclasse de problémes, et en
particulier, nous avons obtenu une borne inférieure de @ plus élevée que non primitive
récursive.
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