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1 Introduction

Les systèmes à canaux sont des systèmes de transition semblables aux automates à piles,
où les piles sont remplacées par des files. Ce modèle peut servir par exemple à représenter des
réseaux, pour vérifier des protocoles. Mais comme ces systèmes sont Turing-complets, il est
impossible de faire de la vérification automatique dessus.

Par contre si l’on autorise les pertes dans les canaux, le modèle devient étonnamment plus
simple et certain problèmes deviennent décidables, comme l’accessibilité d’un état de contrôle [7,2],
ce qui nous intéresse ici.

Le modèle peut ensuite être étendu pour permettre d’avoir, dans un même système, des ca-
naux fiables et non fiables. Il y a des cas où l’accessibilité reste décidable, par exemple dans un
réseau en boucle où il y a au moins un canal non fiable [4].

Le but de ce stage était de caractériser les formes de réseau où l’accessibilité est décidable.
Nous avons répondu à cette question, mais il se trouve que cesconfigurations ne sont pas parti-
culièrement intéressantes pour modéliser des protocoles.

Par contre cette étude a permis d’obtenir des résultats de complexité intéressants. En effet
l’accessibilité dans les systèmes a canaux non fiables est unproblème qui est connu comme non
primitif récursif [14] depuis quelques années et qui a déjà servit à démontrer la difficulté d’autres
problèmes [3,10,12,9,1,13,6,8,11]. Pour résoudre le problème, nous avons été amené à en définir
un autre, semblable au problème de correspondance de Post, équivalent à l’accessibilité dans les
systèmes à canaux non fiables. Nous espérons donc que ce problème sera plus facile à utiliser
pour faire des réductions.
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FIG . 1. Un exemple de système avec un canal fiable et un non fiable



2 P. Chambart, encadré par Ph. Schnoebelen

Un système à canaux est un tupleS= (P,M,C). M = {a1,a2, . . .} est l’alphabet fini des mes-
sages,C = {c1,c2, . . .} est l’ensemble des canaux,P = {p1, p2, . . .} est un ensemble de parti-
cipants, Ce sont les noeuds du réseau. Chaque participant est un tuple pi = (Qi,Si ,Ri ,∆i) où
Qi = {q1,q2, . . .} est l’ensemble fini des états,Si ⊂ C est l’ensemble des canaux dans lesquelspi

peut écrire,Ri ⊂ C est l’ensemble des canaux dans lesquelspi peut lire,∆i ⊆ Qi ×Si × M× Qi ∪
Qi ×Ri ×M×Qi est l’ensemble des règles de transition. Ces règles sont usuellement notées sous

la formeq
c!a
−→q′ pour les écritures etq

c?a
−→q′ pour les lectures.

De plus, il n’existe paspi, p j ∈ P tels queRi ∩Rj et Si ∩Sj ne soient pas vides, c’est à dire
que pour tout canal, il y a au plus un émetteur et un récepteur.

Soit S= (P,M,C) un système muni den participants,p1, . . . , pn, etm canaux,c1, . . . ,cm. Une
configuration est un tupleC = (q1, . . . ,qn,w1, . . . ,wm) où q1, . . . ,qn sont les états etw1, . . . ,wm

sont les mots contenus dans les canaux.
Les règles des∆i engendrent un système de transitions sur les configurations. Si il y a une

règle d’écritureq
c!a
−→q′ dans∆i , alors il existe dans ce système une transition(. . . ,qi , . . . ,mc, . . .)

c!a
−→(. . . ,q′i, . . . ,mc.a,

et pour une lectureq
c?a
−→q′, il y a (. . . ,qi , . . . ,a.mc, . . .)

c?a
−→(. . . ,q′i , . . . ,mc, . . .).

De manière plus intuitive, les participants d’un système sont des automates qui ont la pos-
sibilité d’envoyer des messages à d’autres participants sur des canaux. Par contre ces autres
participants ne lisent pas forcement tout de suite ces messages. Les canaux peuvent servir ainsi
d’espace de stockage. C’est ce qui rend ce modèle Turing complet.

L’ensemble des message envoyés dans le canal mais pas encorelu forme un mot sur l’alphabet
des messages. C’est ce qu’on appellera le mot contenu dans uncanal.

Un système à canaux non fiables (LCS) est défini de manière similaire, mais le système de
transition engendré comprend des règles supplémentaires,représentant les pertes possibles. Ainsi

lors d’une écritureq
c!a
−→q′, la transition(. . . ,qi , . . .)

c!a
−→(. . . ,q′i , . . .) est aussi possible.

Il existe d’autres définitions représentant les pertes à la lecture, ou même directement dans le
canal, mais elles sont au final équivalentes. Celle-ci est laplus pratique dans notre cas.

Nous nous intéresserons désormais à des systèmes contenantces deux types de canauxS=
(P,M,C) avecC = F ∪NF où F est l’ensemble des canaux fiables, etNF les non fiables.

2.1 accessibilité d’états et de configurations

Il est parfois plus commode de regarder la question de l’accessibilité pour des configurations
du système, parfois sur des états (quand on parle d’état sur un système, cela correspond à un
tuple d’états des participants). Notons que ce sont au final les même problèmes.

Pour un systèmeS, on peut en construire un autreS′, tel que l’accessibilité d’un étatq dansS
soit équivalent à l’accessibilité d’une configurationC dansS′. Pour cela, il faut ajouter un nouvel
étatq′ dansS′ accessible uniquement depuisq tel qu’il soit possible de vider les canaux siq′ est
atteint, quels que soient leurs contenus initiaux. doncq est accessible ssiq′ est accessible avec
les canaux vides.

On peut dans l’autre sens construire un système vérifiant le contenu des canaux après avoir
atteint un état donné, puis si ce contenu est celui attendu, le système va dans un nouvel état. Ainsi
ce nouvel état n’est accessible que si une configuration particulière pouvait être atteinte.
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3 formes

Nous définissons la notion de forme pour pouvoir parler de classes de systèmes. Une forme
est un graphe orienté avec différents types d’arêtes (fiables, non fiable) et ayant la possibilité
d’avoir plusieurs arêtes de même type entre deux noeuds. Lesnoeuds du graphe correspondent à
des participants et les arêtes à des canaux. Chaque forme correspond a un problème : l’accessi-
bilité dans les systèmes de cette forme.

3.1 définition

Plus formellement une formeF est un tuple(P,Af ,An, f ) oùP est l’ensemble fini des noeuds.
Af est l’ensemble fini des arêtes fiables,An est l’ensemble fini des arêtes non fiables.f : Af ∪
An −→ P×P est la fonction qui définit les origines et arrivés de chaque arête.

Pour une arêtea telle quef (a) = (ne,nr), ne est appelé le noeud émetteur etnr le récepteur.
Un systèmeSest de formeF si chaque noeud deF correspond a un participant deS, et que

chaque arête deF correspond a un canal deS.
Par exemple le système décrit dans la figure 1 est de la forme décrite par la figure 4
Formellement, un systèmeS= (Ps,M,F ∪NF) est de formeF = (N,Af ,An, f ), si il existe des

bijectionbp entre les noeuds deF et les participants deS, bf entre les arêtes fiables deF et les
canaux fiables deSetbn entre les arêtes non fiables deF et les canaux non fiables deS, telles que
bp(n1) = (Q1,S1,R1,∆1),bp(n2) = (Q2,S2,R2,∆2),bf (a) = c et f (c) = (n1,n2) ssic∈ S1,c∈ R2

et c∈ F
Une forme est dite décidable si le problème d’accessibilitécorrespondant l’est.

3.2 propriétés

Une sous forme est définie de manière similaire à un sous graphe. Soient les formesF =
(P,Af ,An, f ) et F ′ = (P′,A′

f ,A
′
n, f ′), si P′ ⊂ P,A′

f ⊂ Af ,A′
n ⊂ An et f ′ est la restriction def à

A′
f ∪A′

n, alorsF ′ est sous forme deF.

Proposition 3.1 (Sous forme).Soit F une forme, F′ une sous forme de F. si F′ est indécidable
alors F l’est aussi.

Démonstration.Pour tout système de formeF ′ il est possible d’ajouter des participants ne faisant
rien pour obtenir un système de formeF . Résoudre l’accessibilité dans les systèmes de formeF
la résout pour ceux de formeF ′.

On dit queF ′ = (P,A′
f ,A

′
n, f ′) est une simplification deF = (P,Af ,An, f ) si on peut obtenir

F ′ à partir deF en redirigeant des chemins passant par un noeud. Plus précisément, sip est un
noeud.c1, . . . ,cn sont des arêtes sortantes dep vers les noeudsp1, . . . , pn etce est une arête allant
de pe vers p. les arêtesc1, . . . ,cn sont remplacées dansA′

f et A′
n par des arêtes allant depe vers

p1, . . . , pn. L’arête qui remplaceci est fiable ssice et ci sont des arêtes fiables.ce n’est pas dans
F ′. On peut faire de même en choisissant un canal sortant dep et plusieurs entrant. le premier
cas est appelé simplification en émission, le deuxième simplification en réception.

par exemple une simplification pourrait se faire ainsi :
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Proposition 3.2 (Simplification).Soit F une forme, F′ une simplification de F. si F′ est indéci-
dable alors F l’est aussi.

Démonstration.On ne regarde que le cas de la simplification en émission, le cas en réception est
similaire.

Appelonsp le participant autour duquel s’est faite la simplification et pe le participant qui est
à l’origine du canalc supprimé ( les noeuds correspondent à ceux de l’exemple ). L’idée, pour
construire un systèmeSde formeF à partir d’un systèmeS′ de formeF ′, est de se servir du canal
c pour transmettre les messages de plusieurs canaux. Ensuitep retransmet ces messages dans
les canaux correspondants. Il faut aussi éviter que des messages arrivent dans le mauvais noeud.
Pour cela, l’on étend l’alphabet des message en ajoutant le nom du canal sur lequel le message
doit être retransmit.p est modifié pour que dans tout état il puisse lire surc et ré-émettre sur le
canal sortant correspondant au message.

pour tout run deS′ il existe donc un run correspondant, dansS, mais oùp lit les messages dés
qu’ils arrivent et les retransmet, ce qui mime le run deS′. Les comportement queSa en plus ne
sont que les comportements oùp ne renvoie pas les messages.S′ peut suivre des comportements
équivalent, en ne lisant pas tout le contenu des canaux.

Si les deux canaux du chemin remplacé sont fiables, il ne peut pas y avoir de perte de cette
manière. Si l’un des deux est non fiable, il peut y avoir des pertes comme dans un canal non
fiable.

SoitF une forme contenant un canalc reliant les noeudsp1 et p2. On dit que la formeF ′ est
la fusion suivant un canal cdeF si on peut obtenirF ′ à partir deF en supprimantp2 et c et en
reliant tous les canaux, reliés àp2 dansF , à p1 dansF ′.

par exemple une fusion pourrait se faire comme dans le schéma3

Proposition 3.3 (Fusion fiable).Soit F une forme, F′ la fusion suivant le canal c de F. si c est
fiable et F′ est indécidable alors F l’est aussi.

Démonstration (Idées).Il y a 3 cas à regarder
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– Si il y a d’autres chemins fiables depe vers pr , ou s’il y a au moins deux autres chemins
non fiables, alors les deux cas, avant et après fusion, sont équivalents au problème de
correspondance de Post

– Si il n’y a pas d’autres chemins. On construitpe et pr pour qu’ils fassent exactement
les même transitions. Pour cela on utilise le canal pour quepe rapporte apr toutes ses
transitions.pr vérifie que ce sont les même que les sienne, si ce n’est pas le cas, il passe
dans un état bloquant. Ainsi si ils ne bloquent pas, ils peuvent simulerp, et il y a au moins
les comportements dep qui ne bloquent pas.

– Si il y a un autre chemin non fiable, alors la boucle non fiable peut être simulée de la même
manière que dans [5], le reste des transitions se simule avecla méthode du cas précédent.

Soit r = δ1, . . . ,δi ,δi+1, . . . ,δl un run d’un systèmeS. Si δi et δi+1 sont des transitions de
participants différents etδi n’écrit pas une lettre lue parδi+1, alorsr ′ = δ1, . . . ,δi+1,δi , . . . ,δl (en
inversantδi et δi+1) est un run deS. r ′ est dit égal àr à réordonnement près.

Lemma 3.4. Soit un système S= (P,M,C) de forme F, c∈ C un canal et C1,C2 deux configura-
tions de S où le canal c contient au plus un message.

Si pour tout run r de S, il existe un run r′ égal à réordonnement près tel que le canal c∈ C ne
contiennent jamais plus d’un message, alors on peut construire un système S′ de forme F′, fusion
de F suivant le canal c, et des configuration C′

1,C
′
2 de S′ telles que C2 soit accessible depuis C1

dans S ssi C′2 est accessible depuis C′1 dans S′.

L’idée est que si on peut faire que le canal ne contienne jamais plus d’un message, alors la donnée
qu’il mémorise est finie et donc peut être stockée dans les états d’un participant. On peut ainsi
construire une sorte d’automate produit à partir des participants qui communiquent par ce canal.

Démonstration.Soientp1 =(Q1,S1,R1,∆1) le participant émetteur sur le canalcet p2 =(Q2,S2,Ri2∆2)
le récepteur. Construisons un participantp′ = (Q′,S′,R′,∆′) avecQ′ = Q1×{M∪ ε}×Q2 (ce sont
les états de l’automate produit, dans lesquels on ajoute de la mémoire pour 1 message :{M∪ ε}),
S′ = (S1/c)∪S2, R′ = R1∪ (R2/c), et

– si q1
c
′!a
−→q′1 ∈ ∆1,ci 6= c alors pour toutm∈ M,q2 ∈ Q2, q1,m,q2,

ci !a−→q′1,m,q2,∈ ∆′, et de la
même manière pour les écritures et les transitions de∆2



6 P. Chambart, encadré par Ph. Schnoebelen

– siq1
c!a
−→q′1 ∈ ∆1 alors pour toutq2 ∈ Q2, q1,ε,q2,

ci !a−→q′1,a,q2,∈ ∆′

– sic est non fiable et siq1
c!a
−→q′1 ∈ ∆1 alors pour toutm∈ M,q2 ∈ Q2, q1,m,q2,

ci !a−→q′1,m,q2,∈
∆′

– siq2
c?a
−→q′2 ∈ ∆2 alors pour toutq1 ∈ Q1, q1,a,q2,

ci?a
−−→q1,ε,q′2,∈ ∆′

Le systèmeS′ est(P′,M,C′) avecP′ = (P/{p1, p2})∪{p′} etC′ = C/{c}. À une configuration
C=(q1,q2,q3 . . . ,wc,wc1, . . .) deSoù|wc| ≤1 on fait correspondreC′ =((q1,wc,q2),q3, . . . ,wc1, . . .)
dansS′.

Pour tout run d’une configurationC1 à une configurationC2 dansS, on a un run équivalent
n’ayant jamais plus d’un message dansc, ainsi par construction, on obtient un run correspondant
deC′

1 àC′
2 dansS′.

Pour pouvoir utiliser cette propriété, basée sur l’exécution, il faut avoir une propriété struc-
turelle nous disant quand ces conditions sont réunies.

On peut par exemple remarquer que cela s’applique dans le casoù un participant n’a qu’un
canal en écriture. Comme la seule contrainte pour le réordonnement des transition de ce partici-
pant ne viennent que de ce canal, on peut toujours retarder ses écritures juste avant les lectures
par le receveur. Ainsi il n’y a jamais plus d’un message dans le canal.

Ceci peut être généralisé en :

Proposition 3.5 (Réordonnement).Soit une forme F, c un canal de F. pe le participant écri-
vant sur c, pr celui lisant sur c. Si il n’y a pas d’autre chemin dans F de pe à pr , alors pour
tout run de tout système de forme F, ne commençant ni ne finissant dans une configuration où c
contient plus d’un message, il existe un run égal a réordonnement près, dans lequel c ne contient
jamais plus d’un message.

Démonstration.Soit un systèmeSde formeF et un runr deSallant de la configurationC1 àC2,
c ne contenant pas plus d’un message dansC1 etC2. Si δe est une écriture surc et δr la lecture
correspondante. On peut réordonner les règles de telles manière qu’il n’y ait pas de transition
de pe entre ces deux règles. En effet, comme il n’existe pas d’autre chemin entrepe et pr que
c, aucun des participants qui attendent un message depe pour pouvoir continuer leur exécution
ne peut écrire de message àpr (ou a un participant pouvant écrire un message àpr ,...). Ainsi
toutes les transitions qui doivent forcement être exécutées avantδr peuvent être faites avant les
transitions depe.

Doncδr peut être faite avant la deuxième écriture surc.

On dit qu’un système est réductible par fusion si il existe uncanal reliant le participantpe à
pr tel qu’il n’y ait pas d’autre chemin depe à pr .

Par fermeture vers le haut, on entends ici, suivant l’ordre⊑ (l’ordre sous mot,m⊑ m′ si l’on
peut obtenirmen effaçant des lettres dem′). On notera[R1, . . . ,Rn] l’ensemble{(w1, . . . ,wn|w1 ∈
R1, . . . ,wn∈Rn}, et↑ L la fermeture vers le haut deL. On peut étendre l’ordre sous mot aux tuples
de mots par(w1, . . . ,wn) ⊑ (w′

1, . . . ,w
′
n)si∀i,1≤ i ≤ n,wi ⊑ w′

i .

Proposition 3.6 (Découpage).Soit une forme F constituée des deux formes F1 et F2, et telle
qu’il n’y ait entre F1 et F2 que des canaux non fiables, orientés de F1 vers F2. F est décidable ssi
F1 et F2 sont décidables.
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Démonstration.SupposonsF1 et F2 décidables.
SoitS= (P,M,C) un système de formeF. c1, . . . ,cn sont les canaux reliant les participants de

F1 à ceux deF2. S1 = (P1,M,C1) et S2 = (P2,M,C2) sont les parties deScorrespondantes àF1 et
F2 (en gardant les canauxc1, . . . ,cn dansC1 etC2).

SoientCi ,Cf des configurations deS où tous les canaux sont vide. Siw = (w1, . . . ,wn),
C(i,w),C( f ,w) sont les configurationsCi ,Cf , avec les motsw1, . . . ,wn dans les canauxc1, . . . ,cn.
C[i1,w),C[ f1,w) sont les parties deC(i,w),C( f ,w) correspondant àS1 et C[i2,w),C[ f2,w) celles corres-
pondant àS2.

On peut tester siCf2 est accessible depuisC[i2,(w1,...,wn)). En effet commeF2 est décidable,
ajoutern participant pour écrire dans les canauxc1, . . . ,cn donne une forme, qui peut se réduire
par fusion à la formeF2, c’est donc une forme décidable. Donc si ces participants écrivent les
mots(w1, . . . ,wn) dansc1, . . . ,cn (on peut ici choisir que ces canaux sont fiables), on peut tester
l’accessibilité d’une configuration donnée depuisC[i2,(w1,...,wn)).

SoientL ⊂ Mn le langage des tuples de mots(w1, . . . ,wn) tels queCf2 est accessible depuis
C[i2,w). C’est à dire queCf est accessible depuisCi ssiC[ f1,w) est accessible depuisCi1, avecw∈ L.

Comme les canauxc1, . . . ,cn sont non fiables, ce queS1 peut écrire dans les canaux est en fait
le langage↑ L. Comme⊑ est un bon ordre (lemme de Higman), et un ensemble fermé vers le haut
par un bon ordre a un nombre fini d’éléments minimaux,↑ L a donc un nombre fini d’éléments
minimaux.

Grâce à cela on a :
Soit W un ensemble fini de tuples de mots. Il est aussi possible de tester que↑ L/ ↑ W

est vide. Pour cela, il faut tester si il existe un tuple de motw dans(Σ⋆)n/ ↑ W tel queCf2
est accessible depuisC[i2,(w1,...,wn)), c’est à dire si((Σ⋆)n/ ↑ W)∩ ↑ L est vide. Pour cela, on se
réfère au lemme suivant. qui nous dit que(M⋆)n/ ↑W est une une union finie d’ensembles de la
forme [R1, . . . ,Rn] avecR1, . . . ,Rn des langages rationnels. On peut donc construire pour chaque
ensemble[R1, . . . ,Rn] des participantsp1, . . . , pn écrivant ces langages sur les canauxc1, . . . ,cn.
On teste ainsi si[R1, . . . ,Rn]∩ ↑ L est vide. On peut donc savoir si↑ L/ ↑ W est vide en testant
l’accessibilité dans un nombre fini de systèmes de formeF2.

Avec cela, on est capable de construire l’ensemble↑ L, il suffit de tester tous les tuples de
mots pour savoir si ils sont dans↑ L et de s’arrêter quand il n’existe plus de tuples dans↑ L qui
ne soit pas supérieur a un tuple déjà trouvé.

Il faut ensuite tester siS1 peut écrire ces mots dans les canaux. Pour cela on utilises des
participants supplémentaires, de la même manière que précédemment, mais qui lisent sur les
canaux au lieu d’écrire.

Et comme↑ L est vide ssiL est vide. EtL est vide ssi il n’existe pasw tel queC[ f1,w) est
accessible depuisCi1 dansS1 et Cf2 est accessible depuisC[i2,w), c’est à dire ssiCf n’est pas
accessible depuisCi. On est donc capable de calculer l’accessibilité,F est donc décidable.

L’autre sens du ssi découle de la propriété de sous forme.

Lemma 3.7. SoitΣ un alphabet fini. Soit W∈ Σ⋆n un ensemble fini de tuples de mots deΣstar.
(Σ⋆)n/ ↑ W peut être décrit comme une union finie de langages de la forme[R1, . . . ,Rn] avec
R1, . . . ,Rn des langages rationnels.



8 P. Chambart, encadré par Ph. Schnoebelen

Démonstration.SoientR1, . . . ,Rn des langages rationnels surΣstar. Soientw1, . . . ,wn des mots
de Σstar. On peut déjà remarquer que[R1, . . . ,Rn]/ ↑ (w1, . . . ,wn) est l’ensemble tel que pour
tout tuple de mots(m1, . . . ,mn) il y a au moins un motmi tel quewi 6⊑ mi . Donc [R1, . . . ,Rn]/
↑ (w1, . . . ,wn) =

S

1≤i‘n[R1, . . . ,Ri/ ↑wi , . . . ,Rn]. Comme↑wi est rationnel,Ri/ ↑wi est rationnel.
De même, siL est une union finie d’ensembles de la forme[R1, . . . ,Rn] avecR1, . . . ,Rn ra-

tionnels,L/ ↑ (w1, . . . ,wn) est de la même forme.
PourW = {(w1

1, . . . ,w
1
n), . . . ,(w

k
1, . . . ,w

k
n)} un ensemble dek tuples de mots.L/ ↑W = L/ ↑

(w1
1, . . . ,w

1
n) . . ./ ↑ (wk

1, . . . ,w
k
n). Ainsi par récurrence(Σ⋆)n/ ↑W est une union finie d’ensembles

de la forme,[R1, . . . ,Rn] avecR1, . . . ,Rn rationnels.

On dit qu’une formeF est découpable si elle est constituée des deux formesF1 et F2, et telle
qu’il n’y ait entreF1 et F2 que des canaux non fiables, orientés deF1 versF2.

Avec les propriétés de réduction par fusion et de découpage,nous pouvons démontrer la
décidabilité d’un système complexe à partir de systèmes simples. Avec les propriétés de sous
forme, de simplification, de fusion fiable et de découpage, c’est l’indécidabilité que nous pouvons
prouver.

4 Cas indécoupables et irréductibles par fusion

Nous allons d’abord voir ces cas pour les formes à deux noeuds, qui nous serviront ensuite a
généraliser. Dans les figures, les arêtes en pointillé représentent les canaux non fiables, les autres
les canaux fiables.

p1 p2

c1

c2

FIG . 4.La seule forme indécoupable, irréductible à deux noeuds, contenant des canaux fiables et décidable.

p1 p2

c1

c2

FIG . 5.

Proposition 4.1. la forme décrite par la figure 5 est indécidable.
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p1 p2

c1

c2

c3

FIG . 6.

p1 p2

c1

c2

c3

FIG . 7.

p1 p2

c1

c2

c3

FIG . 8.

p1 p2

c1

c2

c3

FIG . 9.
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Démonstration.Soit une instanceI = {(u1,v1, . . . ,un,vn} de PCP. Pourσ = σ1 . . .σk une série
d’indices de 1. . .n on noteuσ le motuσ1 . . .uσn. On peut construire un participantpe qui peut,
pour toutσ, écrireuσ sur le canalc1 et vσ sur le canalc2. On peut aussi construire un second
participantp2 qui vérifie si les deux canaux contiennent les mêmes messages. Ainsi il est possible
de construire un systèmeSet deux configurationsCi ,Cf tels que l’accessibilité deCf depuisCi

dansSsoit équivalent à l’existence d’une solution àI .
Comme PCP est indécidable, cette forme est indécidable.

Proposition 4.2. les formes décrites par les figures 6 7 8 et 9 sont indécidable.

Démonstration.On peut se restreindre à une variante de PCP dans laquelle siσ est solution de
l’instance I = {(u1,v1, . . . ,un,vn}, alors pour tout préfixéσ′ de σ, uσ′ est préfixés devσ′ . Ce
problème est aussi indécidable. En fait la preuve classiquede l’indécidabilité de PCP prouve
aussi cela.

Soit une instanceI = {(u1,v1, . . . ,un,vn} de PCP. Dans les 4 cas,p1 écrira les motsui dans
c1, le canal fiable, et les motsvi dansc2, et p2 vérifiera que les contenus des deux canaux sont
égaux. Il faut ensuite s’assurer qu’il n’y a pas de pertes de message dans le canal non fiable. Pour
cela, on s’assure que ce qui est écrit (ou lu suivant le cas) dans le canal non fiable est toujours
plus court que ce qui y est écrit dans le fiable. Ainsi, sip2 lit le même contenu dans les deux
canaux, c’est qu’il n’y a pas eu de pertes. Pour s’assurer quele contenu écrit (ou lu) dansc2

est plus court, on compte la différence de taille entre les mots dec1 et c2 dansc3. Comme ce
compteur est non fiable, son contenu peut changer. Comme le problème choisi nous autorise à ne
compter que des valeurs positives, les pertes ne font que diminuer cette valeur. Ainsi les pertes
dans le compteur ne permettent pas au mot dec2 d’être plus long que celui dec1. La différence
entre ces 4 cas se trouve dans le participant qui incrémente et décrémente le compteur.

– Dans le cas 6,p1 incrémente et décrémente. a chaque fois quep1 écrit un mot plus long
dansc1 que dansc2, il ajoute la différence de longueur au compteur. à chaque fois qu’il
écrit un mot plus long dansc2, il retranche la différence de longueur au compteur. Si il
atteint une valeur négative, il bloque.

– pour le cas 7,p2 incrémente et décrémente. Pour quep2 puisse compter la différence de
taille, p1 doit envoyer ces informations. Il les envoie en plus des motssur le canalc1.
Comme il est fiable, c’est possible d’envoyer des valeurs positives ou négatives.

– pour le cas 8,p2 incrémente,p1 décrémente. C’est fait de la même manière que le cas
précédent, maisp1 n’envoie que les informations pour incrémenter.

– pour le cas 9 c’est identique, mais les rôles sont inversés.
Ainsi on peut tester qu’il n’y a pas eu de pertes. Si le contenudes deux canaux est identique

et qu’il n’y a pas eu de pertes, c’est que le système a résolu une instance de cette variante de PCP.
Ces formes sont donc aussi indécidables.

Proposition 4.3. Si une forme est indécoupable et irréductible par fusion, qu’elle a au moins 3
noeuds, et qu’elle contient au moins une arête fiable, alors elle est indécidable.

Démonstration.Soientpe et pr des noeuds émetteur et récepteur sur une arête fiable. Comme la
forme est irréductible par fusion, il existe un autre cheminde pe à pr .
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– Si ce chemin est direct depe à pr . Comme il existe un troisième noeud, et que la forme est
indécoupable, alors il y a une arête depuispe ou pr vers ce noeud (p3). (si il y a plus de 3
noeuds, il y en a au moins un qui vérifie cela).
– si cette arête est non fiable, alors , comme la forme est indécoupable, il existe un chemin

depuisp3 verspe ou pr . On se ramène donc par sous forme et simplifications à une des
4 formes décrites par les figures 6 7 8 et 9

– si l’arête est fiable, alors comme la forme est irréductible, il existe un autre chemin qui
mène àp3. Si on fusionne l’arête fiable allant àp3 on se retrouve avec les cas 6 ou 7.

– Si ce chemin n’est pas direct, alors il passe par un noeudp3. Comme la forme est irréduc-
tible, il existe un deuxième chemin depe versp3 et dep3 verspr .
– si le deuxième chemin depe vers p3 passe parpr alors il y a une boucle depr vers p3

puis dep3 verspr . On est dans le cas 7 par sous forme et simplifications.
– si il ne passe pas parpr

– si le deuxième chemin dep3 verspr passe parpe, il y a une boucle surpe ,c’est le cas
6

– sinon il y a 3 chemins distincts depe verspr , c’est le cas 9.

Nous pouvons maintenant lister tous les cas indécoupables et irréductibles par fusion :
– si il n’y a pas de canaux fiables, les systèmes de cette forme sont des systèmes à canaux

non fiables, et l’accessibilité y est décidable.
– si il y a au moins une arête fiable :

– si il y a un seul noeud, il a une boucle fiable. C’est une machine de Turing
– si il y a deux noeuds, c’est soit le cas 4, qui est montré décidable dans [5], soit cela

contient l’un des 5 autres cas 5 6 7 8 et 9 et c’est indécidable.
– si il y a plus de 3 noeuds, c’est indécidable.

Dit plus simplement, une forme est indécoupables et irréductibles par fusion est décidable ssi
elle ne contiens pas de canaux fiables ou que c’est la forme 4. Nous appellerons ces cas, les cas
minimaux décidables.

Proposition 4.4. Si une forme F est indécoupable, mais réductible par fusion,et si F ne peut
pas se réduire dans les formes minimales décidables, alors Fest indécidable.

Démonstration.Si F n’est pas réductible en des formes minimales décidables, alorsF contient
des arête fiables et toutes ses réductions en contiennent aussi.

– SoitF contient un chemin qui forme une boucle fiable, alors c’est une forme indécidable.
– Soit F n’en contient pas. SoitF ′ est une forme réduite suivant des arêtes fiables à partir

deF et qu’il n’est plus possible de réduire ainsi (il peut y avoird’autres réductions mais
seulement avec des arêtes non fiables). Il existe donc une arête fiablec, reliant deux noeuds
pe à pr doublé par un autre chemin dansF ′.
– si cet autre chemin est fiable alorsF ′ est indécidable, doncF aussi.
– si ce chemin non fiable contient une boucle, alors c’est simplifiable dans le cas des

figures 6 et 7.
– Il y a deux noeudsp1, p2 dans le chemin tels qu’il y ait deux chemins dep1 à p2, alors

c’est simplifiable dans le cas de la figure 9.



12 P. Chambart, encadré par Ph. Schnoebelen

– Sinon, comme la forme ne peut pas se réduire dans une forme minimale décidable, elle
contient donc un noeudp hors de ce chemin. Comme la forme est indécoupable, il y a
une arête depuis ou versp
– soit il y a une arête fiable vers un noeud hors depe, pr et ceux constituant le chemin

de pe à pr . comme toutes les arêtes fiables sont irréductibles, elle est donc doublé. En
fusionnant suivant cette arête fiable, on obtient les cas desfigures 6 et 7

– si il n’y a pas d’arête fiable, alors comme la forme est indécoupable, il existe un
chemin non fiable dans l’autre sens. Ceci permet donc de simplifier vers l’un des 4
cas indécidables à 2 noeuds évoqués précédemment.

5 résultat complet

Theorem 5.1. Une forme est décidable ssi elle est découpable en formes quipeuvent se réduire
par fusions aux cas minimaux décidables.

Démonstration.Remarquons d’abord que la fusion ne retire pas de chemins, donc si une forme
n’est pas découpable, toute fusion depuis cette forme resteindécoupable. On peut donc bien faire
tous les découpages avant les réductions par fusions. Commele nombre de découpages et de
fusions possibles est fini, il est possible de tous les essayer. Si il existe une manière de découper
en des formes qui se réduisent dans les cas minimaux décidables, alors on peut la trouver.

Découper n’ajoute pas de chemins, donc ne retire pas de découpes possibles. Quel que soit
l’ordre de découpe d’une forme, on se retrouve avec les même formes non découpables. On peut
alors caractériser les formes décidables plus directement.

Une forme est décidable ssi c’est un graphe acyclique de formes réductibles dans les cas
minimaux, reliés par des canaux non fiables.

6 Conclusion

Avec cette caractérisation, on voit qu’il est possible d’utiliser des canaux fiables seulement
dans une boucle avec au moins un canal non fiable. Les autres cas décidables sont des cas ou
la communication est unidirectionnelle, ce qui n’a pas vraiment de sens pour modéliser des
protocoles.

Par contre, comme précisé précédemment, l’étude de ce problème, en particulier le cas décrit
par la figure 4, nous a permis d’étendre le champ des problèmeséquivalents à l’accessibilité dans
les systèmes à canaux non fiables.

Nous nous intéressons désormais à caractériser plus finement cette classe de problèmes, et en
particulier, nous avons obtenu une borne inférieure de complexité plus élevée que non primitive
récursive.
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