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Chapitre 2

Introduction

2.1 Opportunités et défis de la numérisation

Le monde devient numérique [Ber07b]: de plus en plus d’activités - économiques,
culturelles ou sociales - se situent desormais avec prépondérance dans un espace
informatique, dont la manifestation la plus prenante est l'internet. Ainsi, la
communication, le commerce, les services bancaires, les services audio-visuels,
les élections, la cartographie, les transports et maintes autres activités ont ten-
dance a devenir électroniques.

En méme temps qu’une évidente amélioration des services concernés et de
leur accessibilité, les possibilités ouvertes par la numérisation posent aussi beau-
coup de problémes subreptices. Comment s’assurer que la communication a lieu
avec la personne voulue ? Comment payer le bon montant, pour le bon bien,
au bon commercant 7 Comment établir une relation de confiance entre une
banque et ses clients sur internet ? Comment protéger les droits d’auteur ? Et
I’anonymat ? Peut-on vérifier que le résultat d’une élection correspond bien a
la somme des intentions des individus ? Comment éviter les mauvais endroits
et les accidents sur les routes 7 Pourquoi la ligne 14 du métro parisien, sans
conducteur, est-elle siire 7 Pourquoi un utilisateur malhonnéte ne peut pas voler
tous les vélos dans le réseau Velib de Paris ?

Ce sont des questions de vérification [Ber07al, ol on essaye de rendre visibles
les problemes potentiels lors du passage a l'internet ou, plus généralement, a
un reseau informatisé. Notons que ces propriétés sont non seulement assurées
malgré le numérique, mais maintes fois elles sont, ou seront, possibles seulement
grace a lui. Par exemple, la verifiabilité du résultat des élections ou la fiabilité
du réseau Velib, voire son existence, sont pratiquement impossibles sans 1'aide
d’un systeme informatique.

De maniere générale, la vérification s’intéresse a déterminer si un systeme
satisfait les propriétés qu’il est censé satisfaire. Etant donnée I'importance
critique des questions posées, la réponse doit étre basée sur des arguments
rigoureux, mathématiques. Pour cela, les éléments qui sont en jeu (les agents, les
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messages, les opérations, le réseau, le protocole qui régit ’application), ainsi que
les propriétés désirées, doivent étre représentés dans un modele mathématique,
dit aussi formel. Les questions de vérification se traduisent alors dans des ques-
tions mathématiques et leurs réponses (positives ou négatives) nous permettent
un retour vers I’application, en nous donnant une certaine garantie de bon fonc-
tionnement ou en pointant un probléme de conception.

2.2 Vérification des protocoles de sécurité

Dans ce contexte, nous nous intéressons a la vérification des protocoles de
sécurité. Ce sont des programmes dont le but est d’établir une communica-
tion stre entre plusieurs agents. Les protocoles de sécurité sont parfois appelés
cryptographiques, car dans la plupart des cas ils utilisent la cryptographie: la
technique et la science de protéger des messages, souvent a 'aide des clefs,
assurant leur confidentialité, authenticité et intégrité.

Quasiment toutes les applications citées dans la section précédente ont besoin
des protocoles de sécurité pour assurer leur bon fonctionnement. Cette impor-
tance des protocoles de sécurité dans des applications critiques rend d’autant
plus importante la question de leur correction. Elle repose, d'une part, sur
la correction des primitives cryptographiques utilisées et, d'une autre, sur la
correction des programmes qui régissent le protocole. La premiere fait 'objet
de la cryptologie, discipline & part: nous allons abstraire les primitives cryp-
tographiques, en parlant seulement de leur propriétés, et non pas des détails de
leur implémentation.

Dans le cas d’une cryptographie correcte, une exécution normale du proto-
cole devrait satisfaire par conception les propriétés de sécurité, mais une attaque
est possible a cause de la logique réactive du protocole et de la non-sécurité du
réseau: un intrus peut intercepter les messages, les modifier et faire exécuter le
protocole d’une maniere imprévue [CJ97, CLS02].

Exemple 1 Voyons comment un intrus peut exploiter les failles logiques d’un
protocole, pour lattaquer méme quand il utilise une cryptographie parfaite. Sup-
posons les opérations de:

e chiffrement symétrique enc(m,k) - le chiffrement du message m avec la
clef k. Seul quelqu’un qui connait k peut récuperer m a partir de enc(m, k).

e chiffrement public enc(m, pub(a)) - le chiffrement du message m avec la
clef publique de a, pudb(a). Seul quelqu’un qui connait priv(a), la clef
privée de a, peut récuperer m a partir de enc(m, pud(a)). Tout le monde
connait pub(a) et peut faire le chiffrement.

Imaginons que B est une banque, qui détient des secrets concernant ses
clients. A un certain moment, ['un de ses clients, A, veut obtenir de B une in-
formation secréte qui le concerne, secret(A, B). Le but d’un protocole de sécurité
dans ce contexte serait de communiquer secret(A,B) a A de maniére a ce qu’il
soit le seul a l’apprendre. Nous pouvons imaginer le protocole suivant:
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e Supposons que B a une clef publique, pub(B). Le chiffrement public étant
cotteux, on ne peut pas fournir une clef publique a chaque client. Par
contre, ils peuvent génerer des nouvelles clefs symétriques.

e A va demander a B de lui envoyer le secret chiffré avec une nouvelle
clef symétrique k. Pour cela, il va générer k et va envoyer a la banque
enc((A, k), pub(B)) - ce message a la fois identifie A et communique & B
la clef k qui va étre utilisée pour communiquer avec A.

e La banque B attend des demandes. Quand elle recoit un message de la
forme enc({x,y), pub(B)), la logique du protocole lui dit que c’est le client
avec le nom x qui veut qu’on lui communique son secret chiffré avec la
clefy. B va donc répondre en envoyant enc(secret(x, B),y) a x.

A priori, aucun autre agent, a part A et B, ne peut connaitre k: le message
enc(secret(A, B), k) renvoyé par B en réponse a enc({A,k), pub(B)) ne peut pas
étre dechiffré par un intrus pour apprendre le secret.

Pourtant, il y a un moyen pour lintrus d’apprendre secret(A,B) en ex-
ploitant une faiblesse dans la logique du protocole. En effet, il suffit qu’il envoye
enc((A, k'), pub(B)) a B, ou k' est une clef qu’il connait et on suppose qu’il
connait aussi le nom de 'agent qu’il veut attaquer. Suivant la spécification, B
va répondre avec enc(secret(A, B), k') et donc divulguer le secret a Uintrus, sans
qu’il ait a casser le chiffrement.

Nous avons donc besoin d’un modele formel pour exprimer précisément le
protocole, les capacités de l'intrus et les propriétés qu'on veut prouver. Les
méthodes formelles (e.g. basées sur la logique, les techniques de réécriture,
etc) peuvent étre ensuite utilisées pour prouver que la modelisation du pro-
tocole satisfait les propriétés de sécurité. De plus, a cause de la multitude
de protocoles existants et de ’apparition permanente de nouveaux protocoles,
I’automatisation de la vérification formelle est un objectif pratique important,
en plus d’étre une question intéressante en soi. Le but est de concevoir des
méthodes génériques s’appliquant a une classe de protocoles, en s’appuyant sur
des techniques de démonstration automatique.

2.3 Etat de ’art et contributions de la thése

Les efforts de vérification de protocoles de sécurité commencent avec les travaux
de D. Dolev, A. Yao et autres [DY83, DEKS82]. Le modele formel consideré
comporte une représentation des messages, des opérations sur les messages
et des regles du protocole. De plus, les possibilités de l'intrus sont prises
en compte: il peut espionner le réseau, modifier les messages en utilisant les
opérations disponibles et controler leur transmission. Le probleme du secret
d’une donnée est alors formalisé comme une question d’atteignabilité d’un état
dans un systeme de transitions, determiné par les regles du protocole et les
capacités de I'intrus. Il est montré décidable en temps polynomial.
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Méme si ce modele de départ prend en compte des aspects importants des
protocoles de sécurité, il est pourtant assez restricif: les clefs de chiffrement
sont atomiques et la classe de protocoles est particuliere (dite ”ping-pong”).
Depuis, en dépit du fait que le probleme est indécidable en toute généralité
[MDL"99], maints travaux ont proposé des algorithmes pour décider la sécurité
dans des modeles plus réalistes: e.g. [Hui99, AL00, Bor01, RT01, MS01]. Une
restriction typiquement faite pour obtenir la décidabilité est le fait de ne con-
sidérer qu’un nombre borné de sessions. Méme pour un nombre non-borné de
sessions on obtient des résultats de décidabilité dans certains cas particuliers
[CLCO03, CKR103].

Tous ces travaux utilisent l'algebre libre de termes pour modeliser les mes-
sages du protocole. Un systeme de déduction permet ensuite de spécifier les ac-
tions autorisées sur les messages. Mais cette approche est basée sur ’hypothese
du chiffrement parfait: e.g. on peut obtenir des informations sur un message
chiffré seulement si on possede la clef de déchiffrement. En fait, il s’avere que
cette hypothese est trop forte. Beaucoup de protocoles utilisent des primitives
cryptographiques qui ont des propriétés algébriques: associativité, commuta-
tivité, inverse, nilpotence... Ces propriétés s’ajoutent au pouvoir de l'intrus
et lui permettent d’obtenir plus d’informations: des attaques impossibles dans
le modele de 1’algebre libre ont été trouvées dans ce modele étendu [Sim94,
BGWO1]. Pour traiter ces cas, on considére une théorie équationelle exp-
rimant les propriétés algébriques des primitives cryptographiques et on aug-
mente le systeme de déduction de I'intrus avec une regle d’inférence équationelle
[Del06, Laf06].

Depuis que la nécessité de prendre en compte les propriétés algébriques a été
reconnue, beaucoup de résultats ont été obtenus pour des théories particulieres:
commutativité du chiffrement [CKRTO05], "ou” exclusif [CLS03, CKRTO03b],
groupe abélien [MS05], théories avec un symbole d’homomorphisme [DLLT06],
substitution des clefs [CKO07], ....

Par contre, il existe peu d’approches traitant d’une classe générale de théories:
[DLLTO08, Bau07, CLT03, BC08]. D’autres résultats qui vont dans le sens d’une
extension des classes décidables sont les résultats de combinaison: disjointe
[CRO5] ou hiérarchique [CRO6].

Dans cette these, motivés a la fois par des besoins pratiques et des intéréts
théoriques, nous suivons cette piste et nous étudions les techniques générales
pour la vérification des propriétés de sécurité de protocoles modulo une théorie
équationnelle. Nous allons d’abord rappeler, dans la partie I, que, dans le cadre
d’un nombre borné de sessions, qui nous intéresse ici, ces propriétés peuvent se
formuler a l'aide des systémes de contraintes, suivant e.g. [Del06, Laf06, Bau07,
CLCZ10, MS01, RT01].

Ensuite (partie II), suivant une étude de cas de porte-monnaie électronique,
dont la théorie équationelle est une combinaison de théories, mais ou les tech-
niques de combinaison existantes ne s’appliquent pourtant pas, nous étudions
le probleme de décomposition d’une théorie. Nous introduisons un schéma de
combinaison qui généralise les combinaisons disjointes [CRO5] et hiérarchiques
[CRO6] et nous permet de dériver un algorithme de décision pour la théorie du
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porte-monnaie électronique.

Parfois la théorie n’est pas décomposable, méme dans le cadre des combi-
naisons non-hiéarchiques. C’est le cas, par exemple, pour la théorie qui modélise
les signatures en aveugle. Ceci nous amene, dans la partie III, & considerer une
autre approche pour la résolution de systemes de contraintes, qui ne simplifie
plus la théorie, mais les systemes de contraintes. Pour cela, nous montrons
qu’il est suffisant que la théorie soit locale, i.e. saturée par résolution ordonnée
([BGO1]), en utilisant une notion de redondance bien-choisie. Nous obtenons
ainsi un premier résultat général qui relie directement la notion de localité a la
décidabilité des systémes de contraintes. De plus, comme dans [CLCZ10] pour
une théorie particuliere, nous avons une représentation symbolique de toutes les
solutions, préservant ainsi les propriétés de toute trace du protocole. Ce résultat
nous permet ensuite de dériver un algorithme pour la théorie des signatures en
aveugle, qui n’est ni sous-terme convergente [Bau07], ni monoidale [DLLTO06].
Ainsi on généralise un résultat de [BCO8], car nous avons une représentation de
toutes les solutions.
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Partie 1

Modélisation
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Chapitre 3

Termes, unification,
réécriture

Une signature F est un ensemble de symboles de fonction. Par X' on va noter
un ensemble (infini) de variables. L’ensemble des termes construits en utilisant
les symboles de F et X est noté par 7 (F,X) et I'ensemble des termes clos par
T (F). On va parfois appeler contextes les termes avec des variables. Pour un
terme ¢, on va noter par top(t) le symbole de sa racine. Les termes avec des
symboles associatifs et commutatifs (AC) sont aplatis: si f est AC et top(t) = f,
alors t = f(t1,...,tn) et, pour tout 1 < i < n, top(t;) # f. Pour tout terme ¢,
Var(t) est ’ensemble des variables qui apparaissent dans ¢.

Definition 1 (sous-terme syntaxique, taille d’un terme) Soitt € 7 (F,X).
L’ensemble St,(t) des sous-termes syntaxiques de t est le plus petil ensemble tel
que

o ¢ € Sty(t)
o si f(ty,...,tn) € Sts(t), alors ty, ..., t, € Sty(t).

St(t) \ {t} est l'ensemble des sous-termes (syntaziques) stricts de t.
La taille |t| de t est définie par [t| =1+ [t1]+ ...+ |ta], sit = f(t1,...,tn).

Une théorie équationelle £ est donnée par un ensemble fini d’équations. On
va noter par =g la plus petite relation de congruence sur 7 (F,X) telle que
uo =¢ vo, pour toute paire u = v € £ et toute substitution o.

Le domaine d’une substitution o, noté par dom(o), est défini par {z | z €
X et xo # x}.

Definition 2 (£-unification) Deux termes s et t sont dits E-unifiables s’il
existe une substitution o telle que so =¢ to. Une telle substitution est appelée
E-unificateur de s et t.

Une substitution o est plus générale qu’une substitution 0 s’il existe une sub-
stitution T telle que 0 = xoT, pour tout x € dom(0). S’il existe un unificateur
le plus général de s et t, il va étre noté par mgu(s,t).
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Un systeme de réécriture est un ensemble fini de regles de réécriture [ — r
avec | € T(F,X) et r € T(F,Var(l)). Un terme s € T (F,X) se réécrit (resp.
modulo une théorie équationelle £) en ¢ par un systéme de réécriture R, noté
s —r t, s’il existe une regle [ — r € R, un contexte C et une substitution o tels
que s = Cllo] (resp. s =¢ Clo]) et t = C[ro] (resp. t =g C|ro]). lo est alors
appelé un radical de s. Un terme est en forme normale (par rapport a R), s’il
ne se réécrit pas par R.

Definition 3 (stratégie de réécriture innermost) Un radical est dit pro-
fond si tous ses sous-termes stricts sont en forme normale. Une séquence de
réduction suit la stratégie innermost si lors de chacune des étapes de réécriture
le radical remplacé est profond.

Dans la suite, toutes nos séquences de réécriture sont innermost et les systemes
de rééeriture sont (AC)-convergents: tout terme a une unique forme normale
(modulo AC). De plus, le réductions innermost considérées sont toujours de
longueur minimale.

Un pas de surréduction d’'un terme avec variables ¢ est donné par une paire
(0,t") telle que 6 est une substitution et ¢ un terme tel que t0 —x t’. La
substitution 6 est nommée substitution de la surréduction, tandis que ¢’ est son
résultat.

La propriété des variants finis a été introduite dans [CDO05]. Elle exprime
que les réductions possibles d'un terme ¢ peuvent étre anticipées: ce sont des
instances des variants finis de t, qui sont obtenus par surréduction:

Definition 4 (Variants finis) Un systéme de réécriture AC-convergent R a
la propriété des variants finis, si, pour tout terme t, il existe un ensemble fini
des termes V(t) = {t01],...,t0k]} tel que ¥Yo.30,3Fu € V(t).to| = uf. V(t) est

nommé ’ensemble des variants de t.

Un exemple typique pour lequel on a les variants finis est le cas des théories
pour lesquels la surréduction termine.

Soit E un ensemble d’objets. Un multi-ensemble de F est une fonction qui
associe a chaque élément de F un entier. Pour un ordre < sur F, son extension
aux multi-ensembles de F est définie par M <,, M' < M # M' & Vy.(M(y) >
M'(y) = Jo.y <z & M(z) < M'(x)).
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Chapitre 4

Systemes de contraintes et
théories de ’'intrus

4.1 Théories de ’'intrus

Les théories de l'intrus spécifient les opérations autorisées sur les messages et
les propriétés algébriques des symboles de fonction:

Definition 5 (Théorie de ’intrus) Une théorie de I'intrus est une paire (Z, ),
ou

e 7 est un ensemble de régles d’inférence. Une regle d’inférence consiste en
un ensemble fini de termes {uy,...,u,}, ses prémisses, et un terme u, sa
conclusion, tels que Var(u) C Var({u1,...,un}).

e & est une théorie équationelle.

Dans la suite, on notera

Uy - Uy
u
ou encore I(uy),...,I(u,) — I(u) une regle d’inférence ayant pour prémisses
U1, ..., Uy, et pour conclusion le terme u.

La signature (F) qui modélise les messages contient des symboles pour les
données atomiques de protocoles et pour les fonctions qui permettent de con-
struire des nouveaux messages. Certains de ses éléments sont publics (Fpub),
tels certains algorithmes, d’autres sont privés (Furiy), tels les mots de passe ou
les clefs privées. L’intrus peut toujours appliquer une fonction publique a des
messages qu’il connait. Le type des théories de I'intrus le plus pertinent pour
I’application aux protocoles de sécurité est par conséquent le suivant:

Definition 6 (Théorie de ’intrus équationnelle) Soit F = FpupWFpriv une
signature et £ une théorie équationnelle. La théorie de I'intrus équationnelle
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associée a (F,E) est (Zx,E), ou les regles de Tx sont
Ty o Tp

flay, .o xy)

pour chaque f € Foup d’arité n.

Exemple 2 Soit Fpy = {enc/3, dec/2, pub/1, priv/1,(,)/2,proj,/1,proj,/1},
ot tous les symboles sauf priv sont publics. Soit Epy la théorie équationnelle
suivante:

dec(enc(pud(y), z, z), priv(y)) = «x
proj;,((z,y)) = =
proj,((z,y)) =

La théorie de lintrus associée o (Fopy, Epy), denotée par (Ipy,Epy), modélise le
chiffrement symétrique probabiliste et l’appariement.

Definition 7 (Preuve et déductibilité) Soit (Z,&) une théorie de l'intrus,
H un ensemble de termes et t un terme. Une preuve, avec des hypothéses H
et conclusion t est un arbre, dont les noeuds sont étiquetés avec des termes tels
que,

e la racine est étiquetée par t

e chaque feuille est étiquetée avec un terme s pour lequel il existe un terme
s’ € H tel que s =¢ s’

e si un noeud est étiqueté avec s et ses fils sont étiquetés avec Si,...,Sp
(n > 1), il existe une régle d’inférence dont les prémisses sont uy, ..., u,
et la conclusion est u et une substitution 0 telle que ub =¢ s et, pour tout
i, u;0 = s;.

On dit que t est déductible de H, et on écrit H Ft, quand il existe une
preuve avec les hypotheses H et la conclusion t.

Exemple 3 L’arbre suivant est une preuve de enc(pudb(k), a,r), (priv(k),a) - a
dans (ID\(, 5|3y)
(priv(k), a)

enc(pudb(k),a,r) priv(k)

a

Dans tout les cas d’application, la théorie £ est presentée par un ensemble fini
d’équations, qui peut (par complétion [JK86]) étre transformé dans un systéme
de réécriture R convergent (modulo AC). De plus, nous supposons dans cette
these que le systeme de rééeriture ainsi obtenu est fini. C’est une hypothese
naturelle, étant donné que ce systeme correspond, d’une certaine maniere, au
calcul effectué par les agents. Les arbres de preuve sont alors étiquetés avec
des termes en forme normale. Si la théorie de l'intrus est équationnelle, on
obtient une formulation utile de la notion de preuve a l’aide de la réécriture
(e.g. [ANROT]):
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Lemme 1 (Recettes) Soit (Zr,E) une théorie de l'intrus équationnelle. Iden-
tifions un ensemble de termes T = {t1,...,t,} avec une substitution o = {x1 —
t1,..., &y — by} el soit t un terme en forme normale. Il existe une preuve 7 de
T &t si, et seulement si, il existe un contexte ¢ € T (Fpub, {T1,...,xn}) tel que
C[T]L =t. ¢ est le terme de preuve de 7, qu’on va nommer sa recette.

Preuve: Immédiate par définitions. O

Exemple 4 Soit T = {21 — enc(pud(k),a,r),z2 — (priv(k),a)} et Rpy le
systéme de réécriture convergent pour Epy (toutes les équations sont orientées
de gauche & droite). La recette pour la prewve dans (Ipy, Rpy) de l'exemple 3
est dec(xy, proj,(x2)).

4.2 Systemes de contraintes

Un systeme de contraintes représente les exécutions possibles d’un protocole,
étant donné un entrelacement d’actions des agents (e.g, [Del06, MS01, CR05]).
Il peut aussi exprimer la capacité de l'intrus d’apprendre un secret apres n
interactions avec le protocole. De plus, toutes les traces possibles d’un nombre
borné des sessions du protocole peuvent étre représentées par un ensemble fini
de systemes de contraintes [Bau07, CLCZ10].

Exemple 5 Considérons un protocole jouet qui contient le seul role:
R, = vb. in(xg).in(z1).out(enc(proj,(xo), (b, x1),7)).out(priv(a))

vb représente la création d’un nouveau nonce b, in la réception et out [’envoi
d’un message. Le processus ci-dessus correspond a un agent a qui recoilt deux
messages, xqo et x1, et envoie sur le réseau (b, x1), chiffré avec la premiére partie
du message xg, et sa clef privée. Ensuite, on demande pour quelles valeurs de
ces messages lintrus peut apprendre b:

a rog AN

a AN

T~ T~ T

enc(proj,(zo), (b,z1),7), priv(a), a o AN x3=0b

A gauche de ces contraintes est représentée la connaissance de l'intrus. Ini-
tiallement, il connait le nom de l’agent qui exécute le protocole, ensuite il inter-
cepte les messages envoyés par cet agent. A droite sont représentées les données
attendues par l’agent avant d’envoyer sa réponse. La derniére contrainte ex-
prime la capacité de 'intrus d’apprendre b.

Plus généralement, si 7 est ’ensemble de termes représentant la connais-
?

sance initiale de 'intrus, alors T} - r1Ax; = s1 éxprime la capacité de construire
a partir de T un message x1, qui doit étre de la forme s, le motif attendu par
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un agent A. Ensuite, 'attaquant intercepte la réponse t; de A, laquelle, avec T,
produit une connaisance augmentée 75, et ainsi de suite... Des variables pren-
nent la place des sous-messages qui sont traités comme des boites noires par les
participants, et donc peuvent étre remplacées par des messages arbitraires:

Definition 8 (Systéeme de contraintes) Un systeme de contraintes C est un
ensemble fini d’équations entre les termes de T (F,X) et une séquence finie

? ?

de contraintes de déductibilité {T\ v+ xz1,...,T, b x,}, ot chaque T; est un
ensemble fini de termes dans T(F,X), et x1,...,2, sont des variables. De
plus, les propriétés suivantes doivent étre satisfaites:

Origination: Var(T;) C {z1,...,x;—1}, pour tout 1 <i < n.
Monotonie: T; C T 1, pour 1 <i <n.

Le fait de considérer la monotonie et l'origination dans le modele formel
n’est pas restrictif, compte tenu de I'application visée. En effet, la monotonie
est due au fait que I'intrus n’oublie jamais des messages. L’origination exprime
que les messages envoyés par les agents sur le réseau sont construits a partir
des messages requs précédemment, et non pas a partir des messages arbitraires.
Notons que les variables qui apparaissent dans les équations de C peuvent ne
pas appartenir a {z1,...,z,}.

Exemple 6 L’ensemble de contraintes ci-dessous n’est pas un systéme de con-
traintes, puisqu’il ne satisfait pas l’origination:
?
a,b = z A z=enc(x,y)
?
a,byx F oy
En revanche, D dans l'ezemple 5 est un systéme de contraintes.

Definition 9 (Solution) Etant donnée une théorie de Uintrus (I,€) et un
systeme de contraintes C, une substitution o est une solution de C si: son do-
maine contient toutes les variables de C, et

e pour chaque s =t € C, so =¢ to

?
e pour chaque THseC, Tot so.

Exemple 7 0 = {zg — (pudb(a),a),x; — (a,a)} est une solution de D, de
Uexemple 5, dans (Zpy, Epy)-

Dans la suite, nous nous intéressons a la question suivante: un systeme
de contraintes a-t-il une solution ? Peut-on le simplifier de maniere & ce que
la représentation de ses solutions soit triviale? Ce qui nous intéresse sont les
techniques générales pour apporter des réponses a ces questions, basées sur des
propriétés de la théorie de 'intrus. Notre fil conducteur sera la réduction de
modeles: nous identifions des concepts pour simplifier d’abord la théorie de
I'intrus (partie IT) et ensuite les systémes de contraites (partie IIT).
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Partie 11

Théories pures et
porte-monnaie électronique
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Des problemes de plus en plus complexes se posent pour la vérification
formelle des propriétés de sécurité. Elles viennent, d’une part, des propriétés
nouvelles désirables en pratique (e.g. dans les protocoles de vote) et, d’une
autre, d’un souci d’avoir un modele formel au plus proche de la réalité. Ces
deux sources de complexité conduisent a des théories équationnelles toujours
plus riches, pour exprimer dans le modele formel les propriétés algébriques des
opérations utilisées.

D’ou la nécessité de concepts et de techniques pour diminuer cette com-
plexité, diviser le probleme en sous-problemes plus simples. Les techniques de
combinaison des théories sont des réponses naturelles & ce défi: si les théories
se combinent d’une maniere disjointe ([CRO05]) ou hiérarchique ([CRO06]), le
probleme pour la théorie résultat peut étre décomposé en sous-problemes cor-
respondant a chaque théorie de départ.

Mais, étant donnée la profusion mentionnée ci-dessus, il est parfois, voire
souvent, le cas que la théorie considérée combine les symboles d’une maniére plus
intriquée. Nous allons voir dans ce chapitre une étude de cas ou les combinaisons
disjointes et hiérarchiques ne s’appliquent pas. Pour effectuer quand méme
une simplification, qui nous amene ensuite a une procédure de décision, nous
allons proposer un schéma de combinaison plus souple, qui ne suppose ni des
théories disjointes ni une hiérarchie, mais qui est une généralisation des deux.
La portée de ce résultat est a la fois pratique, car on déplace la frontiere des
théories combinables, et conceptuelle, car il permet de choisir la décomposition
en fonction des équations de la théorie, au lieu de partir de combinaisons pré-
etablies, comme 'union disjointe ou hiérarchique.

Contributions. Nous allons proposer un algorithme de résolution des systemes
de contraintes en deux parties: un pas général de réduction et, pour résoudre les
systemes simplifiés obtenus, une procédure spécifique pour la théorie de notre
étude de cas EP (chapitre 5).

Dans un premier temps, nous allons montrer comment le probleme général
peut se réduire a un probleme plus élémentaire: la résolution de systemes
de contraintes purs, ol les preuves a chercher sont atomiques. La notion de
systeme pur et le résultat de réduction sont determinés par une notion de sous-
terme sémantique, qui décompose un terme selon les sous-théories du systeme de
réécriture et détermine la complexité des preuves qui restent a chercher (chapitre
6). Ce chapitre établit donc un résultat géneral de combinaison.

De plus, pour purifier encore plus le probleme, nous allons montrer que
la théorie des termes dans les systemes obtenus peut étre stabilisée. Ca nous
permettra de remplacer les termes par des constantes et, en nous appuyant
sur des propriétés AG, réduire les systémes de contraintes modulo EP vers des
systemes diophantiens linéaires (chapitre 7).

En mettant les deux réductions ensemble, nous allons dériver une procédure
de décision pour notre étude de cas EP (chapitre 8).
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Chapitre 5

Etude de cas: le
porte-monnaie électronique

Dans ce chapitre nous allons présenter notre étude de cas: un protocole de porte-
monnaie électronique developpé par France Telecom et modelisé par Stéphanie
Delaune [Del06].

5.1 Le protocole

Le protocole étudié comporte trois agents: le porte-monnaie électronique EP, un
serveur S et une autorité de confiance A. On ne va pas condisérer ici ’autorité A,
qui participe au protocole seulement dans le cas d’une dispute des deux parties.
On dénote par b et r deux entiers positifs, qui sont publics. La clé publique
de EP est b* mod r, tandis que s est sa clé privée.

Il y a d’abord une phase d’authentification de S. On ne la considere pas ici,
car elle ne repose pas sur des propriétés algébriques. Apres cette phase, S et EP
s’accordent sur un nonce de session Ny et S possede la clé publique 5° mod r
de EP. Alors,

1. Le porte-monnaie EP génére un nonce N, construit un message M (qui
est utilisé seulement en cas de conflit et n’est pas relevant ici) et envoie
au serveur S: hash(b¥mod r, S, Ny, M, X), ot X est le montant & payer.

2. Le serveur S envoie un challenge a EP, sous la forme d’un nonce N..
3. Le porte-monnaie EP renvoie N — s x N, et soustrait X de son compte.

4. Le serveur S vérifie que le message regu au pas 1 est en concordance avec
le message recu au pas 3 et rajoute X a son compte.

Le pas important et difficile est le dernier: S doit étre capable d’effectuer la
vérification. Voici les operations qui lui permettent de la faire:

hash((b*)™e x bV ~**Nemod 7, S, N, M, X) = hash(b" mod r, S, Ny, M, X)
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Le serveur S eleve b® & la puissance N, (b° est public et N, est connu par
S), eleve b a la puissance N — s X N, (qui est le message envoyé au pas 3), et
multiplie les deux résultats.

On peut voir que les propriétés suivantes de l’exponentielle sont utilisées
dans la vérification ci-dessus:

exp(exp(b,y),z) = exp(b,y x z) exp(b,x) x exp(b,y) = exp(b,y + 2)

ainsi que les propriétés de groupe abélien pour x et 4.

5.2 La théorie équationnelle

Le probleme est que, si on prend en compte toutes ces propriétés dans notre
modele formel, on peut dériver la distributivité de x par rapport a +:

exp(b,x x (y+2)) = exp(eap(b, ), y) x capleap(b, z), 2) = exp(b,x x y+ x 2)

Dans ce cas, l'unification ([Nar96]) et donc la sécurité ([CDLO06]) devient
indécidable. C’est pourquoi nous introduisons un nouveau symbole de fonction
h, dont le sens est de représenter ’exponentiation avec une base fixe b: h(z) =
exp(b,z). Nous utilisons aussi deux symboles pour la multiplication: e et x,
avec les axiomes EP suivantes: AG(+, J4,e4), AG(*, Ji, ex), AG(e, Jo,ee) (0
AG sont les axiomes de groupe abélien, qui vont étre presentées ci-dessus), ainsi
que:

exp(h(x),y) h(z xy) h(z)eh(y) = h(z+y)
exp(exp(x,y),2) = exp(e,yx*z)

Ces équations suffisent pour la vérification effectuée dans le dernier pas du
protocole. L’utilisation des deux symboles pour la multiplication nous aide dans
la théorie que nous allons developper, mais notre conjecture, pour les travaux
futurs, est que ce partage n’est pas nécessaire.

A cette théorie équationnelle, on associe un systeme de réécriture convergent.
Pour chaque o € {+, %, ®}, Rag(o) est le systeme de réécriture modulo AC pour
o:

roe, — T xoldo(x) — eo
Jo(x) o Jo(y) — Jo(zoy) Jo(eo) — o
Jo(Jo(z)) — = Jo(x)ozoy — y
Jo(x)oJo(y)oz — Jo(zoy)oz Jo(woy)ox —  Jo(y)
Jo(zoy)owoz — Jo(y)oz Jo(Jo(z)oy) — woJo(y)

L’orientation inhabituelle des regles pour les inverses est pour obtenir la pro-
priété des variants finis [CD05, Del06], dont on va voir par la suite le role essentiel
dans notre procédure de décision.

Les propriétés de 'exponentiation se traduisent dans les regles suivantes:
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exp(h(x),y) — h(z+y) Jo(h(z)) = h(Jy(2))
exp(exp(x,y),2) — exp(x,y*2z) hley) — e

Ro = h(z)eh(y) — h(z+y) Jo(h(z)oy) — h(J(z)) e Jo(y)

hz)eh(y)ez — hlr+y)ez exp(es, ) —  hleq x )
exp(x,e.) — T

On prend alors Rgp = Ro U RAG(+) U RAg(*) U RAg(.).

Lemme 2 Rgp est convergent modulo AC(+, *, o).

Preuve: Ceci a été prouvé automatiquement avec CiME [CM96]. O

Lemme 3 ([Del06]) Rep a la propriété des variants finis.

Exemple 8 Considerons le terme x+J1(a). Ses variants finis (pour EP) sont
er =(a+ Ji(a)l, y = (y+a+ Ji(a)l.Jy(a) = (ex + Jy(a)l, J4(y +a) =
(T () + o (@)L, @ + T+ (a).

Notons que, en orientant la regle pour l'inverse dans I'autre direction, on
obtient bien un systéeme de réécriture AC-convergent pour AG, mais qui n’a pas
la propriété des variants finis [CDO05].
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Chapitre 6

Théories pures et
décomposition des
contraintes de déductibilité

Nous allons voir que les résultats existants sur la combinaison de théories [CRO5,
CRO6] ne s’appliquent pas & notre étude de cas EP. Un nouveau résultat de com-
binaison, que nous mettons en place dans ce chapitre et qui généralise les combi-
naisons disjointes et bien-modées, est utilisé pour effectuer une réélle réduction
du probléeme pour EP.

L’idée sera d’identifier une notion de sous-terme compatible avec la théorie
équationnelle (section 6.1), d’out deux propriétés fondamentales découlent: la
localité (section 6.3) et la conservativité (section 6.4). Avec la propriété des
variants finis, elles permettent d’effectuer la réduction vers des systemes de
contraintes purs (section 6.5), ot les preuves a chercher sont élémentaires (i.e.
sans sous-termes).

Ensuite, pour les systemes de contraintes purs, nous montrons qu’on peut
stabiliser la théorie des termes qui apparaissent dans les contraintes: par instan-
ciation et normalisation, la théorie d’un terme ne change pas (section 6.6). Cette
deuxieme réduction nous permet de fixer les termes étrangers a une contrainte
et les abstraire par des constantes. Ceci achéve le processus de combinaison
et va étre utilisé dans le chapitre 7 pour obtenir des équations diophantiennes
linéaires.

6.1 Sous-termes sémantiques et théories pures
Le probleme de résolution des contraintes consiste a chercher des contextes (les
recettes) qui temoignent de la déductibilité de certains termes. Pour réduire le

probléme, nous allons définir une maniére de décomposer les termes (et donc
les contextes). Ce qui nous intéresse, c’est une maniere de choisir un sous-
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ensemble de St,(t), les sous-termes syntaxiques de ¢, qui a du sens par rapport
a la théorie équationnelle. Ce sont les sous-termes sémantiques St(t) C Stq(t),
que nous appelerons simplement sous-termes dans la suite. La définition des
sous-termes peut étre donnée en définissant d’abord les facteurs, qui sont les
sous-termes aux positions minimales:

Definition 10 (Facteurs, Sous-termes) Les facteurs sont définis par une
fonction Fact, qui associe a chaque terme t un contexte linéaire et non-vide ¢ et
une substitution p tels que t = (p. Les facteurs de t sont alors Fact(t) = img(p)
- un sous-ensemble de ses sous-termes syntaxiques stricts. Souvent, nous ap-
pelerons ¢ le contexte qui définit les facteurs de ¢t. Fact(t) sera, selon nos besoins,
soit un ensemble, soit un multi-ensemble.

Les sous-termes sont définis a partir des facteurs, St(t) = {t} U St(Fact(t)).

Pour étre utile, la définition des sous-termes doit dépendre de la théorie
équationnelle. Prenons d’abord les exemples de théories disjointes et de théories
bien-modées.

Théories disjointes [CRO05]. Soit R un systéme de réécriture sur une sig-
nature F. Supposons que F est une union disjointe F = Fy W Fy, avec la
propriété que pour toute regle [ — r € R, on a ou bien [, € 7 (Fp, X), ou bien
l,r € T(F1,X). On pose T(t) =1, si top(t) € Fi, et T(t) =t, quand t est une
constante qui n’apparait pas dans F ou une variable.

Les facteurs de t sont alors définis par le contexte minimal, linéaire et non-
vide ¢, pour lequel il existe ¢, ...,t,, tels que:

° t:C[tl,...,tn]
o V1 <i<n. T(t)#T(C)

Alors Facty(t) = {t1,...,tn}. Autrement dit, Facty(¢) sont les sous-termes syn-
taxiques maximaux de t qui ne sont pas dans la méme théorie que ¢.

Par exemple, si F = {+,Jy,eq,%, Ji,ex}, alors R = Rag(4+) U Ragx) est
une combinaison des théories disjointes. Pour ¢t = J,(a *x b+ ¢) x (a + b) * ¢, on
a Sty(t) ={t,axb+c,a+b,axb,a,b,c}.

Rep n’est pas une combinaison des théories disjointes, car tous les symboles
sont en interaction. Mais on peut observer une hiérarchie des symboles, avec
F+ et F, au premier niveau et les autres symboles a un niveau supérieur. Ceci
suggere qu’une combinaison hiérarchique est peut-étre possible. Nous intro-
duisons donc maintenant les théories bien modées de [CRO06] dont le but est
précisément la combinaison hiérarchique.

Théories bien-modés [CR06]. Notre présentation ci-dessous est légerement
différente de celle de [CRO6], pour mettre en évidence les points communs entre
ces différentes méthodes de combinaison. Mais les définitions correspondent
exactement aux définitions de [CRO6].
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Soit M un ensemble fini et ordonné de modes. Pour chaque symbole de fonc-
tion f, m(f) € M™ est une séquence de modes telle que m(f) = my,...,my, —
m, oun est Uarité de f et m > m; pour tout i. Quand f € Fu., m(f) = m7 —m
et m > my: le méme mode m; est affecté a tous les arguments. Pour tout terme
t, on pose T(t) = m si top(t) = f pour un f tel que ci-dessus, et T(t) = ¢, si t
est une constante qui n’apparait pas dans R ou une variable.

Pour tout contexte ¢ et toute variable « € Var(¢), on associe alors les modes
(i.e. les théories) attendues aux positions determinées par x:

th(<7x) = {ml ‘ 3(’7 <17 A '?Cn7f'
C = C/[f(glv"'?Ci—lax?gi-l-la--wé.n)}

& m(f)=my,...,m, — m}

Les facteurs d’un terme t, Factgm(t), sont définis par le contexte minimal,
linéaire et non-vide ¢ pour lequel il existe t1,...,t, tels que

o t =C([t1,...,tn]

o V1 <i<n. T(t)¢th((,z;)

Exemple 9 Considérons Rep, avec M = {0,1}, 1 > 0 et la fonction m définie
parh:0—1lerp:1,0 =1, +,x:0* — 0, ¢ : 1* — 1.

Pour le contexte C = zweexp(y, z), on ath(C,z) =th(C,y) =1 et th(C,z) =
0. Donc, pourt = (axb)eexp(laeb,ced), on a Factgm(t) = {axb,a,b,ced}.

Un terme ¢ est bien-modé si Fact(t) C X. Un systéme de réécriture R est
bien-modé si (il existe un choix des modes tel que), pour chaque regle l — r € R,

1. [ et r sont bien-modés

2. e oubien T(I)=T(r) et

— Vo e Var(l). |th(l,z)| = 1 & Vz € Var(r). |th(r,z)] =1
— Va € Var(r). th(r,z) = th(l, z)
e ou bien r € Var(l) et th(l,r) = {T(I)}

La premiere condition assure que la réécriture est compatible avec la hiérarchie,
tandis que la deuxieme nous dit que les théories ne sont pas confondues par la
réécriture.

La théorie peut alors se décomposer en R =Ry U ... U Ry, ou chaque R;
contient les regles I — r telles que T(I) = m;.

L’étude de cas. Pour le choix des modes donné dans I'exemple 9, Rep est
bien-modé. Il n’existe pas d’autre choix (en dehors du choix trivial, ot on a un
mode unique) pour lequel le systéme est bien modé.

Méme si Rep est une théorie bien-modée, on ne peut pas appliquer le résultat
de [CRO6], parce que la théorie maximale, i.e. {exp,h, e, Jo,¢€e}, est trop com-
plexe. L’hypotheése principale de [CR06] (nommée hypothese 1 dans [CRO6))
sur la théorie R = R1 U Rg est la suivante:
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Pour toutes recettes (7 et (5 de théorie 1, pour tout ensemble de termes T,
on a GGIT],T]L = t & GIT]] ¢ StT,t) = 3¢, ¢" |¢) < |Gl & T(¢") =
0 & ¢[¢'T),T]] =t.

Autrement dit, tout enchainement de symboles de mode 1, dont les termes
intermédiaires ne sont pas des sous-termes de la conclusion ou des hypotheses,
peut étre simplifié en descendant dans la hiérarchie. Comme montré dans
[CRO6], cette hypothese est satisfaite par la théorie de I'exponentiation quand
on prend en compte seulement la propriété exp(exp(z,y), z) = exp(x,y*z): exp
est le seul symbole de mode 1 et un enchainement des exp peut etre simulé par
un seul exp plus un contexte qui n’utilise que %, de mode 0:

exp(...,exp(to,t1),...,tn)...) =exp(to,t1 *x... *ty)

Dans 'exemple qui suit, on voit que cette propriété n’est pas satisfaite par
Rep.-

Exemple 10 Soit T = {h(a),h(b),c} et t = h((a +b) xc). On a exp(h(a) o
h(b),c)l =t, h(a) e h(b)| ¢ St(T,t) et pourtant il n’existe pas une autre preuve,
plus simple, de T -t

Une autre hypothese importante pour effectivité de la réduction dans [CRO6]
est la finitude du nombre des contextes f(x1,...,z,), ot f est de mode 1, qu’on
utilise dans les preuves (i.e. les recettes). Ce n’est jamais le cas pour une théorie
dont un symbole AC (ou AG) est de mode maximal, car, pour la recherche des
preuves (e.g. pour la localité ou I’hypothese 1 de [CRO6]) on est obligés de ne
considérer que des preuves aplaties. En particulier, cette condition n’est pas
satisfaite par Rgp, car on a un symbole de type AG, e, de mode 1.

Les deux exemples de combinaison que nous venons de voir sont en fait
des instances du schéma de combinaison que nous allons introduire dans le
paragraphe suivant. L’idée sera la méme: avoir une définition de sous-termes
sémantiques compatible avec la théorie équationnelle. Mais cette compatibilité
sera basée sur d’autres criteres, plus souples que la disjonction ou la hiérarchie
de symboles.

Théories pures. Soit F = Fi W... W F, W {h}. Les ensembles Fi,...,Fy
définissent les sous-théories de R et h est un symbole d’interface, qui va déterminer
I'interaction entre les sous-théories.

On considére une fonction partielle H : {1,...,¢} — {1,..., ¢}, qui définit
I'interaction entre les théories, en associant une théorie d’arrivée pour 'application
du symbole d’interface a une théorie de départ. L’idée, on le verra formelle-
ment dans la suite, est quun terme de théorie th’ est consideré comme étant
de théorie th, si H(th") = th et il utilise h comme chapeau. Si Th est un
ensemble de théories, on définit H(Th) = {th | 3thg € Th. H(thy) = th} et
H=1(Th) = {th | 3thg € Th. H(th) = thy}. On pose thdest(h) = H({1,...,/}) et
thsource(h) = H™1({1,...,¢}).

Dans la suite, nous allons appeler ”théorie” ou bien un des ensembles Fip,
ou bien un des indices th € {1,...,(}.
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Exemple 11 Nous avons Fep = Feyp W Fo W F, W FL W {h}, avec
o Feup = {exp}
o Fo=1{0Js ce}
o F, ={x Ju, e}
o I ={+Jyr eq}
e h="h, H+) =e et H(x) = exp
On a thdest(h) = {e, exp} et thsource(h) = {+,*}.

Pour simplifier la présentation et les preuves dans la suite, on suppose que
H est injective, que thsource(h) N thdest(h) = 0 et que h est un symbole public.

Nous avons choisi de ne considérer ici qu'un seul symbole d’interface et
prendre les restrictions ci-dessus. En effet ces restrictions sont satisfaites dans
notre exemple et, bien que les lever ne semble pas poser de probléme majeur,
cela conduirait a alourdir considérablement la rédaction.

Definition 11 (Théorie d’un terme) On définit T : T (F,X,C) — {1,...,¢,h}U
CUX comme suit:

o T(t)=t, sitcCUX
o T(f(t1,...,tn)) =th, si f € Fn,the {1,...,¢}.
e T(h(t)) =H(T(t)), st T(t) € thsource(h), T(h(¢)) = h, sinon.

S
*.

Exemple 12 On obtient la définition suivante de T pour EP: T(t) = o
top(t) € {o,e0,Jo}, T(h(t)) = e, si T(t) =+ et T(h(t)) = exp, si T(t)

Dans tous les autres cas, on a T(t) = top(t).

Comme dans le cas des théories bien-modées, nous associons une théorie
pour chaque argument des symboles de fonction. La différence est que nous
ne supposons pas de hiérarchie de théories. De plus, comme nous 'avons vu
dans la définition de T, le symbole d’interface permet de greffer un terme d’une
théorie dans une autre.

Pour chaque symbole f € FiW...WFy et tout ¢, 1 <14 < ar(f), on associe une
théorie pour le i-eme argument de f, th(f,i) € {1,...,¢}. Si f est AC, on a une
seule théorie pour tous ses arguments. L’idée de ces choix est d’identifier, dans
la théorie équationnelle, avec quelles théories interagit une fonction a travers
I'un de ses arguments fixé. Evidemment, si un symbole de fonction apparait
plusieurs fois dans les équations de la théorie, tous les symboles avec lesquels il
interagit par cet argument doivent appartenir a la méme théorie. L’alternative
serait de considérer th(f,7) comme étant un ensemble de théories.

Exemple 13 Pour EP on a
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e th(exp,1) = exp, a cause de e.g. exp(exp(x,y),z) — exp(x,yxz). Notons
que x dans exp(h(x),y) — h(x *y) est moralement (et formellement ci-
dessous) dans la théorie x, d’ou h(x) est dans la théorie exp, par définition
de H. L’interaction de exp avec o (d travers eq dans la derniére équation)
est facilement contrélable, car elle s’effectue par l'intermediaire d’une con-
stante.

e th(exp,2) = *, d cause de e.g. explexp(z,y),z) — exp(z,y * z).

e Pour tout o € {+,x,e}, th(J,,1) = o, th(o) = o, a cause des équations
AG.

On étend cette notion de théorie(s) attendue(s) & l'ensemble de positions
d’un terme, qui peut contenir des symboles d’interface. Puisqu’on a des sym-
boles AC, les ensembles de positions sont specifiées par des contextes. Pour la
définition ci-dessus, on étend H™! par H=*({h}) = thsource(h).

Definition 12 (Théories d’une position) Pour tout contexte non-variable
C €T (F,X) et toute variable x, on définit th(¢,z) par

e th(¢,z) =0, siz ¢ Var((),
e th(¢,z) = th(¢,z,{T({)}), sinon
ol th(.,.,.) est défini comme suit, pour Thg C {1,...,0,h},
e th(x,z, Thy) = Thy
o th(¢,z, Tho) =0, si x ¢ Var(()

o th(f(Ci,-..,¢n), @, Thy) = th((y,z,th(f,1)) U ... Uth((y,z,th(f,n)), si
f#h

e th(h(¢"),z, Thy) = th(¢’, z,H=1(Thyg))

Le role de th(¢, x) est de collecter les théories avec lesquelles ¢ (e.g. une regle
de réécriture) interagit a travers la variable x. Le but est de pouvoir ensuite
raisonner selon le rapport entre la théorie d’une instance de = et cet ensemble
de théories.

Le sous-termes syntaxiques maximaux qui ne sont pas dans la théorie atten-
due sont les facteurs:

Definition 13 (Facteurs) Pour tout terme t, soit ([x1,...,x,] le contexte
linéaire minimal en taille et non-vide pour lequel il existe ty,...,t, tels que

o t=C[tr,... tn]
o Vi. T(tl) % th(C,xi)
e Vi. top(t;) =h = thdest(h) Nth(¢,z;) =0
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On définit alors Fact(t) = {t1,...,tn}.

La troisieme condition nous dit que le symbole d’interface est transparent s’il
est greffé dans une des théories qui sont dans sa destination.

Pour ne pas alourdir la notation, les fonctions Fact et St pour les com-
binaisons pures ne sont pas indicées, contrairement a ceux pour les théories
disjointes, bien-modées ou, ci-dessous, EP. Dans la suite, les notations Fact et
St se réferent a l'instantiation des notions générales de facteurs et sous-termes
pour les combinaisons pures, sauf dans les cas ou leur généralité sera claire a
partir du contexte.

Exemple 14 En corroborant nos choix de th(f,i) et les définitions 12,13, on
déduit la définition suivante des facteurs EP: sit € CUX, Factgp(t) = 0. Sinon,
Factep(t) = Factr4)(t), ot

o Facto(Colt1,...,tn]) = Ui, Facto(t;) si Cs € T({o, Jo, €0}, X)
e Facte(h(t)) = Facty(t) et, dans tous les autres cas, Facto(t) = {t} si
T(t)#o

e Facteyy(exp(u,v)) = Factey,(u) U Fact,(v), Factes,(h(u)) = Fact,(u) et,
dans tous les autres cas, Factey,(t) = {t} si T(t) # exp

e Pour les autres symboles de fonction f, Facts(f(t1,...,tn)) = {t1,...,tn}
et Facty(t) = {t} sitop(t) # f.

Par exemple,

e Factep(eap(h(a*b),cxd)) ={a,b,c,d}

e Factep(exp(h(a +b),c+d)) ={a+b,c+d}

e Factep(h(axb)eh(a+c)e(a+d)) ={axb,a,c,a+d}
(

e Factgp(h(a b)) = Factep(h(a + b)) = {a,b} et Factep(h(a b)) = {a e b}

Notons aussi que Stgp est une notion plus fine que lorsque EP est traité
comme une théorie bien-modée: pour t dans l'ezemple 9, on a Factgp(t) =
{axb,exp(aeb,ced)} et Step(t) = Stam(t) U {exp(a e b,ced),a e b}.

Pour deux termes t, u, la définition suivante formalise I’existence d’une occur-
rence de u dans St(¢) qui n’est pas sous une occurrence du symbole d’interface
h. Elle sera utile pour avoir une information plus fine sur les occurrences de
facteurs d’un terme.

Definition 14 (Sous-terme de surface) Soient t,u deuz termes. On définit
le predicat SSt(t,u) par

o SSt(t,u) = false, si u ¢ St(t)
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e SSt(t,t) = true
o SSt(f(t1,...,tn),u) =SSt(t1,u) V...V SSt(t,,u), si f#h
e SSt(h(t'),u) = false

Soit le contexte C[x1, ..., xy] tel quet = ([t1,. .., t,] et Fact(t) = {t1,...,tn}.
Alors on définit SSty(t,u) = \/,,_, SSt(C, z;).

Dans SSty on s’intéresse a certains occurences précises d'un sous-terme:
celles ou il est un facteur.

Exemple 15 Pourt=xe (x + y) eh(z+y), ona

e SSt(t,x) = SStf(t,z) = true, car on a deur occurences de x qui ne sont
pas couverts par un h, dont une est un facteur de t.

o SSt(t,y) = true et SSty(t,y) = false, car, méme si on a une occurence de
Yy qui n'est pas couverte par un h, l'occurence qui est un facteur est sous
un h.

Definition 15 (Terme pur) On va noter par Cr les constantes de R en forme
normale. Un terme t dont tous les facteurs sont des variables ou des constantes
en forme normale, i.e. Fact(t) C Var(t) UCr, est nommé pur.

Exemple 16 Chaque terme dans les regles de EP est pur. En fait, les facteurs
de toute régle sont des variables, sauf pour la derniére, exp(es,x) — h(es x x),
qui contient des facteurs dans Cr.

La définition suivante généralise les combinaisons disjointes et bien-modées
de théories:

Definition 16 (Théorie pure) Un systéme de réécriture R est pur si, pour
toute régle l — r € R, on a

1. 1 et r sont purs.
2. e oubien T(l)="T(r) et
— Va € Var(l). |th(l,z)] =1 & Va € Var(r). |th(r,z)| =1
— Va € Var(r). th(r,z) = th(l, z)
e ou bien r € Var(l) et th(l,r) ={T(l)}
3. e Pour tout x € Var(r), SSt(r,z) = SSt(l, x)
e Sil=nh(l"), alorsl',r € Cr
Les deux premieres conditions sont les mémes que pour les combinaisons dis-
jointes ou bien-modées, les notions de théorie d’un terme, théorie d’une position,

facteurs étant differentes. Le troiseme point énonce des conditions techniques
sur l'occurrence du symbole d’interface dans les régles de réécriture (= est
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limplication logique). Elles sont trivialement satisfaites par les autres types des
combinaisons (disjointes, bien-modées), ou il n’existe pas de symbole d’interface.

Cette classe contient évidemment les combinaisons disjointes, bien-modées
et, il est facile de le voir, notre étude de cas EP. Au fait, pour toute théorie, on
peut calculer un partage en sous-théories qui la fait pure:

Exemple 17 (Rechiffrement) Soit Fren. = {enc, dec, renc, f} et considérons
le systéme de réécriture R pene qui modélise la théorie du rechiffrement du chiffre-
ment randomisé:

dec(enc(x,y,z),x) — y
renc(enc(z,y,2),2") — enc(x,y, f(z,2'))

Considérons les sous-théories swivantes Fen. = {enc, renc}, Faee = {dec},
Fr=A{r}, FL =0 et le choiz des arguments

e th(enc,1) = L, th(enc,2) = dec, th(enc,3) = f
th(enc, 1) = L exprime que le premier argument de enc n’a pas d’interaction:
toute théorie est étrangere pour cet argument. Notons que L est juste la
théorie vide. Le deuxieme argument de enc est dans la théorie dec a cause
de la premiere régle: la variable y doit étre dans la théorie dec. La théorie
du troisieme argument est déterminée par le membre droit de la deuxieme
regle.

Des raisons similaires expliquent les autres choix:
e th(dec,1) = enc, th(dec,2) = L
e th(renc, 1) = enc, th(renc,2) = f

e th(f,1) =th(f,2)=f

Avec ces choiz, la théorie est pure.

Notons que la seule décomposition (hiérarchique) non-triviale qui fait la
théorie bien-modée est { enc, dec, renc}W{ f}. La restriction d’avoir une hiérarchie
pousse enc, dec, et renc dans la méme théorie. Or, lintérét est de mazximiser
le nombre des sous-théories, pour que le probleme obtenu apres simplifications
soit plus élémentaire.

Discussion. Contrairement & leur ressemblance (voulue), les différences en-
tre les systemes de réécriture purs et notre résultat de réduction d’un coté, et
les systémes de réécriture bien-modés et le résultat de [CR06] de 1'autre, sont
importantes et multiples:

e dans notre résultat de réduction, nous ne demanderons aucune hypothese
supplémentaire sur la théorie, a part une propriété de variants finis. C’est
une différence fondamentale par rapport a [CRO6], ol ils ont & la fois
une forte hypotheése supplémentaire (hypotheése 1), et une condition sur
la réductibilité de la théorie (hypothese 3), qui joue le role des nos vari-
ants finis. Nous allons montrer que tout systeme pur satisfait en fait une
propriété plus générale que I'hypotheése 1 de [CRO6]: la localité.
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e la théorie de mode maximal doit etre finie pour I'effectivité de la réduction
dans [CRO6]. Cette restriction enleve les théories avec des symboles AC
(e.g. Fo). Pour notre résultat, nous n’avons aucune hypothese de ce genre.

e nos sous-théories ne sont pas hiérarchiques: aucune restriction n’est posée
dans le choix des théories des arguments d’un symbole de fonction. C’est
pourquoi, par exemple, nous avons un partage plus fin dans les exemples
du rechiffrement et de la théorie EP.

e les symboles d’interface permettent plus de souplesse dans la définition de
facteurs: la théorie d’'un argument de h dépend de son contexte. Il est
possible qu’un tel passage au contexte ouvre des portes pour des résultats
futurs ou fasse la liaison avec d’autres domaines de la réécriture.

6.2 Lemmes préliminaires: facteurs, réécriture
et remplacement

Nous allons montrer dans cette section quelques propriétés de systemes purs.
Nous allons voir comment les facteurs d’un terme sont déterminés apres 'application
d’une substitution (section 6.2.1), des pas de réécriture (section 6.2.2) ou des
remplacements (6.2.3). A chaque fois, le systéme de réécriture considéré est pur.

Notation. Soit S une fonction qui associe un ensemble de termes & un terme
(e.g. St,Fact,@). Par convention, pour un ensemble T, nous avons S(7) =
User S(t) et S(My, ..., My,) = S(M;)U...US(My,), ot M; sont des termes ou
des ensembles de termes. Nous allons parf01s identifier une substitution avec
I'ensemble de termes dans son image: S(o) = S(img(o)).

6.2.1 Propriétés des facteurs

Dans les combinaisons disjointes ou bien-modées, quand on instancie une vari-
able x € Fact(¢) avec une substitution o, ou bien 'instance est dans une théorie
étrangere, et alors les facteurs de to s’arretent a zo, ou bien l'instance appar-
tient & une théorie attendue, et alors les facteurs descendent dans Fact(zo).
Dans notre cas, la présence du symbole d’interface nous oblige a descendre dans
xo, juste en enlevant le h, méme quand xzo est un terme alien. C’est le role de
la fonction G. La fonction F, au contraire, rajoute un h au dessus d’'un terme:
un terme t qui change de théorie par normalisation peut étre égal a I'un de ses
facteurs (comme pour les combinaisons sans symbole d’interface), mais aussi a
un terme dans F'(Fact(t)).

Definition 17 (Fonctions F, F, F G,G,G
{t}, si T(t) ¢ thsource(h), et F( ) = {t h(t
que, puisque thsource(h) N thdest(h) = 0, F
définit:

) Pour tout terme t, soit F(t) =
)}, si T(t) € thsource(h). Notons
est idempotente. Pour tout t, on
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o F(t) = F(F(1) et G(t) = G(G(t))

Notons que F(F(t)) = F(t).

Exemple 18 Pour EP, on a F(t) = {t,h(t)}, sitop(t) € {+, Jy,eq, %, Js,ex}.
Dans tous les autres cas, on a F(t) = {t}.

Le role de la définition suivante est de calculer les facteurs d’un terme par
rapport a un contexte: c’est la vue qu’on a d’un terme en venant d’une autre
théorie. Ici nous voyons quand on va descendre dans l'instance en enlevant le
symbole d’interface.

Definition 18 (Facteurs par rapport & une théorie) Soitt un terme et Th
un ensemble de théories. On définit Facttn(t) de la maniére suivante,

e Si T(t) € Th, Factrn(t) = Fact(t).
e Sinon,
— Sitop(t) # hV ThNthdest(h) = 0, Fact,(t) = {t}
— Sit=h(t") & ThNthdest(h) # 0, Factty(t) = {¢'}

Exemple 19 Pour EP, on a Fact{.;p e} (h(a + b)) = Fact{cyp e} (h(a b)) =
{a,b}. Par contre, Fact{.y, o1 (h(a®b)) = {aeb} et Fact,(h(aeb)) = {h(aeb)}.

Quand on descend dans un terme étranger, ce n’est jamais trop profonde-
ment:

Lemme 4 Soit t un terme et Th un ensemble de théories avec T(t) ¢ Th. On
a

° FactTh(t) - @(t)
o Si Factry(t) = {t}, alors Vt'.top(t') = top(t) = Facttn(t') = {t'}

Preuve: Le premier point est immediat par les définitions de G et de Facty.
Pour le deuxiéme point, il suffit de remarquer que, pour tout u, Factty(u) = {u}
si et seulement si top(u) # h ou top(u) = h & thdest(h) N Th = 0. O

La proposition 1 montre un résultat simple, mais crucial dans la suite: pour
calculer les facteurs d’une instance d’un terme, il suffit de calculer les facteurs de
la substitution par rapport aux théories de positions ou elle s’applique. D’abord,
nous montrons un lemme sur le comportement de th(.,.) lors de la composition
des contextes.
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Lemme 5 Soit ¢ un contexte linéaire, ' € Sts(C) et x € Var({'). Si ¢’ # h(x),
alors th({, ) = th({’, x).

Preuve: Si top(¢’) # h, on conclut facilement par définition. Si ¢’ = h(¢"),
soit (p[y] une recette telle que ¢ = (p[¢’]. On a

e th(¢,z) = th(¢", z, H ! (th(Co, v)).
e th(¢’,z) = th(¢",z, HX({T(¢{)})).

On utilisant le fait que thsource(h) N thdest(h) = 0, les deux ensembles sont
égaux a th(¢"”,z,0) et on peut conclure. O

Nous sommes prets a prouver le résultat principal de cette sous-section:

Proposition 1 Soit ([x1,...,x,] un contexte linéaire tel que Fact(¢) = {x1,...,z,}.

Pour toute substitution 0 = {x1 +— t1,...,x, — t,}, on a

Fact(¢0) = Factn(¢,z,)(t1) U ... UFactic 2, (tn)
Et, par le lemme 4, Fact(¢0) C Fact(6) U G(6).

Preuve: Soit x le contexte qui définit les facteurs de ([t1,...,t,], i.e. il ex-
iste uy,...,uy, tels que C[t1,...,tn] = X[u1,...,um] et Fact(C[t1,...,tn]) =
{u1, ..., um}

Montrons d’abord que x = (7, pour une substitution . Ce n’est pas le cas
seulement s’ existe un y € Var(x) et un ¢’ € Sts(¢) \ X tels que T(¢'0) ¢
th(x,y) et, si top(¢'8) = h, thdest(h) Nth(y,y) = 0. Si top(¢’'#) # h, on obtient
T(¢") = T(¢'0) et ¢’ € Fact(¢), en contradiction avec I’hypothese sur ¢. Si
top(¢'0) = h, comme on a dans ce cas thdest(h) Nth(x,y) = 0, on déduit T(¢’) ¢
th(x,y) et donc ¢’ € Fact(¢), contredisant encore la pureté de (.

Par conséquent, pour chaque 1 < i < n, il existe un contexte linéaire (; et
une substitution o; tels que t; = (;0; et Fact(C[t1,...,t,]) = Var(¢1)or U... U
Var((p)on.

Considérons d’abord un i tel que T(¢;) € th(¢, ;). Montrons que dans ce cas
Var((;)o; = Fact(t;) = Factu (¢, (ti). Soit x; le contexte qui définit les facteurs
de t;, i.e. t; = y;[Fact(¢;)]. Il suffit de montrer que y; = ¢;. On considere deux
cas:

o (¢ F(X)etx; ¢ F(X). Dans ce cas, (; = x; résulte immédiatement par
le lemme 5 et la définition des facteurs.

e (; € F(X) ou y; € F(X). Montrons que ce cas n’est pas possible. y; ¢
X est immédiat par la définition des facteurs. (; ¢ X aussi, puisque
T(Goi) € th(¢,x;) et done (o; ¢ Fact(o). Supposons maintenant par
absurde que ¢; = h(w), avec w € X. Puisque wo; € Fact(([t1,...,tn]),
on a T(wo;) ¢ H7L(th(¢, ;). Puisque T (h(wo;)) = T(Goi) = T(t) €
th(¢,x;), on a au contraire T(wo;) € H™(th(¢,2;)). On conclut donc
¢ ¢ F(X). De méme, si x = h(w), on doit avoir T(wo;) ¢ thsource(h)
et donc T(¢;) = h, ce qui est en contradiction avec T(t;) € th(¢, ;). Par
conséquence, on conclut 'impossibilité de ce cas.

42



Nous venons de conclure le cas T(t;) € th(¢, z;).
Considérons maintenant un i tel que T (t;) ¢ th({,x;). Par la définition des
facteurs, on a

e ou bien top(t;) ¢ h V thdest(h)Nth({, z;) = 0, et alors ¢; € Fact({[t1,. .., tn])

e ou bien t; = h(u;) & thdest(h) Nth(¢,x;) # 0, et alors, par I'idempotence
de H et les définitions de T et th, u; € Fact({[t1,...,tn]).

C’est exactement la définition de Factyn (¢ q,)(ti), quand T(t;) ¢ th(¢,2;) et on
peut conclure le lemme.

O
Exemple 20 Pour EP, reprenant l’exemple 14,

e Pour ¢ = exp(x,y), on ath((,z) = {exp}, th((,y) = {+} et

— Si 20 = h(axb) et y§ = cxd, on a Fact((0) = {a,b,c,d} =
Fact(z0,y0), puisque T (z0) € {exp} et T(yh) € {*}

— Si a0 = h(a+b) et y§ = c+d, on a Fact((0) = {a + b,c+d} C

G(x0,y0), puisque T (x0) ¢ {exp} et T(y0) ¢ {x}

e Pour( = zeyez, on a Fact(h(axb)eh(a+c)e(a+d)) = {axb,a,c,a+d} =
Facte(h(axb)) UFacte(h(axb)) U Facte(a + d).

e Pour ¢ = h(x), on a th((,x) = thsource(h) = {+,} et
— stz € {a+b,ax b}, Fact(h(z8)) = {a,b} = Fact(; . (z0)
— six) = h(a e b), Fact(h(z0)) = {a e b} = Facty .y (20)

Le lemme suivant nous permet d’utiliser la proposition 1 pour le contexte
qui définit les facteurs d’un terme.

Lemme 6 Pour tout terme t, soit ( le contexte linéaire qui définit les facteurs
de t, i.e. t = (o,img(o) = Fact(t). Alors ¢ est tel que Fact(¢) = Var(().

Preuve: Soit, par 'absurde, ¢’ € Fact(¢) ~ X et ("[z] tel que ¢ = ¢”[¢']. Par
définitions, on a T({’) ¢ th(¢”,z) et

e ou bien top(¢’) # h.
e ou bien top(¢’) = h & thdest(h) Nth(¢”,z) = 0.

Dans les deux cas, par définitions, on déduit T(¢'o) ¢ th(¢”,x) et (o € Fact(t).
Contradiction avec la définition de (. O

Pour étudier le comportement d’un facteur, nous allons collecter toutes les
théories dans lesquelles il occure:

Definition 19 (Occurrences d’un facteur) Soitt,u deuz termes et ¢ le con-
texte linéaire qui définit les facteurs de t, i.e. t = (o, img(o) = Fact(t). On
définit thy(t, u) = U, evar(c) zomu (G, ).
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Exemple 21 thy(h(axb)e(axb),axb) = {+, e} etths(h(aeb)e(asd), aeb) = {+}.

Le lemme suivant a une grande importance par la suite. Etant une généralisation
de la proposition 1, il explique comment sont obtenus les facteurs et les sous-
termes d'un terme apres I'application d’une substitution. Encore une foi, la
situation est comme dans la combinaison disjointe: la substitution est ou bien
étrangere et les facteurs sont a la surface de o (i.e dans G(o)), ou bien indigene,
et les facteurs sont dans Fact(c).

Lemme 7 Pour tout terme u et substitution o,
Fact(uo) = (Fact(u) \ X)o U M,
et
St(uo) = (St(u) ~ X)o USt(M,),
ot M, C Fact(o) UG(0).
Plus précisément, M, = Uerar(u)mFact(u)
Fact(u), M,, C Fact(zo) U G(z0).

De plus, quand |ths(u,x)| =1 ou bien x a une seule occurrence dans Fact(u),
on a Myo = Facti (o) (70).

M, ot, pour tout x € Var(u) N

Preuve: Soit ( le contexte linéaire et (par le lemme 6) tel que Fact(()
Var(¢) qui définit les facteurs de w, i.e. 30. u = (0,img(0) = Fact(u).

Soit Var(() = Vi W Va, avec Vi, Vs tels que Vo € V. a6 ¢ Var(u) et Vo €
Va. 26 € Var(u). Par la proposition 1 et le lemme 4, on obtient Fact(uo) =
Fact(((0o)) = Vi0o U, ey, Factin(cy) (yo) = (Fact(u) \ X)o U M,, avec M, C
Fact(c) UG(c) (on a aussi utilisé le lemme 4).

Plus précisément, M, = UmeFact(u)mVar(u) M, avec M, défini comme suit:
pour chaque x € Fact(u) NVar(u), M., = UyEVw Factin(c,y) (70), avec V, = {y €
Var(¢) | y8 = z}. Si, de plus, |thy(u,z)| =1 ou si z a une seule occurrence dans
Fact(u) (i.e. |Vz| =1), on a Vy,y" € V,. th((,y) = th({,y’) = thy(u,z). Donc
My = Facti (u,z)(0). O

Exemple 22 Pour u = exp(h(z),x) on a |thy(u,z)| = [{x}| =1 et Fact(uo) =
Fact,(zo), pour tout o. Par contre, pour u = exp(z,z), on a |thy(u,z)| =
[{exp,*}| = 2 et Fact(exp(exp(a,b), exp(a,b))) = {a,b, exp(a,b)} = Fact(exp(a,d))U

G(exp(a,b)).

La localité (section 6.3) et la conservativité (section 6.4) sont des propriétés
qui assurent que les sous-termes des preuves ou des solutions a considérer sont
dans un ensemble borné par le probleme de départ. Pour les prouver, nous
allons montrer que tout terme trop grand dans une preuve ou une solution peut
étre remplacé par un terme plus petit. Le remplacement est, bien str, dans les
sous-termes sémantiques:

Definition 20 (Remplacement) Soitv = ([vy,...,v,] un terme tel que Fact(v) =
{v1,...,0,}. Pour deuzx termes u,t, on définit le remplacement de t par u dans
v par
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e v{t—ul=u, siv=t
o v{t — u} = lvi{t— u},...,v.{t — u}], sinon
Exemple 23 Pourt=axbetu=c, ona
o (exp(axbyaxb)e(axb)){t— u} =exp(c,axb)ec
o (exp(h(axb),h(axb))xaxb){t — u} =exp(h(a*b),h(a*xb))xaxb

Comme dans le lemme 7, mais cette fois-ci pour les notions de remplacement
et sous-terme de surface, le role du lemme 8 est d’étudier le comportement d’un
terme t lors de 'application d’une substitution. Un sous-terme de zo sera de
surface dans to s’il est de surface dans xo et si x et de surface dans t. Le
remplacement est propagé aussi dans la substitution.

Lemme 8 Soit u un terme tel que, pour tout x € Var(u) NFact(u), [thy(u,z)| =
1 ou bien x a une seule occurrence dans Fact(u). Considérons une substitution
o et un terme t # uo. Soit la partition Fy W Fo W F3 de Var(u) N Fact(u) telle
que:

o Yz € Fy.T(zo) € thy(u,x)

o Vx € 5. T(vo) & thy(u,z) & Facte (uq)(z0o) = {t}
o F3 = (Var(u) N Fact(u)) \ (F1 U Fy)

1. Soit M = {v € Fact(u) ~ X | vo = t}. Alors

SSty(uo,t) = SSty(u, M)V \/ (SSty(u,2)ASSty(xo,t))V \/ (SSts(u, z)ASSt(z0,1))

rEF r€F,

2. Soit Clwy, ..., wy, F1, Fa, F5] un contexte tel que u = Cluy, ..., u;, Fy, Fa, F3]
et {uy,...,u} = Fact(u) ~ X. Pour un terme v, soit o’ la substitution
définie comme suit:

e YV c I,
— zo' =xo{t— v}, sizo £t
— x0' =x0, sixzo =1
o Vx € Fy, za’ = x[v], si xzo = x[t] € F(t)

o Vx € F3, w0’ = zo{t — v}

Alors
uo{t — v} = Cluro{t — v},...,yof{t — v}, Fio’, Fyo' F50']
3. Si M est un ensemble de termes clos et t ¢ Var(u),

uo{t — v} =u{t — v}’

45



Preuve: Soit Fy = {z1,..., 2}, Fo = {y1,...,ym}, F3 = {z1,...,25} et C
comme dans le point 2 du lemme. Par la proposition 1, le lemme 4 et le lemme
7, ils existent Ci,...,Cny X1y -« -5 Xn, 71, - - -, Ts tels que

e pour C' = Clwy, ..., Wi,y ooy Cny X1se v oy Xoms Ty -« -5 Ts), on a uo = C'[Fact(uo)],
i.e. C’ est le contexte qui définit les facteurs de uo

e pour tout 1 <i <mn, on a x;0 = (;[Fact(z;0)]
e pour tout 1 <i < m, on a y;0 = x;[t], avec x; € F(X)
e pour tout 1 <i < s, on a z;0 = m[t'], avec t' # t et m; € F(X)

On conclut le premier point, par la définition de SSty, et le deuxiéme point,
par la définition du remplacement. Le troisieme point est un cas particulier du
deuxieme. O

Exemple 24 Soit u=x e h(y) e (z+1D).

1. Sixoc =a+b, on a SSty(uo,a + b) = true, grace a SSty(u,x) = true. Si
zo = a, on a SSty(uo,a + b) = true, grice a SSty(u,z + a) = true. Si
xo = aeb et yo = aeb, on a SSty(uo, aedb) = false, cartop(zo) € thy(u,x)
et SSty(u,y) = false.

2. e Sit=a+b,xzo=h(a+b),yc=a+betzo=a, onax,y€ Fy et
uo{t — v} = h(a+b)eh(a+b)ec, car h(a+b){a+b+ c} = h(a+D).
e Sit=uaxb, xo =h(axb), zo0 =ax*b, on a x,y € Fy et us{t — v} =

h(c) e h(c) e (c+b)

6.2.2 Facteurs et réécriture

Dans cette sous-section nous allons montrer que, dans la forme normale d’un
terme ¢ (par rapport & un systéme de réécriture pur),

e ou bien ’ensemble des facteurs est inclus dans ’ensemble des formes nor-
males de facteurs de ¢, ou bien on change de théorie lors de la réduction
en rentrant dans un des facteurs de ¢ (proposition 2).

e 'ensemble des sous-termes stricts est inclus dans les sous-termes des formes
normales de facteurs de ¢ (corollaire 2)

Pour cela, nous allons d’abord montrer deux lemmes préliminaires concer-
nant 'instance d’une regle (lemme 9) et son application dans un pas de réécriture
(lemme 10).

Le lemme suivant montre que, ou bien une instance d'une regle préserve
la théorie et les facteurs, ou bien le changement de la théorie a lieu a travers
une regle dont le membre droit est une variable et son instance un facteur de
Iinstance du membre gauche. Le deuxiéme item dans le premier point nous dit
que les facteurs qui ne sont pas déja a la surface de 16 ne peuvent pas surgir a
la surface de 6.
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Lemme 9 Soit R un systéme de réécriture pur. Pour toute reglel — r € R et
toute substitution 0, on a

e Si T(rf) =T(0), alors

— Fact(rf) C Fact(10) UCg et
— Vt € Fact(rf) \ Cr. SSty(rf,t) = SSt;(10,t)

e SiT(rf) # T(10), alors

—reXet
— 3t € Fact(l). Factu(,ry(r0) = {t} & SSt(rf,t) = SSt;(10,t)

e T(IO)=T() et, sir ¢ X, T(rf) =T(r)

Preuve: On commence par prouver le dernier point. On a T(10) # T(I),
seulement si | = h(z). Par la définition des systémes purs, c’est impossible. De
méme, si 7 = h(z), puisque T(I) = T(r) = h, on aurait [ = h(l’) et donc r
est une constante - contradiction. Avant de prouver les deux premiers points,
notons aussi que, pour tout « € Var(l), th(l,z) = th¢(l,z) et th(r,z) = ths(r, x),
grace au fait que [ et r sont des termes purs.

Admettons maintenant que T (rf) = T(16). Soit Var(r) = {z1,...,z,}. Par
le lemme 7, puisque Vi.|th(r, z;)| = 1 et r est pur, on a Fact(rf)) = Factu(y 2, ) (210)U
...UFactn(r 2,y (znf)U(Fact(r)NCr ). D’autre part, Var(l) = {z1,...,Zn,¥1,- -, Ym},
pour certaines variables y1, ..., y,. Comme pour r, grace au fait que R est pur
et Vi.th(l, z;) = th(r, 2;), on a Fact(l) = Factu(y z,)(210)U. . .UFacty (o, ) (2,0)U
MiU.. .UM,,U(Fact(l)NCg), pour certains ensembles My, ..., M,,. On conclut
donc Fact(rd) C Fact(l0) UCrg.

Pour la deuxieme partie du premier cas, on utilise le lemme 8. Fixons un
t € Fact(rf) \ Cr. Soit FJ, F§ C Var(r) et, respectivement, F}, F} C Var(l) les
ensembles des variables donnés par le lemme 8 appliqué a r, 0, t et, respective-
ment, [,0,t. Par la définition des systemes purs, on a F] C F! et Fy C Fl.
Puisque Fact(r) ~ Var(r),Fact(l) \ Var(l) C Cg, on déduit par le lemme 8 et
par le fait que R est pur (qui nous donne Va € Var(r).SSt(r,x) = SSt(l, z),
SSty(r,x) = SSt(r,x),SSty(l,z) = SSt(l, x)), que

SSty(rf,t) = \/a:EFl'"(SSt(T7 x) A SSty(z0,t)) vV \/weF;(SSt(r, x) A SSt(x6,t))
= Vaer (SStl, @) AN CZp(20,1)) V V c py (SSE(, ) A SSt(26, 1))
=SSty (16,1)

Supposons maintenant T (r0) # T(10). Si, par absurde, r ¢ X, on a T(l0) =
T() = T(r) = T(rf) - contradiction. On a donc que r € Var(l). De plus,
T(r9) ¢ {T()} = th(l,r). Par le lemme 7, on déduit qu'il existe un ¢ tel
que Facty, ) (r0) = {t} et t € Fact(l0). De plus, si SSt(rf,t) = true, on a
rf = t. Puisque SSt(r,r) = true, on a, par la définition des systémes purs,
SSt(l,r) = true. Par le lemme 8, on obtient SSt(I,r) A SSt(r6,t) = SSt;(10,t)
et on conclut le deuxieme point. O

Nous relevons maintenant le lemme précédent a un pas de réécriture:
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Lemme 10 Pour tout terme t, avec Fact(t) en forme normale, et terme t' tel
quet —t' on a

e ou bien

— Fact(t') C Fact(t) UCr et
— Vu € Fact(t') \ Cr. SSty(t',u) = SSts(t,u)

e ou bien Ju € Fact(t). t' € f(u) De plus, sit' =u, SSty(t,u).

ou Cr est l'ensemble des constantes de R en forme normale.
De plus, si T(t') # T(t), on est dans le deuziéme cas du lemme.

Preuve: Soit [ — r la régle de réécriture appligée, i.e. il existe un contexte Clx]
et une susbtitution 6, tels que ¢t = C[If] et t' = C[rf]. Si C = z, on conclut par le
lemme 9. Sinon, par le lemme 7, on a Fact(t) = (Fact(C)~{x})0UFactu(c 1) (10).
On fait quelques disjonctions de cas:

e T(I0) € th(C,x). Dans ce cas, Fact(t) = (Fact(C) \ {x})0 U Fact(l0). On

a deux cas:

— Si T(rf) = T(19), on a évidemment T(¢') = T(¢). Par le lemme 7,
on déduit

Fact(t') (Fact(C)\{x})0 U Fact(r0)

Z (Fact(C)\{z})0 UFact(l§) = Fact(t)

en utilisant le lemme 9 pour l'inclusion.

Il nous reste a montrer la deuxieme propriété pour le premier cas
du lemme. En utilisant le lemme 8 et le lemme 9, pour tout u €
Fact(t') ~ Cr, on a

SSty(C[ro], u) SSty(C,u) V (SSts(C,z) ASSty(rf,u)) lemme 8
SSty(C,u) Vv (SStf(C,z) ASSts(l0,u)) lemme 9
SSt,(C[16], ) lemme 8

4

d’ou1 on conclut la propriété voulue.

— Si T(rf) # T(l6), en utilisant le lemme 9, on a r € Var(l) et 76 €

F(Fact(10)). On considere deux cas:

x* C ¢ F(X). Alors T(¢) = T(t). De plus, par l'injectivité de
H et thsource(h) N thdest(h) = @, on a [th(C,z)| = 1 et donc
th(C,z) = {T(10)}. Par la définition des systémes purs, on a
T0) ={T)} = th(l,r) et on déduit th(C,z) = th(l,r). D’ou

Fact(C[rf]) = (Fact(C)~ {x})0 UFacty(c,2)(70) lemme 8
= (Fact(C) ~ {})0 U Facty,(;,,y(r0)  puisque th(C,z) = th(l,r)
C  (Fact(C) ~ {z})0 U Fact(l0) lemme 8
= Fact(C]i6))
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Il nous reste a prouver la propriété supplémentaire pour le pre-
mier cas de I’énoncé. Notons qu’on a T(rf) ¢ th(l,r) = th(C[z], z),
car {T(r0)} # {T6)} = {T()} = th(l,r). Pour tout u €
Fact(C[rf]) \ Cr, on a donc

SSt;(C[ro], w) SSt;(C,u) Vv (SSty(C,x) ASSt(rf,u))  lemme 8
SSt;(C,u) Vv (SSty(C, ) ASSty(l0,u)) lemme 9
SSt;(Ci0], u) lemme 8

4

* C € F(X). Dans ce cas, en utilisant I'injectivité de H, on a
- ou bien T(#') # T(t): on doit étre dans le deuxieme cas
de Iénoncé. En effet, comme dans le cas précédent, on a
Ju. Facty,(r0) = {u} C Fact(lf) C Fact(C[if]). Donc,
en utilisant aussi le lemme 4 et les définitions de F, G, on
at' € F(u), pour un u € Fact(t). De plus, si t’ = u, on a
C € X &rf = u et, puisque SSt(r,r) = true et SSt(r,r) =
SSt(l, ), on obtient SSty(t,u) = true.
- ou bien ¢t = h(10), t' = h(rf) et T(I0) ¢ thsource(h). Alors on
a [0 € Fact(t), en contradiction avec le fait que les facteurs
de t sont en forme normale. Ce cas est donc impossible.

e T(10) ¢ th(C,z). Dans ce cas, par le lemme 7, on a Fact(t) = (Fact(C) ~
{210 U {w}, avec w € G(16). Donc 1§ € F(Fact(t)). Puisque tous les
facteurs de ¢ sont en forme normale, on a w # [f. Donc top(l) = h et
10 = h(w). Par la définition des systeémes purs, ¢a implique que r est une
constante en forme normale. En particulier, r n’est pas une variable. On
a donc T(r) = T(I) = T(I10) et on conclut:

Fact(t') = (Fact(C) ~ {x})0 U {r} C Fact(t) UCr

De plus, T(#') = T(t). Il nous reste donc a verifier la deuxiéme pro-
priété pour le premier cas de ennoncé du lemme. On a Fact(t') \ Cr C
(Fact(C) ~ {z})8 et donc Yu € Fact(t') \ Cr.SSts(t',u) = SSt;(C,u) =
SStf(t,u), en utilisant le lemme 8.

O

Exemple 25 Dans cet exemple, nous voyons comment le lemme précédent
fonctionne itérativement. Pour Rgp,

o sit=exp(h(axb), J,(b)xc), on at —* h(axc) et Fact(h(axc)) = {a,c} C
Fact(t).

o sit=-cxp(h(axb), (b)), on at—* h(a) € F(Fact(t)).

e nous n'avons pas d’exemple pour le cas t' € f(Fact(t)) ~ F(Fact(t)). Pour
garder la classe de systémes purs simple, nous avons preferé de payer le
priz de la double barre, méme si elle n’est pas nécessaire pour l’étude de
cas.
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Lemme 11 Pour tout terme t en forme normale, on a F(t)| C F(t) UCr.

Preuve: Par la définition des systémes purs,
e Sit ¢ Cr, h(t) est en forme normale, donc F(t)| = F(t)
e SiteCr,h(t)] € {h(t)} UCr C F(t) UCr. O

Dans la proposition suivante nous caractérisons l'interaction des théories lors
de la normalisation d’un terme: ou bien la théorie ne change pas, et les facteurs
de la forme normale sont les mémes que les facteurs avant la normalisation,
ou bien on change de théorie, en obtenant un facteur et, eventuellement, le
décomposant pour obtenir la forme normale.

Proposition 2 Pour tout terme v = ([t1,...,t,], avec Fact(v) = {t1,...,tn},
on a:

e ou bien Fact(v]) C Fact(C[t1],...,tnl]) UCr

e ou bien il existe un s, 1 < s < n, tel que
— ou bien v] € f(tsl)
— ou bien v] € F(Fact(t,])) & T(ts]) # T(ts) & top(ts]) # top(ts).
e ou bien v] € ?(CR)
De plus, si T(v]) # T(v), on est toujours dans les deux derniers cas.

Preuve: Notons d’abord que, en utilisant la proposition 1, on a Fact(C[t1],...,tnl]) =
FiU...UF,, ou, pour tout 1 <i<n

e T(t;l) € th(¢,x;) = F; = Fact(t;])
o T(til) ¢ th(¢ @) = Fi={u;} CG(t;])

Puisque, par la définition des facteurs, pour tout 1 < i < n, on a T(¢;) ¢
th(¢, x;), on déduit que F; € G(t;]) implique T (¢;]) # T(t;) et, en utilisant en
plus le fait que Factyy,(¢ »,)(t:) = {t:} et le lemme 4, aussi top(t;]) # top(t;).

Pour chaque i tel que F; = {u;} C G(t;]), écrivons t;| = C;[u;], avec
C; € F(X)

Soit vg = ([t1],...,tnl]. Considérons une dérivation vy —* vy —* v] telle
que chaque étape de réduction de vg —* vy satisfait les conditions du premier
cas du lemme 10, tandis que la premiere étape de réduction de v; —* v] satisfait
le deuxieme cas du lemme 10.

Notons que Fact(vg) UCg est un ensemble de termes en forme normale, par
la proposition 1 et le lemme 6. Donc, par une simple récurrence sur la longueur
de vg —* vy et le lemme 10, on a que Fact(vy) C Fact(vg) UCgr. Si la dérivation
vy —* v] est vide, on conclut le lemme. Sinon, soit Fact(vg) = G W B, ou
G = {u]|3s.Fs € G(ts]) & u € Fi} et B = Fact(vg) ~ G. Par le lemme
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10 appliqué a vy, on a v; — v' € ?(Fact(vl)) et donc v| € ?(Fact(vl))l -
F(Fact(vg)UCR)] C F(Fact(vg) UCR), en utilisant le lemme 11 pour la derniere

inclusion. Soit ¢ € Fact(vg) UCr tel que v]| € F(t). Si on est dans I'un des cas
suivants, on conclut:

e tc GUCxr
d te{tlia"'atnl}
o v E?(t) ~ {t}

Le cas problématique est quand v| =t € G({t1],...,tol}))N{t1l,. .., t,l}U
G UCgr). On montre que ce cas n'est pas possible. En effet, par récurrence sur
la longueur de vg —* vy et le lemme 10, on a d’abord SStf(vi,t) = SStf(vo, ).
D’autre part, par le deuxieme cas de ce lemme appliqué a vy et puisque v1| = t,
on a SSty(vy,t) = true. On obtient donc SSty(vg,t) = true. D’autre part,
sit € GHtil,. . tnl}) ~ ({t1l,...,tal} U G U Cr), chaque occurence de t
dans Fact(vp) et dans un t; tel que ¢t;| = h(¢). Par définition, ga implique
SSty(vg,t) = false - contradiction.

De plus, si T(v]) # T(v), on est dans les deux derniers cas, par le lemme
10. U

Exemple 26 Pour EP, on a
o Siv=-cxp(h((a+b)*Ji(c)),cxd), Fact(v) = {a+b,c,d} et

Fact(v]) = {a+ b,d} C Fact(v)

o Siv=-exp(h((a+b+Jp(b))*J(c)),c), Fact(v) = {a+b+ J(b), Ji(c),c}
et
vl =h(a) € F((a+b+ Ju(b)])

e Siv=_(axb+b+ Jp(b))*Ji(b), Fact(v) = {axb+ b+ Jp(b), Je(b)} et
vl =a € Fact((axb+b+ Jo(b))])

avec T(axb+b—+ J1 (b)) et T(axb+b+ J (b)) qui changent par normal-
1sation.

Pour un terme ¢, on va noter par ld(t) la longueur d’une normalisation
innermost de t de longueur minimale. Quand la théorie d’'un terme ¢ change,
nous montrons que soit la théorie de I'un des ses facteurs change, soit il est egal
a l'un des ses facteurs u tel que Id(u) < ld(t):

Corollaire 1 (de la preuve) Pour tout termev = ([t1,...,t,], avec Fact(v) =
{t1,...,tn} et T(v]) # T(v), ou bien v| € F(Cr), ou bien il existe un i tel que

o ou bien T(t;]) # T(t:) & top(ti]) # top(t;)
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o ou bien Jw € f(tl) vl =wl| & ld(w) < ld(v)

Preuve: Supposons que v| ¢ F(Cgr) et, pour tout 1 < i < n, T(4 l)

T(t;) Vtop(ti]) = top(t;). Considérons & nouveau la derivation vy —* vy —* v]
définie dans la preuve de la proposition 2. Puisque T(v]) # T(v), on a v, —+
v]. Comme on a vu, on a v;| = C[C[t]], pour des contextes C,Cy tels que
C[Cs] € F(X) et un t tel que Cs[t] = t,], pour un 1 < s < n. On peut donc
choisir i = s et w = C[t4], car Id(C[ts]) = ld(ts) < ld(v), ol on utilise v| ¢ Cg,
pour avoir C[ts|] = C[ts]], et v1 = v], pour l'inégalité. O

Lemme 12 Pour tout terme t,
1. St(F(t)) C F(
(

) (
2. St(G(t)) € G(t) USt(t) C G(St(t

Preuve:

1. St(F(t)) = St(t) U St(h(t)) = St(t) U {h(#)} U St(Fact(h(t))) C St(t) U
{h(t)} U St(Factihsource(h) (t)). En utilisant thsource(h) N thdest(h ) =0,0
USt(t )

déduit Factisource(n) (t) € Fact(£)U{t} et on conclut St(F(t)) C F(t)U
2. Si G(t) = {t} le résultat est immédiat. Si ¢t = h(¥'), on a St(G(t)) =
St(t)USt(t') = St(t)U{t'}USt(Fact(t’')). Pour conclure, il suffit de montrer

que Fact(t') C St(t). Sit' € St(t), c’est immédiat. Sinon, on a T(¢') €
thsource(h) et donc Fact(h(t')) = Fact(t'), par la proposition 1.

3. Cette propriété est immédiate par définition.

4. Cette propriété n’est pas évidente seulement si ¢ = h(h(¢')). Dans ce cas,
il suffit de remarquer que Fact(¢t) = {h(¢')}, en utilisant la proposition 1
et le fait que thdest(h) N thsource(h) = 0.

5. On a St_(F(t)) = St(Fact(F(t))). Comme vu dans le premier point,
Fact(F(t)) C Fact(t) U {t}. On conclut donc St (F(t)) C St(t).

O

Les sous-termes d’un terme v sont, par définition, v en union avec les sous-
termes de ses facteurs. Au fait, grace a nos relations de compatibilité entre sous-
termes et réécriture, ¢’est une propriété qui reste vraie apres la normalisation
de v, modulo les éventuelles descentes dans G:

92



Corollaire 2 Pour tout terme v = ([ty,...,t,], avec Fact(v) = {t1,...,tn},
St(v]) CG(v]) USt(t1], ..., tnl)UG(t1l, .., tal) UCr

Preuve: Par définition, St(v]) = {v|} USt(Fact(v])). Par les propositions 2 et
1, 0on a

e ou bien Fact(v]) C Fact(C[t1],...,tnl])UCR C Fact(t1],... A DUG(t ], ...t U
Cr et alors St(v]) C {v]} USt(t1],...,tnl) UG(t1],...,t,]) UCr, par
définitions et le lemme 12.

e ou bien il existe un s, 1 < s < n, tel que
— ou bien v] € f(tsl). Par le lemme 12, on a St(f(tsl)) C f(tsl) u
St(ts]). On conclut, car F(ts]) C G(v]) U {tsl}.

— ou bien v] € f(Fact(tsl)). Ce cas est similaire du précédent.

e ou bien v| € f(CR) et on conclut immédiatement.

O

Exemple 27 Donnons un exemple qui montre la nécessité de G pour EP. Prenons
v = exp(h(a),b) e c, avec Fact(v) = {exp(h(a),b),c}. On av| = h(axb)ec et
St(v]) = {v]}U{axb,a,b,c}. On aaxbe G(exp(h(a),b))])~ {exp(h(a),b))]}.

6.2.3 Remplacement et réécriture

Notre dernier résultat préliminaire est la proposition 3, qui montre que la
réécriture commute avec le remplacement de facteurs. Comme dans la sous-
section précédente, nous considérons d’abord les cas d’une regle de réécriture
(lemme 13) et d’un seul pas de réécriture (lemme 14).

Lemme 13 Pour toute régle | — r d’un systéme de réécriture pur, toute sub-
stitution 0 et tous termes en forme normale t,v, on a (10){t — v} =16 et, si
ré¢ X, (ro){t— v} =r0, ou, pour tout x € Var(l),

o 20 = z0{t — v}, si

— T(z0) € th(l,z) & z0 £t ou
— T(@t) ¢ th(l,) & Factinn (20) # {t)

o 20 =0, si T(x0) € th(l,z) & 20 =t
o 10" = x[v], si T(20) ¢ th(l,z) & Factu( ) (z0) = {t} & x0 = x[t]

Preuve: [6{t — v} = [0’ suit immédiatement par le deuxiéme point du lemme
8, car, pour tout z, thy(l,x) = th(l,z) et le systeme est pur. Sir ¢ X, ro{t —
v} = rf suit de la méme maniere, car alors th(r,z) = th(l,z), pour tout = €
Var(r). O
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Quand on remplace un sous-terme ¢ d’'un terme u qui contient un radical,
par la pureté du systeme, le remplacement peut se faire soit a coté, soit dans la
partie substitution, soit plus haut que le radical. Si, en plus, le terme a tous ses
facteurs en forme normale (ou si ¢ est en forme normale), le dernier cas n’est
pas possible: le remplacement peut alors commuter avec le pas de réduction.
Sauf dans le cas special quand le résultat de la réduction est ¢ (ou dans F(t)),
car alors t peut étre construit par la réduction et non pas obtenu d’une de ses
occurences dans St(u):

Exemple 28 Soitt =a+ b.
o Pouru=(a+b)*xbxJ.(b), onau—tetu{t—c} —t{t —c}=c.
e Pouru=a+b+c+ Jy(c), onau—t et u{t — c} —t.

e Pouru = h(a)eh(b), on au — h(t) et u{t — ¢} — h(t). Cependant, dans
ce cas, h(t){t — c} = h(t).

Lemme 14 Pour tout terme u, avec Fact(u) en forme normale, tout terme u’,
tel que uw — v, et termes en forme normale t ¢ Cr,v, on a

e ou bien u' ¢ F(t) et u{t — v} — u'{t — v}
e ou bien v’ = ([t] € F(t) et u{t — v} — u” € {u/,([v]}

Preuve: Notons que, si v’ = ([t] € F(t), v'{t — v} € {/,([v]}.
Soit Clx] et I — r € R tels que u = C[if] et ' = C[r6]. Si C = z, on
conclut par le lemme 13. Sinon, on considere quelques cas.

e Cas T(l0) € th(C, z). Par le lemme 8 (z a une seule occurrence dans C) et
puisque ¢ est en forme normale et donc 16 # t, on obtient C[I0]{t — v} =
C{t — v}[10{t — v}]. Par le lemme 13, on a (0{t — v} = 10" et, sir ¢ X,
rO{t — v} = rd’, pour une substitution 6" definie dans I’énoncé du lemme.
Sir ¢ X, onaaussi T(10) = T(rf), par le lemme 9, et, si 0 = ¢, rf’ = rf.
Donc on conclut C{t — v}[r0'] = C{t — v}[ro{t — v}] = C[ro]{t — v}
et u{t — v} — v {t — v}.

Si r € Var(l), on consideére deux cas:

— T(rf) = T(10). Dans ce cas, on a T(rd) € th(l,r) et, par le lemme
13, r0" = r0{t — v}, si rf £ t, et r6’ = rf, si r = t. D’autre part,
par le lemme 8, on a C[ro]{t — v} = C{t — v}[r0{t — v}], sird #t,
et Clrol{t — v} = C{t — v}[r0{t — v}], si 70 = ¢. On conclut donc
u{t — v} — u'{t — v}

— T(rf) # T(10). Notons que, par le lemme 9, on ar € Var(l) et T(I) =
T(10). Par la définition des systeémes purs, on obtient T (r6) ¢ th(l,r).
Par le lemme 13 et la definition de Facty(; ), on a alors deux cas

* Si Facty ) (rf) = {t},r0 = x[t] € F(t), on ard = x[v].
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- Si C'" # h(z), on a, par linjectivité de H et thsource(h) N
thdest(h) = 0, |th(C,z)| = 1 et donc th(C, z) = {16}, T(r0) ¢
th(C, ). Ce qui nous donne C[ré]{t — v} = C{t — v}[x[v]] =
C{t — v}[rf’]. On a donc u{t — v} — u'{t — v}.

- Si C = h(z) et T(rf) ¢ th(C,z), on conclut comme dans
le cas precedent. Si T(rf) € th(C,z), on a C[rf] € F(r0),
top(rf) # h et r = t. On obtient donc u’ = h(t) € F(t) et
u{t — v} — h(v).

* Sinon, on a rd’ = ro{t — v}

- SiC ¢ F(X), on a |th(C,z)| = 1 et donc T(rf) ¢ th(C,z).
Ce qui nous donne C[ro]{t — v} = C{t — v}[ro{t — v}] =
C{t — v}[rd’]. On a donc u{t — v} — u'{t — v}.

- Si C = h(x) et T(rf) ¢ th(C,x), on conclut comme dans le
cas precedent. Si T(rf) € th(C,x) et r0 # t, on a u{t —
v} — Cro'] = Clrol{t — v} = W{t — v}. Sird = t,
on a h(rf) € F(t) et r8’ = v. Donc u' = h(t) € F(t) et
u{t — v} — h(v).

e Cas T(10) ¢ th(C,x). Dans ce cas, Fact(u) = (Fact(C) ~ {z})0 U {w},
avec w € G(I0). Donc 1§ € F(Fact(u)). Puisque tous les facteurs de u
sont en forme normale, on a w # [f. Donc top(l) = h. Par la définition
des systemes purs, ¢a implique que w et r sont des constantes et donc
t ¢ St({w,r}) U G(w,r). On a donc C[l0]{t — v} = C{t — v}[l0] et
C[rol{t — v} = C{t — v}[rf] et on conclut u{t — v} — u'{t — v}.

O

Proposition 3 Pour tout terme u, avec tous les facteurs en forme normale, et
termes t ¢ Cr,v en forme normale

e ou bienul ¢ F(t) et u{t — v}| =ul{t — v}]
e ou bien u| = x[t] € F(t) et u{t — v}| € {ul, x[v]l}

Preuve: Supposons d’abord que pour tout terme dans la derivation de u vers
sa forme normale, tous les facteurs sont en forme normale. Des lors, on peut
appliquer le lemme 14 & chaque pas. Notons que F(t) est en forme normale, par
la définition des systemes purs. Dong, si la normalisation de w est u —* u; — ul,
dans chaque pas de la derivation u —* u; on est dans le premier cas du lemme
14. Par une simple recurrence, on déduit u{t — v} —* u1{t — u}. Si dans le
dernier pas u; — u| on est aussi dans le premier cas, on obtient u{t — v} —*
ul{t — u}. Par convergence, on conclut u{t — v}| = ul{t — v}|.

Si dans u; — u] on est dans le deuxieéme cas du lemme 14, on obtient u{t —
u} —* u”’ € {ul, x[v]}. Par convergence, on conclut u{t — v}| € {ul, x[v]|}.

Soit maintenant w; le premier terme dans la normalisation de w qui n’a
pas ses facteurs en forme normale. Par le lemme 10, on a u; € F(Fact(u)).
Donc u; n’a pas ses facteurs en forme normale seulement si u; = h(h(w)),
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avec w € Fact(u), Fact(uy) = {h(w)} et h(w) n’est pas en forme normale. Ca
implique uy ¢ F(t) et t ¢ St(uy). Puisque la derivation u —* wu; est comme
dans le cas précédent, on obtient u{t — v} —* u1{t — v} = u;. Comme, par la
définition des systemes purs, u1| € F(Cr) ~ F(t), on a uy [{t — v} =u1|. On
conclut u| ¢ F(t) et u{t — v}| = ul{t — v}|. O

Exemple 29 o Soit u=exp(h((a+b)x J(c+d)),c+d). Alors,

— pourt=c+d, on aul ¢ F(t) et u{t — v}| =ul{t — v}

— pourt=a+b, on aul € F(t) et u{t — v}] = h(v) # h(t) = ul{t —
v}. Dans ce cas, on a par contre u{t — v}| = h(v), quand u] = h(t).

e Pouru=nh(axb+c+d)eh(Jy(axb)) ett=axb, on aul =h(t) € F(t)
et u{t — v}] = h(v).

o Pouru=h(axb+c+d)eh(Ji(c+d)) ett=c+d, onaul=h(t) € F(t)
et u{t — v} = ul.

6.3 Localité

La localité est une propriété de systemes de déduction introduite par McAllester
[McA93], qui s’est averée d’une grande importance dans les applications a la
sécurité. Elle nous dit que, s’il existe une preuve de T + v, il existe une preuve
C locale, i.e. dont tous les termes intérmédiaires sont des sous-termes de T et
v. Dans nos notations: V¢’ € St(¢). {'[T]| € St(T,v). Maints résultats de
décidabilité pour la récherche d’attaques (passifs - recherche de preuve dans
un ensemble clos - ou actifs - résolution des contraintes de déductibilité) sont
basées sur un résultat de localité: e.g. [CLS03, CKRT03a, CKRT03b, CLT03,
DLLT08, Shm04, LLTO07].

Pour traiter des théories encore plus complexes, des résultats de combinaison
pour la localité sont désirables. Cependant, il n’existe pas des travaux dans cette
direction, a part [ACDO07]. Méme pour les théories bien-modées, les auteurs
de [CRO6] prennent une hypothese plus forte que la localité (I'ainsi nommée
hypothese 1), ne montrant pas de maniere satisfaisante quand elle est satisfaite.

Le résultat principal de cette section est une généralisation de [ACDOT] et
[BCDOTb], au dela des théories bien-modées. Nous allons montrer que, pour les
systemes de réécriture purs, toute preuve est equivalente a une preuve locale,
dont la décomposition selon les sous-termes sémantiques nous donne des termes
intermédiaires qui sont des sous-termes des hypotheses ou de la conclusion.

La localité repose sur la notion de sous-termes sémantiques et sur une fonc-
tion D qui rajoute ou enleve des contextes a un terme t. D est défini par un
ensemble fini de régles de remplacement u; — v;, 1 < ¢ < n: pour tout t,
D) ={vif |t =w;f, 1 <i<n}.

Definition 21 (Localité) Un systeme de réécriture R est local par rapport
a D et St si, pour toute recette C et tout ensemble fini T de termes en forme
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normale, il existe une recette ¢ telle que ¢[T]] = C[T]] et, V¢' € St(C), {'[T]] €
D(St(T)) U D(St(C[T]L))

La localité nous dit que, si t peut étre déduit de T', alors il existe une recette ¢
telle que C[T']| = t et, si on décompose ( selon ses sous-termes, en les normalisant
on reste proches des sous-termes de 7' et t. La notion de ”proximité” est donnée
par D.

Pour EP, D doit par exemple rajouter un h au dessus des termes:

Exemple 30 Soit T = {h(h(a) + J4(b)),b} et t = h(h(a) xb). Pour Rep,
la recette ¢ la plus simple telle que ([T|| =t est ¢ = exp(x;  h(xa),x2). Si
on considére ¢! = x1 ® h(xze) € Step(C), on obtient {'[T]] = h(h(a)), qui n'est
pourtant pas dans Step(T) U Step(t). On a ('[T]| = h(u), avec u € Stgp(T),
d’ot la necessite du remplacement {x +— h(x)} dans Dgp.

Passons a la preuve de localité pour les systemes purs, par rapport a St
et D = {x — h(x),r — h(h(z)),h(z) — 2} U{z — u | u € F(Cr)}. Nous
allons d’abord montrer un résultat qui parle de la décomposition ('acces & ses
sous-termes) d’un terme: si la théorie d’un terme change par normalisation, il
est égal a I'un des ses sous-termes stricts. Nous utiliserons ceci plus tard pour
identifier des preuves qu’on va appeler des décompositions.

Lemme 15 Pour tout terme u et systeme de réécriture pur R, on a
T(ul) # T(u) & top(ul) # top(u) = ul € F(G(St(u)))] UF(Cr)

ot St<(u) = St(u)\{u}.

Preuve: Nous faisons la preuve par récurrence sur ld(u) - la longueur d’une
derivation innermost de u vers sa forme normale. Nous allons prouver une
propriété plus forte: Jw € F(G(St<(u))). u = w] & ld(w) < ld(u). Si u est en
forme normale, T(u]) = T(u) et on conclut facilement. Si u est une constante
ou une variable, ’ensemble de ses facteurs est vide. Puisque T (u]) # T(u), on
a, par la proposition 2, u] € () - contradiction.

Supposons maintenant que u = ([uy, ..., ug], tel que Fact(u) = {uy,...,ux}.

Notons d’abord que, pour chaque wu;, on peut supposer que Id(u;) < ld(u).
En effet, puisque T(u) # T(ul), ceci n’est pas le cas seulement si v = h(u;)
et u] = h(u;]). Donc top(u) = top(ul) et on peut conclure par contradiction.
Admettons donc que ld(u;) < ld(u), pour tout 1 < i < k. De plus, on peut
supposer que ¢ ¢ F(X), sinon u| € Cg.

Maintenant, puisque T (u]) # T (u), par le corollaire 1, ou bien u| € F(Cr)
- et on conclut - ou bien il existe un i, 1 < i < k, tel que

e ou bien T(u;]) # T(u;) & top(u;l) # top(u;)

e ou bien Jw € f(uz) w] =v| & ld(w) < ld(u).
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Dans le deuxieme cas, on conclut.

Dans le premier cas, puisque ld(u;) < ld(u), on peut appliquer ’hypotheése de
récurrence: il existe un w € F(G(St<(u;))) tel que w| = u;| et ld(w) < ld(u;).

Considérons le terme v’ = (luy,...,uj—1,w,Uit11,...,ux]. On a ld(u') <
ld(u) et v'| = u]. Pour appliquer I'hypothese de récurrence a u', notons que
T(u') = T(u), car ¢ ¢ F(X), et donc T(u']) # T(u') & top(u']) # top(u'). Par
I’hypothese de récurrence, on obtient u| € F(G(St<(u'))| U F(Cr).

Pour conclure, il suffit de montrer que F(G(St<(u'))] C F(G(St<(u))l.
Notons que F(G(St<(v'))] = 7( (St<(u’)])], par convergence.

Par le lemme 7, on a St-(u/) C St (u) U St(Fact(w) U G(w)). Puisque
w € F(G(St<(u;))), on aw € {w',h(w'),h(h(w’))}, pour un w’ € G(St<(u;)) C
G(St<(u)). On considere chaque cas:

w', Ste(u) © G(St<(u)) et G(St<(u)) S G(G(St<(u)))
u)), en utilisant le lemme 12. On obtient donc F(G(St(u’))]
<(u

))| et on conclut.

N 1N

Q=
QY g
/\

—~
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G(St<(u))U{h(w)} et G(St< (u')) € G(G(St<(u)U
{h(w")}, par le lemme 12. Puisque (:w’ll u;| €
t-(u'))| € G(St<(u))] et on conclut F(G(St-(u'))| C

h(w’), St<(u)
} € G(St<(u))
|, on obtient G(S
<(w)!.

o Siw = h(h(uw')), St< () € G(St<(u))U{h(w'), h(h(w'))}. Puisque h(h(w'))| =
ui| € St<(u)l, on obtient G(St<(7)) C G(Ste(u))] U{h(w")]} et donc
)l C ( (St<(u))l UF({h(w)})]. On conclut, en observant

({h(w)H] = {h(w")],h(h(w)) L, h(h(h(w))) 1} = {h(w') ], uil, h(ui) |} € F(G(St<(u)))]
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F(G(St<(u)
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O

On conclut donc u] € f(é(5t< (u)] U ?(CR)
Exemple 31 Pour EP,
o Siu=-exp(h((a+0b)*c),J(c)), on a

— T(u) = top(u) = exp
~ ul = h(a+b), T(ul) = o, top(ul) = h
— ul € F(St<(u))

o Siu=h((axb)+c)eh(Ji(c)), ona

— T(u) = top(u) =
— ul =h(axbd), T(ul)=exp, top(ul) ="
— ul € F(St<(u))
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La double barre au-dessus du F n’est pas mécessaire pour EP. Donnons
un exemple artificiel, ou elle l’est. Considérons un systéme de réécriture qui
contient (parmi d’autres) les régles f(zey,y) — x,zoyeJo(y) — x et supposons
que o € thdest(h) et T(f) = eo. Notons aussi que, pour que f(x ey, y) soit pur,
on doit avoir th(f,1) = e. Pour u= f(h(a) eb,b) e a e J,(a), on obtient

o Stc(u) = {a,b}
o T(u)=top(u)=e
o ul =h(h(a)), T(ul) = top(ul) = h

o ul € F(Ste(u)) ~ F(Ste(u))

Nous allons montrer que, pour toute preuve qui n’est pas locale, il existe une
preuve plus petite de la méme chose, ot 'ordre entre les preuves est donné par:

Definition 22 (Mesure sur les recettes) Pour une recette ¢, soit |(|xn le
nombre d’occurrences dans ¢ de symboles qui ne sont pas dans {h} UCgr, et [(]
la taille de ¢. Alors on definit m(¢) = (||xn, [C]) et on compare les recettes
suivant la composition lexicographique des deux ordres sur les entiers naturels:

m(¢’) <m(C) ssi ou bien |('[zn < [Cln ou bien |¢'fzn = [Clen & | < [C]-

Nous allons montrer dans la suite qu'un ¢ avec m(¢) minimal est local.

Le lemme suivant identifie deux possibilités pour les preuves avec un en-
semble des hypotheses T: ou bien leur conclusion est un sous-terme de 7', ou
bien leur théorie est identique & celle de leur conclusion (ce sont les preuves
par composition). Plus précisément, le lemme montre que, si T F v et v n’est
pas un sous-terme de T, alors il existe une preuve par composition dont la
mesure est minimale. Cette classification adapte celle (déja) classique (e.g.
[RT01, CKRT03a, ACDO07]) au cas des combinaisons pures.

Dans la suite, nous allons parfois identifier une substitution o avec I’ensemble
de termes dans son image, img(o). Ceci justifie la notation o - v utilisée dans
le lemme suivant et ensuite.

Lemme 16 (Décomposition/Composition) Soit o une substitution en forme
normale et v un terme tel que o Fv. Alors,

Décomposition: ou bien v € ?(G(St(d))) U f(CR)
Composition: ou bien il existe une recette ¢ telle que:

e (0l =v
o V('.{ol =v = m(() <m({)
o T(Col) = T(Co) Vitop(Cal) = top(Co).
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Preuve: Soit ¢ une recette telle que (o] = v et m(¢) minimal. Si T({o]) =
T(Co) Vtop(Col) = top({o), on conclut. Supposons que ce n’est pas le cas.

Par le lemme 15, on a v € F(G(St<(¢0)))|UF(Cr). Siv € f(CR), on conclut.

Sinon, par le lemme 7, on obtient ou bien v € F(G(St<(¢))o)| ou bien v €

F(G(St(0)))|. Sion est dans le deuxiéme cas, on conclut, en utilisant aussi le
lemme 11.

Si on est dans le premier cas, soit (5 € G(St<(¢)) la recette telle que v €
{Cool,h(Coa) ], h(h(Coo))l}. Pour un ¢" € {¢o,h(¢o),h(h(Co))}, on a ('o] = v.
Si top(¢) # h, on contredit la minimalité de ¢, car [('|zn < [¢|£n. Sitop(¢) = h,
on a, par le lemme 11, ou bien (o | € Cg, et on conclut, ou bien top({c]) = h, et
on contredit notre supposition sur . Ce qui nous permet de conclure le lemme.

O

Maintenant, si une preuve donnée de T F v n’est pas locale, le lemme
précédent nous assure que les gros termes intermediaires sont obtenus par com-
position. Nous allons montrer que dans ce cas ils peuvent étre remplacés par
une constante publique c. Les lemmes des sections précédentes assurent que
ce remplacement est compatible avec la réécriture: en normalisant apres le
remplacement, on obtient la conclusion v ou le gros terme est remplacé par
c. Puisque le gros terme n’apparait pas dans les sous-termes de v, ce dernier
remplacement est vide et la conclusion de la nouvelle preuve est ainsi v. On
obtient ainsi une preuve locale de T' - v, car chaque remplacement d’un gros
terme diminue la mesure m:

Théoreme 1 (Localité) Soit R un systéme de réécriture pur, o une substitu-
tion mormalisée et v un terme tel que o - v. Alors il existe une recette ( telle
que

o (ol =

o V(' €5t(C).C'al € F(G(St(o,v)) UF(Cr)
Preuve: Soit ¢ la recette avec m(¢) minimal et telle que (o] = v. On montre
par récurrence sur la taille de ¢ qu’elle satisfait une propriété plus précise que

celle requise: V¢' € St(¢).¢'o| € S(o,v), avec

S(o,v)

oo Mo o |
S &

/a —~
S QA
(Vp]

—

c ccl

Si ¢ est une variable, on conclut imméditatement, car alors v € St(o). Sinon,
soit ¢ = (o[C1,y - -+, k], avec Fact(¢) = {¢1,...,Ck}. Solent vy = Giol,...,v; =
Crol. Notons que, pour tout 7, m((;) est minimal parmi les recettes qui permet-
tent de déduire o - v;. Par ’hypothese de récurrence, on a que Vi.V¢" € St((;) :
C'ol € S(o,v;).

60



On montre maintenant que Vi. v; € S(o,v). Soit Big = {v;,,...,v;, } C
{v1,...,vx} Pensemble des termes tels que Vj : v;; ¢ S(o,v) et supposons par
contradiction que cet ensemble n’est pas vide. Par le lemme 16, pour chaque
v; € Big, on peut supposer que T(v;) = T({;0) ou top(v;) = top(¢;o). En
conséquence, puisque, pour tout ¢ € {iy,...,i,}, ¢; € Fact(¢) ~ X, on déduit
par la proposition 1 et le lemme 4, que T(v;) ¢ th(Co, ;) et Facty(c,.z,)(vi) =
{ti} € G(’UZ)

Soit m € {i1,..., iy} tel que t,, est maximal (en taille) parmi (Jj_, FaCtth(Co,zij)(vij)'

Pour chaque 1 < j < k, voyons quelle valeur v;{t,, — ¢} peut prendre, pour
une constante ¢ € Cr. On considere trois cas:

e v; € S(o,v) \ F(G(v)). On montre que t,, & St<(v;). Si, par contradic-
tion, t,, € St<(v;), on a ty, € St<(S(o,v) \ F(G(v))) C F(G(St(o))) U
G(St<(v)) U F(Cr), en utilisant le lemme 12 pour I'inclusion. On déduit
vm € F(t) C F(F(G(St(0)))) U F(G(St<(v))) UF(Cr) C S(o,v), en con-
tradiction avec v, € Big. Donc t,, ¢ St<(v;) et v;{t,, — ¢} € {v;,c}.

e v; € Big. Siv; € {tm,h(ty)}, on a v;{t,, — c} € {c,h(c), v, }. Sinon, on
a v; € {t;,h(t;)}, pour {t;} = Factm(Co,2;)(v)) et b ¢ {tj,h(t;)}. De
plus, par la maximalité de t,,, on a t,, ¢ Sts(t;). Donc v;{t,, — ¢} = v;.

e v; € F(G(v)). Supposons par contradiction que t,, € St<(v;) C G(v) U
St (v). Sit,, € St<(v), onawv,, € F(St-(v)), contredisant le fait que v,, €
Big. Le seul cas qui reste a considerer est ¢, € G(v). Par la minimalité
de ¢, on obtient v, = h(t,,) et v = t,,. Alors top((,,) # h, car autrement
on aurait une preuve plus petite de v, contredisant la minimalité de (.
Puisque v,,, € Big, on obtient T (v,,) = T({;no). Puisque top((no) # h
(on a utilisé aussi que (,,, ¢ X), on obtient T(v,,) # h. Par définitions,
on déduit v, € F(t,). On obtient donc v, € F(G(v)) C S(o,v), en
contradiction avec v, € Big. Donc t,,, ¢ St<(v;) et v;j{t,, — c} € {v;,c}.

On conclut que, pour tout 1 < j <k, vj{t,, — ¢} € {¢,h(c),v;}

Notons que v ¢ F(t;). Dans le cas contraire, t,, € G(v), contredisant la
minimalité de ¢. Par conséquent, puisque v = (y[v1, ..., vg]l et {o[v1, ..., vx] est
avec tous les facteurs en forme normale, par la proposition 3, on a v{t,, — ¢} =
Colviy ..oy vgp){tm — c}|. De plus, t,, ¢ St<(v), sinon contredisant v, € Big,
donc v{t,, — ¢} = v.

En utilisant le lemme 8, on obtient: {o[v1, ..., ve]{tm — ¢} = (o[v],- .-, VL]
ol:

o si T(v;) ¢ th(Co, ;) & Factth(cow)(vi) = {tm}, alors v} € {¢,h(c)}. En
particulier, v, € {c,h(c)}

e sinon, v} € {v;{t,, — c},v;}

Puisque v;{t,, — ¢} € {v;,¢c,h(c)}, pour tout 7, on déduit qu’il existe une
preuve ' de o F (o[v], ..., vl = Colvr, ..., vg){tm — c}| = v. Soient ¢1,...,
les preuves correspondantes de v1, ..., v} et (" = (o[(], ..., (). Notons que:
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e pour tout i, m(¢}) < m(¢;). En effet, ou bien v; = v;, et alors ¢/ = ¢,
ou bien v; € {tm,h(tm)} & vl € {c,h(c)} et alors ¢/ = v.. Dans ce cas,
|¢/]£n = 0. Montrons que |¢/| < [(;] ou [(i]zn > 0. Puisque t ¢ St(o), et
donc (; ¢ X, ce n’est pas le cas seulement si ; est une constante. Puisque
v; € {tm,h(tm)} et t,, ¢ Cr, on déduit que (; ¢ Cr. Par conséquent,
|Cilszn > 0.

e m((,) < ((m). Eneffet,onav], € {c,h(c)} et donc ¢}, € {c,h(c)}, |, |2 =
0. On a |}, = |Gn| seulement si ¢, € {a,,g(a),g(z)}, pour g,a € F.

Dans tous les cas, on a |Gy, |£n > 1, en utilisant v, ¢ F(St(o) UCRr).

On conclut donc que m(¢’) < m(¢), en contradiction avec la minimalité de
¢. Donc Big est vide et on déduit que {v1,...,vx} C S(o,v). (**)

Soit ¢" € St(¢). Par definition, ¢’ € {{} USt((y,...,¢k). Si ¢ = ¢ on a
immédiatement ('o| € S(o,v). Si ¢’ € St(¢i,...,Ck), on a, par (*) et (**),
('ol € F(G(St(0))) U F(G(St<(S(o,v)))) U F(G(S(0,v))) U S(0,v) € S(0,v),
en utilisant le lemme 12 et 'idempotence de F, G. g

En d’autres termes, le théoreme précédent nous dit que tout systeme pur R
est local par rapport & St et D = {z — h(z),z — h(h(z)),h(z) — z} U {z —
u|ueF(Cr)}

Exemple 32 Pour EP, (on va noter Ji(t) par —t)

1. Soit 0 = {21 — h(a*b—"0),29 — b} et v = h(axb*b). On a que
¢ = exp(xy ® h(xz),x2) est une preuve locale de o & v: son seul terme
intermediaire est (' = x1 ® h(xz) et on a (‘o] = h(axb) € F(St(0)).
Notons qu’il n’existe pas de preuve de o - v qui evite ('o|.

2. Soit 0 = {x1 — h(a),z9 — b} et v="h(axb+b). On a que exp(xy,22)®
h(xza) est une preuve locale de o b v: son seul terme intermediaire est
¢' = exp(xy,12) et ('o| = h(axb) € F(St(v)). Notons qu’il n'existe pas
de prewve de o = v qui evite (o).

6.4 Conservativité

Dans le cas de contraintes closes, la localité est suffisante pour réduire le probléeme
a ce qu’on appelle la déductibilité dans un pas (e.g. [BCDO7b, LLT07, ACDO7,
CLTO03]): on devine les étapes intermédiaires de la preuve dans ’ensemble de
termes fourni par la localité.

Quand le systeme de contraintes C contient des variables, I’ensemble de ter-
mes intermédiaires (St(Co)) est inconnu, car il dépend de la substitution con-
sidérée 0. Nous allons montrer dans cette section qu’il peut étre factorisé: il
suffit de considérer des solutions o pour lesquelles St(Co) C St(C)o. Pour cela,
comme dans la preuve de localité, nous allons remplacer chaque gros terme
d’une solution par une constante publique. La compatibilité de la réécriture
avec le remplacement nous assure qu’on obtient ainsi toujours une solution,
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plus petite. Cette idée (I'existence de ”petite attaque”) a été deja utilisée dans
e.g. [RT03, CR05, CR06, DLLT08, MS05], notre contribution dans cette section
étant sa généralisation aux théories pures.

On considere, ici aussi, une fonction D (qui n’est pas nécessairement la méme
que pour la localité) définie par un ensemble fini de régles de remplacement, qui
rajoute ou enleve des contextes a un terme.

Definition 23 (Conservativité) Une théorie E est conservative (par rapport
a D et St) si, pour tout systéme de contraintes satisfaisable C, il existe une
solution o de C telle que St(Col) C D(St(C)o]).

Pour EP, D doit par exemple enlever un h:

Exemple 33

hia+b)ec x

?
}_
?
Foy y = h(z*d)

h(a +b) e c,exp(r e Jo(c),cxd)
oc={zxr— h(la+b)ec,y+— h((a+b)*cxd),z+ (a+0b)*c} est une solution
minimale de C. t = a + b € Stgp(Co|)\Step(C)o|. Puisque h(a +b) = (x o

Jo(€))ol, o est conservative si le remplacement {h(x) — x} fait partie de la
définition de Dgp.

Passons a la preuve de conservativité pour les systemes de réécriture purs,
par rapport & St et D = {h(z) — 2} U{x — u | u € F(Cr)}. Nous allons
d’abord montrer que le remplacement d’un ”gros” terme descend toujours dans
la substitution:

Lemme 17 Soit u un terme, t,v des termes en forme normale et o une sub-
stitution normalisée telle que t ¢ G(St(u)a]) U F(Cr). Alors:

1. (uo){t — v} = u(o{t — v}) et t € St(uoc) = t € St(o).
2. (uo){t— v}l =ucl{t — v} =ulc{t — v})].
3. t € St(uc|) = t € St(o).

Preuve: On fait la preuve par récurrence sur la taille de u. Si u est une variable
ou une constante, le résultat est immédiat pour tous les 3 points. Sinon, soit
u=Clu1,...,u] tel que Fact(u) = {uy,...,ug}.

1. D’abord, par la proposition 1, on a:

Fact(C[uyo, ..., uro]) C Fact(uyo, ... ,uxo) UG(uio, ..., upo)

De plus, par le lemme 12, St(G(u;0)) C St(u;0) UG (u;0), pour tout 1 < i <
k. Ainsi, on a t € St(uo) = t € {uoc} USt(uio,...,uxo) UG(uio, ..., up0o).

Par les hypotheses du lemme, on a t ¢ G(uol,uiol,...,uxcl). On en
déduit t ¢ G(uo,uy0,. .., u,o), en utilisant que ¢ est en forme normale, t ¢ Cr,
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le lemme 11 et le dernier point dans la définition de systemes purs. Il s’ensuit
que t € St(us) == t € St(uio,...,ur0). De plus, puisque, pour tout i,
u;o ¢ F(t), par le lemme 8, on obtient:

(uo){t = v} = ([(wo){t = v}, ., (ugo){t = v}]

Par ’hypotheése de récurrence, pour tout i, (u;0){t — v} = u;(c{t — v}) et
t € St(u;o) = t € St(o). Ainsi on conclut (uo){t — v} = u(c{t — v}) et
t € St(uo) = t € St(o).

2. Prouvons d’abord la premiere egalité. On a

’UJO'L = C[ulo—lv e 7uk0-lH«

Notons que, pour chaque i, wu; satisfait les hypotheses du lemme et on
peut appliquer ’hypotheése de récurrence: (u;0){t — v}| = wol{t — v}| =
wilo{t—vhl. B

Puisque t ¢ G(St(u)ol), on a t ¢ G(u;o]). Par la proposition 1, il resulte
que Fact(Cluyol,...,uxol]) N {t} C Fact(uiol,...,uxcl). Puisque, en plus,
Clurol,...,uxol] # t (car t est en forme normale et (uo)| # t), on obtient par
le lemme 8

Clural,... ugo|[{t = v} = Clurol{t — v}, ... upo [{t — v}]

En outre, Fact(C[uic],...,urol]) C Fact(uiol,...,uro)UG(uiol, ... uxol):
tous les facteurs de ([uyol, ..., upo]] sont en forme normale et, en plus, uo| ¢
F(t). Par la proposition 3, on a

Clurol,...,upol[{t — v}] = ucl{t — v}|

En rassemblant toutes ces identités et en utilisant la convergence de R, on
obtient:

Cluro{t — v}, ...,ugo{t — v}|]| = uo|{t — v}|
Par I'hypothese de récurrence, (u;0)|{t — v}| = (u;0){t — v}|. De plus,

on a vu dans le point 1 ci-dessus que C[ujo,...,uxo]{t — v} = (luio{t —
v}, ..., ugo{t — v}]. Alors,
(uo){t — v}l = (luo,...,upo{t — v}|
= ([(uo){t = v}, (upo){t = v}]]
= ([(wo){t —v}l, ..., (uro){t — v}l]l
= (luol{t—v}l,...,upcl{t — v}|]l

= (uo)[{t — v}
La deuxiéme egalité requise suit de (uo){t — v} = u(c{t — v}), le premier
point du lemme.
3. Par le corollaire 2, on a

St(uo]) C G(uo]) USt(uiol,...,uxol) UG(uol,. .., uxol) UCr
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Puisque t ¢ G(uc|,ui0],...,uxol) UCg, on obtient t € St(uo]) = t €
St(uiol,...,urol). Par 'hypothese de récurrence, on conclut ¢ € St(o).
O
En mettant ensemble le lemme 17 et la proposition 3 on obtient:

Corollaire 3 Soient u un terme, t ¢ Cr,v des termes en forme normale et o
une substitution normalisée. Supposons que ou bien tous les facteurs de uo sont

en forme normale, ou bien t ¢ G(St(u)o|) U F(Cr). Alors:
e siuc| ¢ F(t), on a (uo){t — v}] =uo|{t — v}|.

o siuc| = x[t] € F(t), on a (uo){t — v}| € {uc], x[v]l}

Preuve: Si tous les facteurs de wo sont en forme normale, on applique la
proposition 3. Sinon, t ¢ G(St(u)o]) U F(Cr), on applique le lemme 17, en
observant que dans ce cas uo| ¢ F(t). O

Parfois nous aurons besoin de remplacer, a l'inverse, la constante ¢ par le
terme t. Le lemme suivant nous montre que ce remplacement conserve les pas
de réécriture, puisque ¢ n’apprait pas dans R:

Lemme 18 Pour tout terme v, contexte ¢ et constante ¢ n’apparaissant pas
dans R, siv| = ([c], C[t] € F(t) et t ¢ Cr est en forme normale, alors v{c —

tH = C[t].

Preuve: Puisque ¢ n’apparait pas dans R, on a ¢ € St(v) et v| = ([¢] =

v{c st} —* ([t]. Comme ([t] € F(t) et t ¢ Cr est en forme normale, on a par
la définition des systémes purs que ([t] est en forme normale. On conclut donc

v{c—t}] = (lt]. O

Parfois, en remplagant un gros terme ¢ par une constante ¢, on perd quand
méme des capacités de déduction, malgré nos propriétés de compatibilité entre
le remplacement et la réécriture. Le role de la notion suivante sera alors de
fournir un moyen pour récupérer les choses perdues.

Rappelons que I’ensemble de constantes est partitionné dans Cpy.j,, & Cpyp, OU
Cpriv sont les constantes privées, connues par l'intrus seulement si divulguées
par les agents: il lui faut une preuve non triviale pour les avoir. L’ensemble
Cpup représente les constantes publiques, toujours disponibles avec une preuve
triviale. Nous supposons, sans grande perte de généralité, que l'intersection de
Cpriv avec les constantes qui apparaissent dans R est vide.

Definition 24 Soient v un terme, t un terme en forme normale, c1,...,c,
les constantes de Cpripy qui apparaissent dans v,t et soient ci, ¢4, ...,k des
constantes publiques n’apparaissant pas dans R. Soit 0. c» le remplacement de
chaque ¢; par &, i.e. docr = {c1 — I} {e, — &Y. On définit

vt = v{t = ¢;}eer{ct — t}
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Intuitivement, v! est obtenu en remplacant les constantes de v par des con-
stantes publiques nouvelles, excepté celles qui apparaissent dans une occurrence
de t comme sous-terme de v. Le sens de cette transformation est de faire trans-
parentes les parties de v qui ne correspondent pas a des occurrences de t comme
sous-terme.

Exemple 34 Par exemple, (axb+a+b)"° =axb+aP + b7, (axbxc)™ =
aPxbP xcP et ((a+axb)* (b+axb))™ = (a? +axb)x (b? +axb). Notons que,
sit ¢ St(v), alors vt ne contient que des symboles publics, i.e. T = vt pour tout

T.
Lemme 19 Siv est en forme normale, alors vt est en forme normale.

Preuve: v peut étre obtenu a partir de v* en remplagant a l'inverse chaque ¢
par ¢;. Comme les constantes ¢! n’apparaissent pas dans R, si lo est un radical
dans v?, alors [0’ est un radical dans v, oul ¢’ est la substitution ¢ dans laquelle
chaque ¢! est remplacée par ¢;. O

Le deuxieme point du lemme 20 nous montre comment v’ peut étre utile,
quand v] € F(t) et v{t — ¢ }] # v].

Lemme 20 Soient u un terme, t un terme en forme normale, ¢; une constante
et o une substitution. Supposons que ou bien tous les facteurs de uo sont en

forme normale, ou bien t ¢ G(St(u)o]) U F(Cr). Soit v =wuoc. Alors:
1. siv| ¢ F(t), alors vt| = v|"
2. siv] € F(t), alors v{t — ¢;}| =v| ouvt| =v].

Exemple 35 Avant la preuve, donnons un exemple. Soit t = a xb.

1. Pourv=a*b+b+ Ji(b) +d, nous avons

Vil = (et b S (0F) + )L = et dP = (t+d) = ol

2. e Pourv=ax*xbxdxJ.(d), nous avons v] =axb et v{t — c}| =v]

o Pourv = axb+b+.Jy(b), nous avonsv| =t. Nous aurons besoin d’un
moyen pour supplanter la perte contenue dans le fait que v{t — c}| =
(c+b+J: (b))l = c. Ca sera le fait que vt| = (t+bP + J(bP))] = t.

Preuve: 1. Soit w = v{t + ¢;}dc,. Supposons d’abord que v| ¢ F(Cpriv).
Alors v| ¢ F(t)UF(Cpriv) et done, par le corollaire 3 et le fait que ¢4, ¢f, ..., b
n’apparaissent pas dans R,

’U}l = Ui{t = ct}éc,cpl = Ul{t = Ct}éc,cp

Puisque w] ¢ F(t), on déduit que w] # ¢; et, par définition de F' et puisque
¢ ¢ R, wl ¢ F(¢). En appliquant a nouveau le corollaire 3, on conclut
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o] = wies o £} = wlfer o £ = vl {t o e }bee, o o £ = (01)'] = (0],
en utilisant le lemme 19 pour le dernier pas.

Supposons maintenant que v| € F(Cprip). Par définition de F et puisque
Cpriv NR = 0,onav|=cé¢€ Cpriv. Par consequence, en appliquant le lemme
18 en conjonction avec le corollaire 3, on obtient w| = ¢?. Donc w{c; — t}] =
wl{c; —t}] =c? =vl".

2. Par le corollaire 3, ou bien v{t — ¢;}]| = v| (et on conclut) ou bien
v{t — ¢}| = ([er], pour un ¢ tel que v| = ([t] € F(t). Notons que, puisque
¢t & Cpriv, o1t & (ley] ¢ F(Cpriv). En applicant a nouveau le corollaire 3 on
obtient: w| = ([c¢]de,e, = ([cs]

Finalement, par le lemme 18, on obtient v'| = w{c; — t}| = ([t] = v|, et
on conclut. O

Lemme 21 Soient v un terme et o une substitution. Nous avons:
('UO')(sC,Cp = (’U(Sc’cp)(d(sc’cp)

Preuve: Immédiate par récurrence et la définition du remplacement. O

Les deux lemmes qui suivent seront utiles pour montrer, dans une preuve
par récurrence sur 'occurence des variables dans un systeme de contraintes, que
(vo)t est toujours déductibile de T'o, si vo l'est.

Lemme 22 Soient v un terme, t un terme en forme normale et o une substi-

tution telle que t ¢ G(St(v)o) U F(Cr). Soit 8., le remplacement de toute
constante privée par une constante publique correspondante. Alors (vo)t =

Ve, (0").

Preuve: On a:

(vo)t = (vo){t — ct}dccr{ct — t} = par définition
(v(o{t — ct}))oeer{ct — t} = par le lemme 17
(Voe,cr (o{t = e }occr)){cr — t} = par le lemme 21
= 00¢,cr (0{t — ¢;}0c cr{c, — t}) = par le lemme 17
= v0e,c, (o) par définition
U
Lemme 23 Soient ([z1,...,x,] une recette telle que Fact(¢) C X ett,vy,..., v
des termes. Nous avons ([vy,...,vg)" = (v, ..., vL], ou:
o vl =l siv; & F(t).
o v, € {v;,v!}, autrement.
Preuve: Par définition, [v1,...,vx]" = C[v1,. .., v0k]{t — ¢t }0c v {ct — t}.
Par le lemme 8 et la définition de F', on a ([v1, ..., vg]{t — ¢t} = C[v), ..., v},
avec:

o v/ =v{t— ct},siv; ¢ Ft)
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o v/ € {v;, x[e1]}, autrement.

Par le lemme 8 & nouveau et puisque, pour toute constante ¢ ¢ R, T(c) = ¢,

ona: C[vY,...,v0]0¢c.cr = C[v]dccr, ..., V1 0c cr].
Finalement, on conclut {[v}dc.cr, ..., V) 0ccr]{c; — t} = (v, ..., v], avec:

o vl =vl siv; & F(t).
e v, € {v;,v!}, autrement (on a utilisé v; € F(t) = v;{t — &} € {vi, 1 }).

O

Ce lemme clé permet le remplacement d’un gros terme ¢ dans une preuve
par une constante publique. Il utilise d’'une maniere cruciale 'origination, la
monotonie et les propriétés prouvées précédemment:

? ?
Lemme 24 Soit C = {T\ F z1,..., T, b x,} US un systéme de contraintes
satisfaisable et soit o une solution de C. Soient (i, ...,(, les preuves de Tho
210, ..., Tho b xp0. Soitt un terme en forme normale tel que t ¢ G(St(C)o|)U

F(Cr). On a que YiV( € St((;)Vv tels que ([Tio]] = v:
1. (Tio){t— c} Fo{t — c}.
2. (Tio){t — c} F o'

pour une constante publique c.

Preuve:

Nous faisons une récurrence lexicographique sur la paire (i,[¢]). Pour un
ensemble des termes T et une substitution 6, nous allons noter T+ 6, si T+ 26
pour chaque x € dom(#).

Cas de base. Sii =1 et { est une variable, alors v € Tyo| = Ty, car T}
est clos, par origination. Etant donné que t ¢ G(St(Ty)o]) = G(St(T})), on a
Tio{t — ¢} = Tho et v{t — ¢} = v. On obtient ainsi Tyo F v{t — c}. De plus,
puisque ¢ ¢ St(v), v’ ne contient que des symboles publics et donc il existe une
preuve triviale de Ty F vt. Par conséquent, on conclut.

Pas de récurrence. Nous prouvons les deux points séparement. Notons
que, par monotonie, origination et hypothese de récurrence, nous avons: Vx €
Var(T;).(Tio){t — c} F xzo{t — c} et (Ty0){t — c} F zo?.

1.

a. Supposons d’abord que ( est une variable. Ainsi, il existe un v € T;o
tel que u| = v. Soit u = w'o, avec v/ € T;. Siv ¢ F(t) et puisque t ¢
G(St(u')o]), on déduit par le corollaire 3 que u{t — c}| = v{t — ¢} et on
conclut. Autrement, si v € F(t), par le lemme 20, on a u{t — ¢}| = u| = v ou
u'| = u| = v. Dans le premier cas, ou bien v = h(t) et v{t — c} = v, et on
conclut, ou bien v =t et v{t — ¢} = ¢, au quel cas on a une preuve triviale de
(T;o){t — c} Fv{t — ¢}, puisque ¢ est une constante publique.

Dans le deuxiéme cas, étant donné que t ¢ G(St(u')o), par le lemme 22,
on obtient u* = (u'0) = w4, »(c). Finalement, puisque par ’hypothése de
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récurrence on a (T;o){t — c} b o' et 0. ne contient que des symboles
publics, on déduit que (T;0){t — c} F wd.cr(c')| = u'| = v, et on conclut
comme avant que (T;0){t — c} F v{t — c}.

b. Soit maintenant C = CO[Cl? R Ck]7 FaCt(C) = {Cl? s 7Ck}7vl = Cl [T;(T]l, s

G[Tio]l.

Supposons d’abord que v ¢ F'(t). Puisque, par le lemme 6 et la proposition
1, {o[v1, ..., vg] est un terme avec tous les facteurs en forme normale, par le
corollaire 3, on obtient v{t — c} = v[{t — c} = (o[v1,...,vx]{t — ¢}| (*). Par
le lemme 8, on obtient (o[v1,...,vi]{t — c} = (olvl,...,v;] (**), avec, pour
tout 1 <5 <k,

e ou bien vj = v;{t — c} et alors on a une preuve de (T;0){t — c} - v} par

I’hypothese de récurrence.

e ou bien v; € {c,h(c)} et alors on a une preuve triviale de (T;o){t > c} I
v}, puisque tous les symboles de v sont publics.

e ou bien v = v; € F(t). Supposons d’abord que v; € F(t) \ {t}. Alors,
par définition de F et des facteurs, nous avons v; = v; = v;{t > c}, donc
on a une preuve de (7;0){t — c} b v; par I'hypothese de récurrence. Il
nous reste le cas vj = v; = t. Dans ce cas v} = v;, donc on a une preuve
de (Tio){t + c} - v} par le deuxiéme point de I'hypothese de récurrence.

Ainsi, dans tous les cas, (T;0){t — c} I vj. Denotons par (i,...,(; toutes
ces preuves de (T;o){t — c} F vi,...,v.. Par (*) et (**) on obtient que
Col¢t,---+¢,) est une preuve de (T;o){t — ¢} + v{t — c}. Ceci conclut la
premiere partie du lemme, quand v ¢ F(t).

Supposons maintenant que v € F(t) et soit v’ = (y[v1,. .., vg]. Puisque v’ a
tous les facteurs en forme normale, par le lemme 20, on obtient v'{t — c}| =
v/| =vouv™| =] =v. Sion est dans le premier cas, on conclut: on a une
preuve de (T;o){t — c} v, qui est (o[¢],...,¢], et v € F(t) = v{t —c} €
{v, ¢}, ce qui implique (T;0){t — c} F v{t — c}.

Si on est dans le deuxiéme cas, par le lemme 23, on a v'"* = (o[v],...,v}],
avec pour tout 1 <17 < k:

e ou bien v, = v! et alors on a une preuve de (T;0){t — c} - v} par le

deuxiéme point de ’hypothese de récurrence.

e ou bien v} = v; € F(t). Siv; € F(t)\t, alors v; = v;{t — ¢} et donc on a
une preuve de (T;0){t — c} I v} par 'hypothese de récurrence. Si v; = t,
alors v! =t et donc on a une preuve de (T;0){t — ¢} I v} par le deuxieme
point de I’hypothese de récurrence.

Par conséquent, on déduit (T;0){t — c} F v"*| et donc (Tjo){t — c} F v.
Ceci conclut la premiere partie du lemme: (T;0){t — c} b v{t — c}, puisque
v{t — c} € {v,c}, quand v € F(t).

2.

a. Supposons d’abord que ( est une variable. Alors il existe un u € T;o

tel que v = ul. Soit u = v/, avec v/ € T;. Puisque t ¢ G(St(u')o) U?(CR),
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par le lemme 22, on obtient u! = (u'0)! = w8 »(c"). Etant donné que, par
I'hypothese de récurrence, on a (T;0){t — c} - o' et que v/, » ne contient que
des symboles publics, on déduit que (T;0){t +— c} = u/'6c e (0t)| = ut].

Supposons d’abord que v ¢ F(t). Alors, puisque t ¢ G(St(u')o) U F(Cr),
par le lemme 20, on a v* = u’| et on conclut: (T;0){t — c} - v'. Siv e F(t),
par le lemme 20, on a u{t — c}| = v ou u!| = v. Dans les deux cas, on
obtient (T;0){t — ¢} F v. Si v = t, alors v' = v et on obtient une preuve de
(Tyo){t — ¢} F vt Siv e F(t) \ {t}, alors v* ne contient que des symboles
publics, donc on a une preuve triviale de (T;o){t — c} F vt

b. Soit maintenant C = CO[Cla cee 7<k]7 FaCt(C) - {Cla teey Ck}avl - Cl [Tzo—]la v

Ck[Tioll.
Soit v' = (o[v1, ..., vk]. Montrons d’abord qu’on a une preuve de (T;0){t —
c} Fv't|. En effet, par le lemme 23, on a v'* = (y[v],...,v}], avec v) = v! ou

vl € {v;,v!}, quand v; € F(t). Par conséquent, en appliquant I’hypothese de
récurrence comme avant, on déduit (T;o){t — c} = v't].

Maintenant, si v ¢ F(t), on conclut que (T;o){t — c} F vt, puisque v'¢| = v?,
par le lemme 20. Si v € F(t)\{t}, alors v' ne contient que des symboles publics
et on a un preuve triviale de (T;0){t — c} - v'. Si v =t, v' = v. Par le lemme
20, onav'"| =vouv'{t — c}| =v. On conclut, car on a vu, lors de la preuve du
premier point du lemme, que (T;0){t — c} = v"*| et (T;0){t — c} o' {t — c}|.

Ceci conclut la preuve du lemme. O
Suit notre théoreme d’existence de ”petit attaque”:

? ?
Théoréeme 2 (Conservativité) Soit C = {Th + x1,...,T, F z,} US un
systeme de contraintes. C est satisfaisable si et seulement si il a une solution
conservative o’ St(Ca’|) C G(St(C)o’|) U F(CR).

Preuve: Soit o une solution de C telle que il existe un ¢t € St(Col) ~

(G(St(C)ol) U ?(CR)) Par le lemme 17, on a ¢t € St(o). On montre que
o’ = o{t — ¢} est une solution de C, pour une constante publique c.

D’abord, par le lemme 24, on a Vi.(T;0){t — c} b z;0{t — c}.

Ensuite, par le lemme 17, on a Vi.(T;0){t — ¢} = T;(c{t — c¢}). Par
conséquence, ¢’ est une solution pour les contraintes de deducibilité dans C.

Soit maintenant s; = ss une équation de S. Puisque s10] = s30], en
utilisant le lemme 17, on obtient sy (o{t — c})| = s10l{t — ¢} = sq20[{t —
¢} = sa(o{t — c})|. Par conséquent, o’ est aussi une solution de S.

De plus, St(o’) C St(o) ~ {t} U {c}: tous les mauvais termes dans St(o)
peuvent étre remplacés par ¢, pour obtenir une solution conservative de C. [J

En d’autres termes, nous avons montré la conservativité des systémes purs
par rapport & St et D = {h(z) — 2z} U{z—u | u € ?(CR)}
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6.5 Premiere réduction: vers des recettes pures

Definition 25 (Solutions pures, systémes de contraintes purs) Une so-

? ?
lution o d’un systéme de contraintes C = {T) = Ulyennydn - u,} US est pure
st, pour chaque 1 < i < n, il existe une recette ; telle que (;[T;o]l = u;o] et
Fact(¢;) C X. On dit qu’un systéme de contraintes est pur, si on ne s’interesse
qu’a ses solutions pures.

Nous allons appeler les recettes ¢ avec Fact(¢{) C X des recettes pures.

Dans cette section, nous réduisons la recherche des solutions d’un systeme de
contraintes a la recherche des solutions pures. Les trois propriétés sur lesquelles
la réduction repose sont la localité, la conservativité et la propriété des variants
finis. La localité (théoréme 1, section 6.3) et la conservativité (théoreme 2, sec-
tion 6.4) ont été prouvées pour les systémes de réécriture purs dans les sections
précédentes, mais la réduction presentée ici est valable pour toute théorie locale
et conservative.

Quant a la propriété des variants finis, un exemple typique pour lequel elle
est satisfaite est le cas des théories pour lesquelles la surréduction termine.
D’autres exemples, parmi lesquels R gp, sont donnés dans [CD05, Del06]. Il y a
aussi des résultats qui montrent que la propriété des variants finis est impliquée
par la terminaison de restrictions de la surréduction [EMSO08]. Coté négatif, ce
sont par exemple les théories monoidales qui ne satisfont pas cette propriété:
une équation h(x + y) = h(x) + h(y) ne peut pas étre orientée de maniere a
définir un ensemble fini de variants pour & la fois h(z) et x + y. Dans [CRO06]
il y a une hypothese nommée “réductibilité de la théorie”, qui est similaire a la
propriété des variants finis. Nous allons y revenir a la fin de cette partie pour
une discussion, qui montrera que le relachement des variants finis est un des
travaux futurs les plus ambitieux.

Nous enoncons maintenant notre algorithme général de réduction et en prou-
vons la complétude.

Théoreme 3 Si E est une théorie locale, consérvative et qui a la propriété
des variants finis, la satisfaisabilité des systémes de contraintes se réduit a la
satisfaisabilité des systemes purs.

Preuve: On suppose, sans perte de généralité, que les fonctions D pour la
localité et la conservativité sont les mémes (on peut faire 'union des deux en-
sembles de remplacements).

Soit C un systeme de contraintes et o une solution de C. Par consérvativité,
C a une solution oy telle que St(Coy]) C D(St(C)oy|). Grace a la propriété des
variants finis, il existe un variant C6;| tel que St(C)oy| C St(C6;])oo pour une
certaine substitution oy telle que 01 = #y02. Pour C'S; = C6Oy], il existe donc
une substitution oy telle que St(C)o1] C D(St(C'S1)o2).

Maintenant, on enleve la substitution de la portée de D comme suit. Si D est
définie par les remplacements u; — v;, 1 < i < k, on devine quels motifs u; sont
introduits par la substitution o5. Soit f2 une substitution telle que, pour tout
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x, x0s est le renommage d’un terme dans St(uy, ..., ug). Pour CSy = C'S16,, il
existe alors une substitution o3 telle que D(St(CS1)o2) C D(St(CS3))os.

Par localité, les sous-termes intermédiaires dans les preuves de Coy| sont
dans D(St(Co1l)) C D(D(St(CS2))os). Comme ci-dessus, on enleve o de
la portée de D: il existe une substitution A3 et un CS3 = CS303 tels que
D(St(Co1l)) € D(D(St(CS3)))oy, pour une certaine substitution oy.

Alors on choisi de maniere non-déterministe § = #,60203 et on rajoute a la
partie équationnelle de C les équations x = 26 pour chaque x € Var(C). Puis on
devine quels termes dans D(D(St(CSs))) sont déductibles et dans quel ordre.
Si n est le nombre de contraintes dans C, on construit un systeme C,, comme
suit:

e Soit Co ={}US.

e Pour tout 0 <17 < n:

? ?
e SiCi={ViiFzii, . Vitgr F 2zign } US;

e On devine une séquence (éventuellement vide) viy1,1,. .., V1,5, € D(D(St(CS3)))
de termes distincts. Soit Si11 = S5 U {2zit1,1 = Vig1,15-- -5 Zigl ks, =
Vit1kipr } OU Zig1,1,-- -5 Zit1,k,,, SONt des nouvelles variables.

e Soit Vii1,1 = Vi 14k, UTi41 et, pour obtenir C;41, rajoutons a C; les con-
traintes suivantes:

?
Vitia F zipa
?
Vit1,1, Zit1,1 Foozip1e
=
Vib 1,15 Zid 1,15+ o5 Zig 1 kg —1 '; Zit 1 ki
Vid1,15 Zit 1,15+ o5 Zit 1 ki1 — 15 Zit 1 kigs Foozi

Le systeme resultant, C,,, satisfait toujours la monotonie et 1’origination.

On prouve maintenant que C a une solution si, et seulement si, un des
systemes C,, obtenus par la procédure non-deterministe ci-dessus a une solu-
tion pure o W 6, ou le domaine de 6 est 'ensemble de variables nouvellement
introduites par ’algorithme.

Correction. Supposons qu’'un tel C, a une solution pure ¢’. Alors ¢ =

o’'|var(c) est une solution de C: par récurrence sur i, 1 < i < n, toute solu-
? ?

tion 6 de C; est une solution de {T} - z1,...T; F x;}.

Complétude. Soit o une solution de C. Il suffit de montrer, par récurrence,

qu’il existe des choix dans la construction ci-dessus tels que, pour tout 0 < ¢ < n,
o peut étre étendue a une solution pure C; 1. Comme on a vu o = 61050304 est
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R
telle que pour toute contrainte T;11 F x;41 € C, il existe une recette ¢ telle que
([Tit1]ol = xip10 et, pour tout ¢' € St((), il existe un ver € D(D(St(C'S3)))
tel que {'[Ti41]o] = veros. Soit M Tensemble de tous les ver, avec (' € St(() et
soit 'ordre < sur M défini par ve, < ve, si, et seulement si, (; € St((2). Soit
Vit 1,15 -+ Vit 1 kigrs Vil bk = Tip1010203 une extension totale de <.

Montrons par récurrence sur < que, pour chaque 1 < j < 1+ k;4q, il ex-
iste une recette pure @_;,_Lj telle que Ci+1,j[Ti+1O—7 Vi+1,104, - .- 7vi+1,j—10—4}l =
Vit1,j04. Si vi41,; est minimal, il existe par définition de <, une recette (i1 ;
telle que ¢; ;[T;+10]| = vi41 ;04 & Fact((i41,5) € & et on peut conclure. Sinon,
il existe une recette y telle que x[Tj110]] = viy1,;04, X = Xo[X1,- -, X&), Fact(x) =
{x1, - xe}t et xa[Tisaoll, ..., xe[Tit10]] < viy1,;. Nous pouvons donc choisir
Ci+1,; = Xo, car Fact(xo) = Var(xo), par le lemme 6.

Par conséquent, 0 U {2;41,j — vit1,j04 | 1 < j < k;y1} est une solution pure
de

2
Tit1 o ozig1n
2
Ti+17 Zi+1,1 F Zi41,2
?
Ti1s Zid 1,15 -+ Zik 1 kigr—1 Bzt kg
2
Lo 1, Zig 1,15 o5 Zid L kigr—1s ZidLkiss ™ Tigl
et, par conséquent, de C; 1. (]

Exemple 36 Considérons le systéme de contraintes suivant dans EP, avec a, b, c €
Cpriv ; ?
axb F oz

?
a*b,exp(z,c), J(bxc),h(a)+c F y

o ={x — h(axb);y — a} est une solution de C. Voyons la branche dans la
transformation ci-dessus qui nous amene a un systéme pur, dont une extension
de o est une solution.

D’abord, on calcule un variant, devinant que x = h(z) et la forme normale
de exp(x,c) est h(z * ¢). Ensuite, on devine que 02,05 sont l’identité et on
devine quels termes dans {a,b,c,z,h(a), h(b),h(c),h(z)} € D(D(Step(CS3)))
sont déductibles et dans quel ordre. Un des systemes ainsi obtenus est le suivant:

C:

axb E x x = h(z)
o= ax b,exp(z,c), J,(bxc),h(a) + E 21 21 = h(a)
axb,exp(z,c), Ju(bxc),h(a) + ¢, z1 Foz Zg = ¢
axb,exp(x,c), Jo(bxc),h(a) + ¢, 21, 22 lz Y
La substitution ¢’ = oW {z1 — h(a);ze — c} est une solution pure de C’:

les recettes utilisées sont exp(xa, x3), x4 + J4(5), 21 % Jo(x3 x T6) pOur obtenir
respectivement z10’, zo0",yo’, a chaque fois x; étant remplacé par le i-éme terme
dans T.
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6.6 Seconde réduction: stabilisation des théories

? ?
Pour un systeéme de contraintes C = {T1 + z1,...,T, F x,} US, notons D(C) =

? ?
{Ty V 21,...,T, v x,} et Eq(C) = S. Dans cette section, nous réduisons
la recherche des solutions pures d’un systeme C a la recherche des solutions
pures o tels que chaque terme dans les contraintes de déductibilité a la théorie
stable par instantiation et normalisation: Vt € St(D(C)), T(to]) = T(t). Cette
propriété est importante pour pouvoir fixer les termes étrangers dans chaque
contrainte de deductibilité et les abstraire ensuite par des constantes. Nous
appelerons stables les systemes de contraintes pour lesquels on ne considere que
des solutions ¢ qui ont la propriété ci-dessus.

Soit L(C) = F(G(St(D(C))) UCr), ou F(t) = {t,h(t),h(h()),h(h(h(t)))}.
Nous montrons dans le lemme 29 que, si T(uc]) # T(u), il existe un autre
terme v dans L(C), strictement inférieur (par rapport a un ordre bien choisi
<¢), tel que uo] = vo]. On rajoute alors u = v a la partie équationnelle du
systeme de contraintes et on remplace toutes les occurrences de u par v. De
plus, <¢ est défini de telle maniere que le systeme résultant satisfait toujours
Porigination. Apres des remplacements successifs, on ”stabilise” la théorie des
termes, nous permettant de fixer les termes étrangers.

Le choix des théories de variables et des égalités entre sous-termes.
On veut deviner la théorie d’'un terme (aprés instantiation et normalisation).
De tels choix sont enregistrés dans le systeme de contraintes en utilisant des
contraintes additionelles H(u) = th, ou th € {1,...,¢} UF. Une substitution
(close) o satisfait H(u) = th si T(uc]) = th.

Pour toute variable x dans C, on devine une théorie, en rajoutant une con-
trainte H(x) = th. Par abus de notation, on pose T (z) = th quand la contrainte
H(x) = th est dans C. Notons que la fonction T est alors modifiée en correspon-
dance pour les termes avec des variables: pour EP par exemple, si T(x) = +,
alors T(h(z)) = e.

Comme d’habitude dans les procédures de combinaison, on devine aussi
toutes les égalités possibles entre les termes dans L(C). Ces choix sont enregistrés
en rajoutant des égalités a la partie équationnelle du systéme. Apres ce pas
(non-déterministe), on peut ne considérer que des solutions o telles que pour
tout u,v € L(C), si uo| = vol, alors u =gq(c) v: toutes les égalités qui sont
vraies apres l'instantiation sont déja une conséquence de la partie équationnelle,

Eq(C), de C.

Exemple 37 Pour EP, soit

?

aebc F =x
?

€= aeb,c,x+ Ji(c),xeJo(b) + y
?

aebc,x+ Jy(c),xeJe(b),ye Je(a) F =z
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Nous allons montrer dans la suite comment nos transformations menent de
C a un systeme de contraintes stable pour la solution o: ro = aeb+ c,yo =
(aob+c)ea, zo = a. Notons que, dansC, les termes x+J1(c) et yoJo(a) ne sont
pas stables par rapport 6 o, car T(xo+J1(c)) = o £ + et T(yoeJs(a)) =+ # o.

D’abord, nous devinons les égalités x + Jy(c¢) = ae b,y e Jo(a) = x et les
théories de variables H(x) = +,H(y) = o et H(z) = a

Stabilisation des théories: lemmes préliminaires. Pour un systeme de

contraintes C, on définit 'ordre <¢ entre les termes de L(C) comme suit. Pour
?

xz,y € Var(D(C)), z ¢ y s'il existe une contrainte T+ z € C, telle que y €
Var(T) & x ¢ Var(T). Ceci définit en fait un ordre =¢, grace a l'origination et
a la monotonie de C. Cet ordre est étendu aux symboles de F par x >¢ f, pour
x € Var(D(C)), f € F, et f ¢ h, pour f € F\ {h}. Alors <¢ est 'ordre MPO
(multiset path ordering [DJ90]) défini & partir de la relation de priorité »c.

Exemple 38 Dans l’ezemple 37, nous avons x <¢ y <¢ z et aeb <¢ x +
Ji(e),z <yeJoa).

Notre but est de prouver la propriété suivante: pour tout u € St(C) et toute
solution o de C, si T(uc|) # T(u), alors il existe un terme v € L(C) tel que
v<cuetus| =vo].

Nous montrons d’abord que, si la théorie d'un terme change par normali-
sation, il est égal a I'un des ses sous-termes stricts. En fait, c’est une simple
conséquence d’un lemme déja prouvé pour la localité:

Lemme 25 Pour tout terme u tel que T(ul) # T(u), il existe un u' € G(u)
tel que, ou bien u'| € F(Cr), ou bien top(u') # h et 3w € G(St(u')) tel que
'] € F(w]).

Preuve: Supposons d’abord que top(u]) # top(u). Par le lemme 15 (section
6.3), il existe alors un w € G(St<(u)) UCr tel que u| € F(w)| = F(w])| C
F(w]) U F(Cr), en utilisant le lemme 11 (section 6.2.2) pour I'inclusion. De
plus, si u| ¢ Cr, top(u) ¢ h, par définition des systémes purs. On peut donc
conclure avec v’ = u.

Si top(ul) = top(u), puisque T(u]l) # T(u), on a forcement u = h(u’),
T(u']) # T(u') et, siul ¢ F(Cr), top(u') # h. De plus, en utilisant thdest(h) N
thsource(h) = 0, on a aussi top(u'|) # top(u’). Comme vu ci-dessus, on a alors
u'| € F(G(St<(u'))]) et nous pouvons conclure. O

Une solution développée de C est une substitution 6 telle que, pour toute
?

contrainte T' F x € C, il existe une recette pure ¢ telle que x = ([T0] (sans
normaliser) et pour toute équation s; = so € Eq(C), $10] = s260|. Le but de
cette notion est de nous permettre d’accéder au termes de C qui ont contribué
aux preuves d’une solution.
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Exemple 39 Pour l’exemple 37, la solution developpée 0 qui correspond a o
est

ez =aeb+c
o yd=(aoeb+c+Ji(c))e(aeb+c)e Jo(b)
o 20 =yb e J,(z0)

Observons comment 0 explicite les termes de C qui sont utilisées dans la con-
struction de o.

Nous montrons d’abord un résultat qui nous aide dans I'analyse qui suit: on
peut éliminer les recettes pures dont le symbole de la racine est h.

Lemme 26 Pour tout systeme de contraintes C on peut calculer un ensemble
de systéemes Cy,...,Cy, tels que C a une solution pure o sst un C;, 1 <1< mn, a
?

une solution o’ telle que, pour toute contrainte T - x € C;, il existe une recette
pure ¢ telle que ([T;0']] = x;0’ et, en plus, top(C) # h.
?
Preuve: Soit ¢ une solution de C, T FzeCet ¢ une recette pure telle que
¢[To]l = xzo et ¢ = h(¢’). Notons que, puisque ¢ est pure, on a ' € X ou bien
T(¢') € thsource(h). Par la proposition 1, on a Fact(¢’) C Fact(¢). Donc ¢’ est
pure aussi. De plus, puisque thsource(h) Nthdest(h) = 0, on a top(¢’) # h.
? ?

Si, pour une nouvelle variable z’, on remplace T+ x par T 2’ et toutes les
occurrences de x dans C par h(z'), on obtient un systéme de contraintes C’ qui
a une solution o/ = cU{z' — ('[T'o]l} ~{z + ([To]l}. De plus, toute solution
o’ de €’ peut s’etendre & une solution o = o’ U{z — h(z’'0’)} ~ {2/ — 2’0’} de
C.

En choisissant de maniere non-deterministe I’ensemble des tels z, on obtient
la transformation C — Cy,...,C, voulue. O

Dans la suite, on suppose donc que pour toute recette de preuve ¢, top(¢) #
h.

Pour une solution developpée 6 de C, si T(uf|) # T(uf), le lemme 25 nous
dit, grosso modo, que uf est égal a un des ses sous-termes stricts. Le lemme
suivant nous montre que, grace au fait que la solution considérée est pure, ce
sous-terme est une instance d’un terme de L(C) plus petit que wu:

Lemme 27 Pour tout terme u € St(D(C)) et toute solution développée 0 de C,
pour tout w € G(St<(uh)), il existe un v € G(St(D(C))),v <c w tel que w = v.

? 2
Preuve: Soit C ={T1 Fxy,..., T, F 2, } US et u € St(T}, x;), pour un certain
1<1<n.

On fait la preuve par récurrence sur i, 1 <i<n. Sii=1et u € St(T;), u
est clos et le lemme est immediat, car on peut choisir v = w. Si u = x1, par la
définition d’une solution pure, on a uf = ([uy, ..., ug], pour une recette pure ¢
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et des termes uy,...,ur € Ty. Par la proposition 1, on a Fact(C[uq,...,ux]) C
Fact(ui, ..., ux)UG(uy, ..., ux) et donc G(St(ub)) C G(St(Ty)). Puisque, pour
tout v € G(St(T1)), on a v < x1, on conclut.

Supposons maintenant que ¢ > 1. Soit d’abord w € St(7;). On fait une
récurrence sur la taille de u. Si w est une variable, par 'origination de C,
on peut conclure par I'hypothese de récurrence. Si u est une constante, on
a St<(uf) = 0 et le lemme est trivialement satisfait. Autrement, soit u =
Clua, ..., ug), Fact(u) = {u1,...,ux}. Notons que ¢ est pure, par le lemme 6. Par
la proposition 1, on obtient Fact(uf) C Fact(u16, ..., ux0)UG(u10,. .., uxd). Par
conséquent, St (uf) C G(St(u16,...,uxd)), en utilisant aussi le lemme 12 pour
commuter St et G. Par le lemme 12 encore une fois, on obtient G(St< (uf)) C
G(G(St(u10, ..., ukh))) C G(St(urb,...,urd)). Par hypothese de récurrence,
onaVl <j<kwe GStc(u;0)) = Fv e G(St(D(C))),v <c uj <c u:
w = vl. Il nous reste a considérer le cas w € é(ujﬁ), pour un j, 1 < j <k. Si
w = u;0, on prend v = u; et on conclut.

Sinon, soit w € G(u;0) ~\ {u;0}. Supposons d’abord que u; n’est pas une
variable. Alors u; = h(u}), w :iL;G et u} € G(St<(u)), puisque u; € St (u).
On peut donc choisir v = uj € G(St<(u)), puisque v} <¢ u; <c¢ u. Sinon, si
u; est une variable, soit z;/, pour un ¢ < i, la variable minimale (par rapport
a <c) telle que 240 = u;0. On a u;0 = ('[v16,...,v,0], pour des termes
V1,...,Uy € Ty est une recette pure (/. Si ¢’ n’est pas une variable, alors
top(¢") # h (lemme 26) et donc G(u;6) = {u;0}, contredisant le choix de w. Par
conséquent, ¢’ est nécessairement une variable et on obtient w € G(v;0) \ {v;0},
pour un I, 1 < < m. Puisque x} est minimal, v; n’est pas une variable. On
a donc v; = h(vy) et on peut prendre v = vy € G(St(D(C))) et v] <¢ u, pour
conclure.

I1 nous reste le cas u = x;. On a alors uf = ([u10, ..., ur], pour une recette
pure ¢ et uy,...,ur € T; € St(T;). On peut donc conclure comme avant, car on
est dans la méme situation. O

En mettant les lemmes 25 et 27 ensemble, nous avons:

Lemme 28 Pour tout terme u € St(D(C)) et toute solution développée 0 de C,
st T(uf]) # T(ub), il existe un v € L(C),v <c u tel que uf| = v0|.

Preuve: Siuf| = w € f(CR), on conclut, car Var(u) # 0 et donc w <¢ wu.
Sinon, par le lemme 25, on a deux cas:

e ou bien uf| € F(w]) = {w],h(w]),h(h(w]))}, pour un w € G(St<(ub)),
et top(uf)) # h. Par le lemme 27, il existe un v € G(St(D(C))),v" <c
u, tel que w = v'f. Puisque top(uf) # h, on a uf ¢ {h(w),h(h(w))}.
On deduit que u ¢ {h(v),h(h(v"))}. Par définition de <¢, ceci implique
{v/,;h(v"),h(h(v"))} <c u et on peut donc choisir v € {v', h(v'),h(h(v"))}.

e ou bien u = h(u’) et v’ est comme dans le cas précédent. Soit alors
v € F(G(St(D(C))) UCR) tel que v <c u et /8| = v'6]. Nous avons
montrer ci-dessus qu'un tel v’ existe. Alors, pour v = h(v'), on a v €
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%(G(St(D(C’))) UCr) = L(C) et uf| = vf]. Pour conclure, notons que
v <c u, puisque u = h(u') et v <¢ . O

Par conséquent, quand la théorie d’un terme n’est pas stable par substitution
et normalisation, il est égal a un sous-terme plus petit du systeme:

Lemme 29 Soit C un systéme de contraintes. Pour tout terme u € St(D(C))
et toute solution o de C, si T(ucl|) # T(u), alors il existe un terme v € L(C)
tel que v <c u et uoc] =vo].

Preuve: Notons que, puisque o satisfait les contraintes sur la théorie des
variables de C, nous avons T(u) = T(uc). Soit € la solution développée qui
correspond & o. Si T(uf) = T(uo), on conclut par le lemme 28, car alors
T(ub) = T(uo) # T(uol) = T(ufl). Supposons maintenant que T(uf) #
T(uc). Ceci est possible seulement quand v = = ou u = h(x), pour un z €
Var(D(C)). Dans le premier cas, uo est en forme normale est donc on contredit
T(uo) # T(uol). Dans le deuxitme cas, par la définition des systémes de
réécriture purs, uf n’est pas en forme normale seulement si x6 € Cr et uf| € Cr.
On peut donc choisir v € Cr et conclure le lemme. O

Exemple 40 Pour l’exemple 37, pour le termes non-stables par rapport a o -
x4+ Ji(b) et yeJe(a) - il existe aeb,x € L(C) tels que aeb <¢c x+ J(b),aeb =
xo+ Jy(b)| et x <cyeo Jo(a),zo =yoe Jo(a)l.

Stabilisation des théories: remplacement dans les contraintes. Par le
lemme 29, si la théorie u n’est pas stable par substitution et réécriture, on sait
que uo| est égal & un terme plus petit v € L(C). Gréace au fait que les égalités
entre les termes de L(C) ont été devinées, nous avons u =gq(cy v: on peut
remplacer u par v, en regardant seulement les informations qu’on a déja dans le
systeme de contraintes. En itérant cette procédure on obtient un systeme dont
tous les sous-termes ont des théories stables.

Procédure C — C'. Pour un u € St(D(C)) pour lequel il existe un v € L(C)
tel que u =gq(¢) v, v <¢ u: on remplace u par v dans D(C) pour obtenir C’.

Le lemme suivant nous permet de conclure que l'itération de cette procédure
termine avec le résultat souhaité:

Lemme 30 Dans la transformation C — C' décrite ci-dessus, nous avons les
propriétés suivantes:

o [St(D(C"))[ < |St(D(C))|
e Eq(C') = Eq(C) et, siuy,uz € L(C') et uyo] = upol, alors uy =gq(cry uz-

Preuve: Le premier point est évident, car le remplacement de u par v fait
disparaitre u de St(D(C’)) et, en méme temps, ne peut pas faire differents deux
termes qui etaient égaux.

Prouvons maintenant la deuxiéme partie. Eq(C’) = Eq(C) est une propriété
immédiate par construction. Soit maintenant uj,us € L(C') tels que uyo| =
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uzo]. Siug,uz € L(C), nous avons u; =gqc) u2 et donc uy =gq(cry ug. Sinon,
nous avons u; = v1[v] et uz = va[v], avec vy[u], v2[u] € L(C). Donc v [u] =gq(c)
va[u] et, puisque u =gq(cy v, on conclut uy = v1[v] =gq(cr) V2[v] = uz.

Par conséquence, on peut maintenant supposer que toutes les solutions
préservent la théorie de tout sous-terme des contraintes de deductibilité:

Corollaire 4 Soit C' le résultat des applications succéssives de la transforma-
tion ci-dessus: i.e. C —* C' et C' est irréductible. Alors C' est bien défini,
Sol(C) = Sol(C’) et, pour toute solution pure o de C', pour tout u € St(D(C")),
T(uocl) = T(u).

Preuve: C’ est bien défini par le premier point du lemme 30: la transformation
termine. Le deuxieme point du lemme 30 est utilisé pour ne pas redeviner les
égalités a chaque pas. Chaque pas de transformation préserve ’ensemble de
solutions, car il remplace un terme par un autre qui est une conséquence des
contraintes du systéme. Finalement, s’il existe une solution pure o de C’ et un
terme u € St(D(C")) pour lequel T(uc]) # T(u), par le lemme 29 on obtient
une contradiction & I'irréductibilité de C’. O

Exemple 41 C de l'ezemple 37 est finalement transformé dans le systéme C’
ci-dessous,

aeb,c - T
?
” aeb,c,aeb xe g (b) F Yy
- aebc,aeb xe J, (b),x = z
x+Ji(c)=aebyeJ,(a) ==z
H(z)=+ H(y) =9 H(z)=qa
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Chapitre 7

Résolution des systemes
purs et stables pour 1’étude
de cas

Les étapes précédentes de réduction sont générales. On a vu au long du chapitre
6 qu’elles s’appliquent a notre étude de cas EP. Dans ce chapitre, nous en
déduisons une procédure de décision pour la satisfaisabilité des systemes de
contraintes modulo EP: on montre que les systémes purs et stables pour EP
sont de plus réductibles & des systemes diophantiens linéaires. Cependant, une
réduction naive conduit & des équations Diophantiennes non-linéaires [BCDO07a.
Une astuce spécifique aux groupes Abéliens, déja utilisée dans [Shm04], per-
met de linéariser les membres gauches de contraintes. Elle est utilisée dans la
deuxieme étape de notre réduction, qui en a quatre:

1. On devine quel type de recette pure est utilisée pour chaque contrainte,
i.e. dans quelle théorie la contrainte est a résoudre. On montre qu’il suffit
de considérer trois types de recettes.

2. Dans les membres gauches de contraintes, on élimine les variables dont
la théorie est la méme que celle de la contrainte ou elles apparaissent, en
utilisant les propriétés AG de Rep.

3. Ca nous permet de réduire les contraintes de déductibilité a des systemes
des équations avec des parametres formels qui ne s’appliquent pas a des
variables.

4. On résout un probleme d’unification avec en plus des équations Diophanti-
ennes, qui sont linéaires grace a la propriété des systemes obtenus dans
I’étape 3.
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7.1 Reéduction a trois types de recettes.

Notons que, pour la recherche des solutions, il suffit de considérer seulement des
recettes en forme normale. De plus, par le lemme 26, on peut supposer que la
racine des recettes n’est pas h, le symbole d’interface pour EP.

Lemme 31 Pour la théorie EP, toute recette pure, normalisée et dont la racine
n’est pas h a l'une des formes suivantes:

Crlzn, . oy mn) ¢ = exp(yo, Celx, - ., 2n))
Celn, ooy ColT1,y - yxn] @ h(Ci[y1, -y ym]),n >1
Ou ¢, est une recette dans T ({0, Jo, €0}, X), pour o € {+,x,e}.

Preuve: Par la definition des facteurs dans ’exemple 14 (page 37), il est clair
que ces recettes sont pures.

Soit maintenant ¢ une recette en forme normale qui n’est dans aucun des
cas ci-dessus. Dans la suite, u est un terme non-variable. Nous considérons les
cas possibles pour T(():

Cas top(¢) € {+, J4+}. Alors ¢ = (4[u], avec top(u) ¢ {+,J1+,et+}. Donc u €
St(¢) et ¢ n’est pas pure.

Cas top(¢) € {x, J}. Alors ¢ = (,[u], avec top(u) ¢ {*, Js, ex}. Donc u € St({)
et ¢ n’est pas pure.

Cas top(¢) = exp. Soit ¢ = exp((y,(2). Puisque ¢ est en forme normale, on a
top(¢1) ¢ {exp, h}. Dong, si (1 n’est pas une variable, { n’est pas pure. De
plus, si (2 n'est pas une variable et (o = (i [u],top(u) ¢ {x, Jx,ex}, alors
u € St(¢) et donc ¢ n’est pas pure.

Cas top(¢) = e. Alors ou bien ¢ = (¢[ul],top(u) ¢ {e,Je,€e,h} ou bien ¢ =
ColP(C4[u])], top(u) & {+,J+,es}. Alors u € St(¢) et donc ¢ n'est pas
pure.

O
Dans le premier pas de notre procédure, on devine, pour chaque contrainte
5

T; = x; € C, lequel des quatre types de recettes ci-dessus est utilisé. Ce choix

?
est enregistré en rajoutant une etiquette a la contrainte, T; Fy x;, avec [ €
{+, *, e, exp}. Assez facilement, on peut éliminer le type Cegp:
?

Elimination de (erp. Pour chaque contrainte T; Fexp i,

1. On devine u € T; et on rajoute une équation x; = exp(u,y;) a la partie
équationnelle de C, ou y; est une nouvelle variable.

? ?
2. On remplace T; Fegp 3 par 1; i y;

3. On remplace x; par exp(u,y;) dans chaque T} tel que x; € Var(T}).
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Lemme 32 La transformation ci-dessus C — \/ C; est correcte et compléte.

Preuve: Il suffit de prouver le lemme quand seulement une contrainte est
transformée: le cas général résulte par itération. Notons d’abord que, si C —
C’, alors C’ est bien un systéme de contraintes, qui satisfait la monotonie et

lorigination.
?

? ? ?
Soit C ={Th F x1,...,T; Fexp @i, Tig1 F xi+1, oo, T B ap}US tel que la
?
i-eme contralnte est transformée. Alors C' = {T} }— 1y, T bw yiy Tipr {as —

exp(u, yi)} P ,To{wi — exp(u, i)} g zn} U SU{@; = exp(u, i)}, pour
un u € 1.

Correction: soit o/ = o U {y; — ¢} une solution pure de C’. Pour montrer
que o est une solution pure de C, il suffit de montrer que:

o 150 teap 90,

e pour tout j > i, Tj{z; — exp(u,y;)}o’'| = Tjol;

Notons que z;0" = exp(uo’,y;0’) et y;0’' = ([T;0’]], pour une recette
G € T({* Js,ex},X). Par construction, uo’ = uo et T;o' = T,o. On a
donc z;0" = x;0 = exp(uo,y;o’) et y;o' = ([Tio]l. Par conséquence, x;0 =

exp(uo, ([Tio])| et Tio Fegp 0.

Le deuxiéme point suit par exp(u,y;)o’| = x;0’" = x;0 et la convergence du
systeme de réécriture.

Compleétude: soit o une solution pure de C. On montre qu’il existe un
C’ construit comme ci-dessus et une solution pure ¢’ de C’. En effet, puisque
Ti0 tFewp x50, il existe un w € T; et une recette (pure) (. tels que z,0 =
exp(uo, G [T; a])l. Choisissons ce u pour construire C’. Il est facile de montrer,
suivant les mémes lignes qu’avant, que o’ = o U{y; — (. [T;0]|} est une solution
pure de C'. O

Apres ce pas, on peut supposer que C ne contient que des contraintes de type

g

T, b0 v;, avec o € {+,*,}.

7.2 Elimination des variables de membres gauches
de contraintes.

A ce stade, on pourrait considérer les facteurs dans chaque 7; comme des
constantes et traduire les contraintes de déductibilité dans des systemes Dio-
phantiens. Pourtant, ceci nous amenerait a des systemes Diophantiens non-
linéares, comme montré dans [BCD07a]: on doit utiliser 'origination et les
propriétés des groupes Abeliens pour simpliﬁer encore le probleme.

D’abord on rend apparente la dualité de F les membres gauches des con-
traintes sont duphques T I— x devient [T;T] }— x et, par définition, o est
une solution de [T7; T3] }—. x ¢'1l existe des recettes pures (o € 7 ({0, Jo, €q}, X)
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et (+ € T({+,Jy,eq},X) telles que (o[T10] ® h((4[T20])| = xo. Le but de
cette transformation est de calculer les facteurs par rapport a e dans 7T; et par
rapport a + dans T5.

?

7 ? ?

Soit T; ko x; une contrainte de C = {1}y F z1,...,T,, - 2, } US. Dans cette
étape, on élimine les variables dans Fact,(T;) (définition 18, page 41), si leur
théorie devinée est o et la contrainte qui les introduit est de type o. Notons que,
si H(xz) = o et x n’est pas introduite par une contrainte de type o, x est eliminé
dans le deuxieme pas général de réduction, par le lemme 28.

? ?

Soit o € {+,*,e}, T; bo x; (resp. [T;,T;] e z;) dans C. On définit fv; (u)
comme suit: soit X 'ensemble des variables x;, j < ¢ telles que T(x;) = o et

? ?

Tjtoxj€C (resp. [T;,T;] e xj €C) et u=(o[iy,...,Tip, U, ..., Un| tel que
Facto(u) N X2 = {@iy, ...,z }. Alors fv; (u) et Coleos vy oty vy tm]l.

?
Sioe€ {+,x} et T; ko z; € C, on remplace chaque u € T; par fv; (u). Sio=e
?
et [T;,T;] Fe z; € C, on remplace tout © = u’ e h(u") dans la premiere copie de
T; par fv! (u')  h(fvj (u”)) et tout u dans la deuxieme copie par fv; (u).
Exemple 42 Une instance de la transformation décrite ci-dessus est:

? ? ? ?
atx AN abt+txtFry = aFz A abliy

Ceci preserve les solutions: si (4 est telle que (i [a,b+ zo|| = yo, alors, en
reconstruisant xo a partir de a, on peut construire une nouvelle recette ¢!, telle
que ' la,b] = yo. Reciproquement, on peut construire Cy a partir de (', en
soustrayant xo, quand ceci est nécessaire. Ces idées ont €été deja appliquées
pour la résolution des contraintes modulo AG dans [Shm04].

De la méme fagon, x1eaeh(xe+b) serait remplacé par aeh(b), si T(x1) = e
et T(x2) = +. Nous verrons dans la section suivante un exemple qui illustrera
mieuz le cas special de e.

Notons que les membres gauches ne sont plus ordonnés linéairement par
inclusion, mais cette propriété de monotonie n’est plus nécessaire dans la suite.

Lemme 33 La transformation C — C' décrite ci-dessus est correcte, compléte
et

?
o 5iTitox; €C etoe {+,x}, alors pour tout x € Facto(T;), T(x) # o.

?
o si [T}, T e x; € C', alors:

— pour tout x € Fact (T!"), T(x) # +.

— pour tout u=uye...eu, ®h(vy +...+v,) €T/ tel que Facte(u) =
{1, Up,y V1, U b, pourtoutz € X, x € {uy,...,u,} = T(x) #
ectxe{v,...,vn}= T(x)#+.
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Preuve: Les propriétés de C’ sont immédiates par construction et par le lemme
28.

Montrons la correction et la complétude: une substitution o est une solution
(pure) de C si et seulement si o est une solution (pure) de C'.

? ?

Pour chaque T; F, x; € C (resp. [T],T]'] ke 2; € C), notons par fv; (T;) (resp.
[V (T)), fvi (T!")]) le membre gauche obtenu en appliquant la transformation.
Pour des ensembles de termes 77,75, un terme ¢t et un o € {+,*}, notons
T b t sl existe un (, € 7 ({o, Jo, €0}, X) tel que ([T]] = ¢, resp. [Th,Ta] e t
s’ils existent (o € 7 ({®, Jo, €0}, X) et (4 € T({+, Jy e}, X), tels que (o[T7] @
hC[T2])] =t

Supposons que o est une solution de C. Si n est le nombre des contraintes
dans C, on montre par récurrence sur ¢, 1 < ¢ < n, que pour toute contrainte

? ?

T, b x; (vesp. [T3,T;] Fo x5 € C), on a o (T}) by ;0 (resp. [V (), i (T))]o b
.’L’iO').

Quand i = 1, T; est clos et fv; (T;) n’a aucun effet: on conclut immédiatement.

Pour le pas de récurrence, supposons d’abord que o = + (le cas o = *
est identique). Pour chaque x € Facty (7;) N X", par origination, monotonie
et hypothese de récurrence, il existe une recette ({ € T ({+, Jy,es},X) telle
que (7 [Tio]l = wo. Soit (4 la recette telle que (4[T;0]] = w;0. Prenons
¢ = ¢ + EueTi,meFachr(u)ﬂX;rCi' Il est facile de voir, par définitions, que
IV (T;)o]] = z0.

Sio=e, s0it (¢ € T({e,Je,ee}) et (4 € T({+,J1,e4},X) les recettes
telles que (o[T}o] ® h((+[T}'0])] = w;o. La recette pour fvi (7)) est alors ¢, =
Co® (Hu/.h(u//)eTi’7xeFact.(u/)nXiv ¢¥), tandis que la recette pour fv;F (T}") est (', =
Cr + Curanwners eefact, (wnx $1) + Buery seface, (wna S5+

L’autre direction, quand o est une solution de C’, est similaire, en soustrayant
les recettes pour les X? pour construire une solution de C, au lieu de les rajouter.

O

7.3 Transformation des contraintes de déductibilité
dans des systemes d’équations avec des parametres
formels.

Nous illustrons maintenant comment les systemes purs se transforment, grace
au lemme 33, dans des systemes d’équations avec des parametres formels, qui
sont linéaires: les parametres ne sont pas appliqués a des variables. Nous allons
voir dans la section suivante comment cette linéarité permet la traduction vers
les systemes Diophantiennes linéaires.

Exemple 43 Soit:

?

R Fr oz

?
a,b+x Fi oy
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Traduit en équations, ce systéme est équivalent a

T = \a
y=Na+\Nb+XN'Na

Ce systéme est non-linéaire, a cause du terme X' XN a. Pour eviter ¢a, comme
vu dans la section précédente, on utilise la monotonie et ’origination pour trans-
former le systéme de contraintes dans un autre, équivalent, dont le systéme
d’équations correspondant est linéaire:

?
, ) oa iy oz T =Aa
C— ? —>{y)\/a+/\//b
a,b F4 oy

Suit un autre exemple, qui illustre le traitement particulier de o dans ce pas

de la procédure.

?
a Fy oz
?
C=19a Fe v

?
a,z+bh(z+b),yeb F, =z
Le systeme d’équations corréspondent est:

r =M

y = a’ e h(B'a)

z =2z ®h(z2)

z1=a" o (x4 D)7 eyt o b

2o = 01(1 —+ GQI —+ 92b —+ 93h(1‘ —+ b) —+ 94(y ° b) —+ Y3x —+ ")/3b

Ce systeme n’est pas linéaire & cause des termes: y7, Oyx et ysx. Notons que,
bien que venant de la méme contrainte, la non-linéarité se distribue dans deux
théories, + et o. Cette observation nous amene a considérer deux copies pour
le membre gauche correspondant. Le systéme devient:

?
a Fy oz
?
[a; a] Fo ¥y
?
[a,2+b,h(z+b),yeb;a,x+ b h(x+0b),yed] Fe =z

Maintenant on peut éliminer de chaque copie les éléments qui amenent la
non-linéarité, tout en préservant les solutions. Comme attendu, 8 occurrences

de variables ont été effacées:

?

a |_+ X
?

C= [a; a] Fo
?

[a, 2+ b, h(b),b;a,b,h(x +b),yeb] Fe =z
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Le systéme diophantien correspondant sera ainsi linéaire:

r=M\a
y = a” e h(f'a)
2=z ® h(z)
z1 =a" e (x+b)2 e
29 = 01a+ 02b+ Osh(x 4+ b) + 04(y @ b) + v3b
Plus formellement, notre transformation des contraintes de déductibilité

dans des équations est la suivante. Elle est possible par le lemme 33.
Pour o € {4, *},

S e = =S
i i 4,9

si, Vi, j.T(tf ) #£oet A,..., A\, sont des parametres entiers formels, représentant
le nombrevdes fois ou le terme est selectionné dans la recette.

Pour F,, on utilise ci-dessous une notation multiplicative pour e et une
notation additive pour +:

(LD o h(S,u), o (L) s h(Suf) : Spol. . Sl ] - o

r=ux10h(x2)
=93 1= H?:l Hz(tf))” '
n m
T2 = Zj:l DA+ Zj:l 225 My

Ou Vi, j.T(t)) ¢ {e,h} & T(ul), T(v)) # + et A1,..., An,fi1, - -, fi sODE des
variables avec des valeurs dans les entiers.

?
Exemple 44 [aeh(2b), a®eb; 2a+3b,20] Fo =

est transformé en x = x, ® h(zy), 1 = a™ e a2 e b2 = gM+332 0 P2 gy =
2M1b 4 2p1a + 3pab 4 2p0b = 2u1a + (201 + 3p1 + 2u9)d.

Le lemme suivant est immédiat par la définition d’une solution pure:

Lemme 34 Dans la transformation C = C', o est une solution pure de C si,
et seulement si, o est une solution de C'.

7.4 Reésolution des équations.

On doit maintenant résoudre un systeme d’équations £ = FE; U Ey, ou E;
contient des équations de la forme x = Yo\ a;t;, H(t;) # o et Es est un ensemble
d’équations ordinaires. Apres avoir appliqué a nouveau la propriété des variants
finis, on obtient un probléme d’unification dans une combinaison de théories
disjointes.

Les pas de résolution sont les suivants.
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Pas 1: Application des variants finis. On peut calculer un ensemble fini de
substitutions o1, ..., o0 tel que:

e Pour toute solution o de £ modulo EP, il existe un ¢, 1 <7 <k, et

une substitution € tels que o = 0,0 et 6 est une solution de Eo;],
modulo AC(+, %, e).

e Pour toute solution, modulo AC(+,*,e), 8 de Eo;|, 0,0 est une so-
lution de E modulo EP.

Dans la suite, on identifie E avec 'un des Eo; .

Pas 2: choix des égalités. Des nouvelles égalités entre les sous-termes sont
peut-étre introduites dans le pas précédent. Dans ce pas, on devine encore
une fois les égalités entre les sous-termes de F, et on les rajoute a Fs.

Pas 3: Résolution de E;. Ens’appuyant sur [BS96] et [KN92], si les équations
de FE5 (plus les contraintes sur les théories de termes) sont satisfaisables,
on peut calculer un ensemble complet d’unificateurs 64,...,0,,. Alors E
a une solution si et seulement si £16; a une solution, pour un 1 <7 < m.

Pas 4: traitement des équations avec des parametres entiers. Maintenant
on montre comment on réduit les équations formelles a des systemes dio-
phantiens linéaires.

Les équations de F16; sont de la forme suivante:
Biug o ... 0 Brur = Ajait; o...0 N\yapty,, Vi.H(t;) # o

ouf,...,Bk ai,...,a, sont des constantes, \1,..., A, sont des variables.

Notons que cette équation est satisfaite seulement si, pour tout 1 < j < k,
u; est ou bien égal a un ¢;, ou bien u; est une variable. En effet, si u;
n’est pas une variable, puisque (suivant le pas 1) top(ujo|) = top(u;) # o
et Vi.top(tio]) # o, il doit exister un ¢; tel que u;o| = t;o]. Etant donné
que les égalités ont été devinés, ceci peut se produire seulement si ¢; = u,;.
Pour tout 1 < ¢ < n, soit ; la somme des 3; tels que t; = u;.

Ensuite, si {u1,...,ux} ={21,- .+, 2Zm, Um+t1, - - ., ur } tel que {uq, ..., ur N
X ={z1,...,2m}, on écrit

21 = p1,1t1 0 ... 0 i 1ty

Zm = lffl,mtl ©...0 Nln,mtn

Par conséquent, en projetant I’égalité sur chacun des ti,...,%,, notre
équation est équivalente au systeme Diophantien linéaire:

A = Bipg + o+ B +m
QnAn =51M31+-~-+ﬁmﬂ?+%
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En appliquant cette transformation pour toutes nos équations formelles,
on obtient une conjonction de systémes diophantiens linéaires, qu’on peut
résoudre par des methodes connues (e.g. [CD94]).

En conclusion, on obtient

Théoréme 4 Le résolution des systéemes purs et stables modulo la théorie EP
est décidable.
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Chapitre 8

Conclusions et travaux
futurs

Le résultat principal de cette partie est une procédure de résolution des systemes
de contraintes pour la théorie équationnelle EP. Il résulte des théoremes 1, 2,
3, 4 et le corollaire 4:

Théoreme 5 ([BCO09]) La satisfaisabilité des systémes de contraintes modulo
EP est décidable.

De plus, nous avons obtenu ce résultat en introduisant un schéma général
de combinaison, qui généralise [BC09] et les résultats de combinaison exis-
tants [CR05, CR06, ACDO07]. Notre résultat offre ainsi d’autres perspectives
d’application, que nous esquissons maintenant.

8.1 Rechiffrement

Soit Frenc = {enc/3,dec/2,renc/2,f/2} (avec tous les symboles publics) et
considérons le systeme de réécriture Ryene qui modélise la théorie du rechiffre-
ment du chiffrement randomisé:

dec(enc(x,y,2),2) — y
renc(enc(z,y,2),2’) — enc(zx,y,f(z,2))

Cette modélisation est partielle (pour avoir la propriété des variants finis),
car f possede des propriétés supplémentaires.

Considérons les sous-théories suivantes Fene = {enc,renc}, Fyoc = {dec},
F: = {f} et FL =0, avec le choix des arguments

e th(enc, 1) = dec, th(enc,2) = L, th(enc,3) = £

e th(dec,1) = enc, th(dec,2) = L
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e th(renc, 1) = enc, th(renc,2) = f
e th(f,1) =th(f,2) =

On n’a pas besoin de symbole d’interface pour vérifier que Ryenc €st pur
pour ces choix. Le systeme vérifie aussi la propriété des variants finis, car sa
"boundedness” ([Del06]) est 1. Donc, par les théoremes 1 et 2, on peut appliquer
le théoreme 3, pour réduire le probleme a la résolution des sytemes purs.

Pour voir quelle est la portée de ce résultat, on doit rechercher quelles sont
les recettes pures pour Ryenc:

Lemme 35 Les recettes pures et mormalisées ( pour Rpene sont de l'un des
types suivants:

Cf: CET({f}7X)
Crenc : ¢ = renc(z,(y)
Cenc : C = enc(Cdeca xZ, Cf)
Cdec : C = dec(C/7 SC) pour CI de type Cenm C'r'enc

Notre conjecture est que les systemes purs ainsi obtenus sont facilement
résolubles par une approche similaire a celle décrite dans le chapitre 7, ce qui
reste un des nos travaux futurs.

8.2 Chiffrement homomorphique
Considérons la signature Fyon = {enc/3,dec/2, (,)/2,proj,/1,proj,/1,proje,/1,proje,/1}

(avec tous les symboles publics) et le systéme de réécriture Ryon qui représente
les propriétés du chiffrement homomorphique:

dec(enc(z,y,r),z) — vy
proje,(enc(x, (y,2)),r) — enc(x,y,r)
proje,(enc(z, (y,2)),r) — enc(x,z,r)

pr031(< 2) =y

proj,((y,2)) — =z

Cette modélisation est partielle (pour avoir la propriété des variants finis),
car le chiffrement homomorphique satisfait en fait 1’équation enc(z, (y, z),r) =
(enc(z,y,r),enc(x, z,1)).

Considérons les sous-théories suivantes Feye = {enc,proje,,proje,}, Faec =
{dec}, Fpair = {(,),proj;,proj,}, FL = 0 et le choix des arguments

e th(enc, 1) = dec, th(enc,2) = pair, th(enc,3) = L

(
th(dec, 1) = enc, th(dec,2) = pair
e th(proje,, 1) = th(proje,, 1) = enc
(

e th(proj,,1) = th(proj,, 1) = pair
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Comme pour Ryenc, il est facile de voir que ce systeme est pur et satisfait la
propriété des variants finis. On peut donc appliquer le théoreme 3 pour réduire
le probleme a la résolution des sytemes purs.

Lemme 36 Les recettes pures et normalisées ¢ pour Ruon sont de l'un des types
suivants:

4Cenc : C = enc(Cdecv Cpai'm -7;)

proje s G = proje;(enc(Coec, ,Y)) pour i =1,2

Cdec : C = dec(cl’ Cpai'r‘) pour 4/ de type Cency Cprojela Cp'r‘oje2
Cpair : C € T({<,>,p7‘0j1,p'f‘0j2},)()

Encore une fois, notre conjecture est que les systémes ainsi obtenus sont plus
simples.

8.3 Rechiffrement et chiffrement homomorphique

En effet, les deux théories ne sont pas disjointes. Pourtant, leur combinaison est
pure: il suffirait de mettre ensemble les choix de théories pour les arguments.

8.4 Signatures en aveugle

Considérons la signature Fy1ing = {blind, sign, getmsg, unblind} (avec tous
les symboles publics) et le systeme de rééeriture Rp1ing Suivant

getusg(sign(r,y) — @
unblind(blind(z,y),y) — =
unblind(sign(blind(z,v), 2),y) — sign(z,z)
Cette théorie modélise les signatures en aveugle, utilisées dans certains proto-
coles de vote. Comme remarqué dans la section 7.4.2 de [Del06], Rp1ina satisfait
la propriété des variants finis. Une chose intéressante se passe si on essaye de
décomposer cette théorie en sous-théories de telle maniere a ce que Rypiing SOit
un systeme pur. La seule décomposition possible est celle triviale, ou tous les
symboles sont dans la méme théorie:

e a cause de la derniére équation, T (unblind) = T(sign) = th(unblind, 1)
et th(sign,1) = T(blind)

e 3 cause de la deuxiéme équation, th(unblind, 1) = T(blind) et th(blind, 1) =
T(unblind)

e & cause de la premiére équation, T (getmsg) = th(sign, 1)

On déduit que T(blind) = T(sign) = T(unblind) = T(getmsg). Cette théorie
n’est donc pas décomposable, au moins pas dans le cadre de I’approche presentée
ici. D’autres techniques sont donc nécéssaires pour simplifier les systemes de
contraintes modulo Ry1ing. C’est un des buts de la partie qui suit.
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8.5 Travaux futurs.

D’abord, comme on a vu, il nous reste a exploiter les résultats du théoreme 3
pour les théories Ryenc, Ruom €t d’autres, y compris celles qui contiennent des
symboles AC. Ces résultats seront partiels, car on a restreint la généralité du
probléme pour avoir les variants finis. Un travail futur plus ambitieux est de
traiter ces théories dans toute leur généralité. Une propriété moins forte que
les variants finis est peut-étre suffisante. Des résultats de combinaison encore
plus flexibles sont possibles. Par exemple, notre résultat nous oblige a considérer
deux symboles de multiplication pour EP, pour une raison qui n’est pas de fond:
thdest(h) N thsource(h) = 0.
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Partie 111

Théories saturées et
signatures en aveugle
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Dans cette partie, nous allons traiter la résolution des contraintes de déductibilité

d’un autre point de vue, en ayant deux raisons principales pour ce changement
de perspective.

D’abord, il y a des théories élémentaires, qui ne sont pas décomposables:

la seule partititon F; W ... W Fp U {h} pour laquelle la théorie est pure est la
décomposition triviale, avec £ = 1. C’est bien str le cas pour les théories avec un
seul symbole, mais I'exemple des signatures en aveugle vu a la fin du chapitre
précédent montre que ¢a peut étre aussi le cas des théories plus complexes.
Nous avons donc besoin d’une autre approche pour obtenir et comprendre d’un
point de vue théorique les résultats de décidabilité pour ce genre de théories.
Et, méme pour les théories décomposables, on a vu avec les exemples de Ryenc
et Rpom que les preuves a chercher apres la réduction sont dans un ensemble
non-trivial, méme si plus simple que celui de départ.

C’est le but de cette partie: faire une étude de la recherche de preuve pour

les contraintes de déductibilité. On est dans la situation ici ou les preuves ne
peuvent plus étre coupées pour étre recomposées apres, comme c¢’était le cas
dans le chapitre précédent: on doit rechercher toute la preuve ou, du moins,
avoir une représentation finie et appropriée des preuves possibles.

Une deuxieme raison pour considérer une autre approche pour la résolution

des contraintes de déductibilité est donné par I'intérét des propriétés plus générales
que l'existence d’une solution [Bau07, CLCZ10]. Les propriétés de traces [CLCZ10]
portent sur toutes les éxécutions possibles du protocole, ce qui se traduit dans
I’ensemble des solutions de systeémes de contraintes correspondants. Pour ce
genre des propriétés, une procédure qui cherche I'existence d’'une solution n’est
plus suffisante: il nous faut une représentation finie et effective de I’ensemble
des toutes les solutions. Méme plus, les propriétés d’équivalence [Bau07, CD09]
mettent en correspondance toute preuve dans un systeme de contraintes avec
une preuve dans un autre: il nous faut une représentation symbolique de toutes
les preuves.

C’est aussi le but de cette partie: avoir une procédure de transformation des

systemes de contraintes qui cherche toutes les preuves possibles, en suivant pas
a pas les moyens de leur construction. Ca nous donne un arbre de transition qui
représente toutes les possibilités pour I'intrus d’interagir avec le protocole. Les
feuilles de cet arbre sont des systemes des contraintes avec des preuves triviales:
les formes resolues.

Ici nous ne considérons pas des symboles AC, qui reste un des travaux futurs.

Contributions. Nous motivons d’abord le fait que, pour la recherche des
preuves, il est préférable d’éliminer d’avance le raisonement équationel. Dans
le chapitre 9, nous rappellons ([Del06]) que ceci peut étre fait d’'une maniére
systématique et générale, en s’appuyant sur la surréduction et la propriété
des variants finis. Nous obtenons ainsi des théories de I'intrus dont la théorie
équationnelle est vide: des systemes d’inférence. Dans le chapitre 10 nous in-
troduisons une notion de saturation (au fait, classique) des systemes d’inférence
et montrons sa liaison avec la localité. Elle nous permet d’avoir des regles de
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transformation des contraintes qui suivent fidelement les manieres possibles de
construire la preuve, en nous menant vers des systemes ou les preuves sont
triviales (chapitre 11). Quand le systéme saturé est fini, on obtient ainsi une
représentation symbolique finie de I’ensemble des toutes les solutions. Quand
il est infini (comme pour les signatures en aveugle), nous allons montrer une
maniere de regrouper les formes résolues, pour obtenir une représentation finie
de solutions et déduire une procédure de décision pour la satisfaisabilité des
systémes de contraintes (chapitre 12).
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Chapitre 9

Systemes d’inférence

Soit (Zz,R) une théorie de lintrus équationnelle, olt R est un systéme de
?

réécriture convergent. Soit T F v une contrainte de déductibilité et imaginons
qu’on cherche une substitution o et une preuve 7w de To + vo dans (Zx,R). La
maniere la plus naturelle de le faire est d’effectuer une recherche de preuve en
arriere, en partant de la racine. On peut ainsi suivre exactement la structure
de la preuve. Pour cela, il suffit de deviner la derniére regle d’inférence utilisée
dans 7, disons

1 ... Tp
flxy, ... xy)

On doit alors avoir vo | = f(x16,...,2,0)], pour une substitution 6 telle que
dom(0) = {x1,...,2,}. Pour poursuivre la recherche des bouts de preuve man-
quants, on peut ou bien unifier v et f(z1,...,z,), modulo la théorie équationnelle,
ou bien faire I'unification syntaxique de v, f(z1, ..., z,) avec des membres gauches

de regles du systéme de réécriture, comme dans [Bau07]. Dans les deux cas,
les propriétés de la théorie équationnelle qui assureraient la terminaison de la
procédure ne sont pas évidentes. Par exemple, la preuve de terminaison de
[Bau07] repose sur des propriétés spécifiques aux systémes sous-termes conver-
gents et il est encore peu clair comment la généraliser a d’autres exemples et
classes de théories.

Une autre approche, celle suivie dans cette partie, est de régler les questions
de réécriture en amont, avant la recherche des preuves. Pour cela, on remarque
que la surréduction de v et de f(x1,...,x,) peut se faire avant, indépendamment
de la preuve ([Del06, CD05]). On obtient alors un systéme d’inférence avec des
regles plus complexes, mais d’ou le raisonnement équationnel est éliminé. Cela
permet de réduire la compléxité de la recherche des preuves, en dissociant les
propriétés dont on a besoin: pour le systéme de réécriture, d’une part, et pour
le systéme d’inférence, d'une autre.

Definition 26 Un systeme d’inférence est une théorie de l’intrus dont la théorie
équationnelle est vide.
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Par surréduction de chaque regle I(xzy),...,1(z,) — I(f(z1,...,2,)) on
obtient:

Exemple 45 Un systéme d’inférence équivalent (nous allons voir dans quel
sens ci-dessous) a la théorie (Zpy, Epy) de l'exemple 2 est

v enc(pud(y),z,z) priv(y) v

(€ enc(z,y, 2) ®) x (K) pudb(x)
Ty T €L,

(P) oy (Pl < :’> (Projy) yy>

Nous allons noter dans la suite ce systeme d’inférence par Ipy.
Notons au passage que la surréduction donne aussi les régles d’inférence
sutvantes:

Ty x x

(D) (Proj}) (Projy)

dec(z,y) projy(x) progy(x)

La présence ou non de ces regles dans la modélisation dépend de l’implémentation
des algorithmes. S’ils retournent un message d’erreur quand leurs arguments
n‘ont pas la forme attendue, ces régles ne doivent pas étre considérées.

Pour garder les exemples simples et, surtout, puisque les régles D, Proj}, Proj
ne posent aucun probléeme technique, nous avons decidé de ne pas les considérer.
Ce sera aussi le cas pour des regles de méme nature dans les autres études de
cas.

La correspondance qui est montrée dans cet exemple est une instance d’une
transformation plus générale, introduite dans [Del06] et qui repose sur la surréduction
et la propriété des variants finis.

Nous rappelons d’abord la notion des variants, telle qu’elle est introduite
dans [Del06]. Ici, on ne considére pas des symboles AC.

Definition 27 (Variants) Soit R un systéme de réécriture qui a la propriété
des variants finis, par rapport a la théorie vide. Par définition (définition 4),
les variants d’un terme t sont donnés par un ensemble obtenu par surréduction:
V(t) = {tb1],... t0,]}.

Pour calculer les variants d’une regle d’inférence R, elle est vue comme un
terme: V(R) = {R01],...,RO,]}. Pour une théorie de lintrus (Z,R), V(Z),0)
est le systeme d’inférence obtenu en rajoutant a I les variants de chaque régle
d’inférence et en oubliant la théorie équationnelle.

Les variants d’un systéme de contraintes C sont, de méme, calculés en con-
sidérant C comme étant un (grand) terme: V(C) = {Cb1],...,CO,]}.

Exemple 46 Le systeme d’inférence obtenu par surréduction pour la théorie
Dolev-Yao est donné dans l'exemple 45. Les variants de D, de [’exemple 5
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(page 21), sont D et D’:

?
a B (xg,x3) A
?
D' = a F ox
?
enc(zg, (b,x1),7), priv(a), a + w9 AN x9=0b

Pour une preuve 7 dans (Z,R), nous allons dénoter par V(m) ensemble des
preuves dans (V(Z), ), ou chaque régle d’inférence est remplacée par 'un de ses
variants.

? ?
Théoréme 6 ([Del06]) Soit C = {Ty F 23 U...T, b 2,} US un systéme
de contraintes et (Z,R) une théorie de Uintrus telle que R a la propriété des
variants finis par rapport & la théorie vide. C a une solution o, modulo (Z,R),
si, et seulement si, il existe un C' = CO| € V(C) et une solution o’ de C', modulo
V(@),0), telle que Cal =C'o".

De plus, les preuves sont les mémes: pour chaque preuve 7 de T;o] b x;0,
il existe une preuve ™ € V(w) de T;0|c’ b x;00" et réciproquement.

Preuve: Ce sont le théoreme 7.14 et la proposition 7.15 de [Del06]. Le résultat
plus précis concernant les mémes solutions et les mémes (modulo les variants)
preuves n’est pas dans les ennoncés de [Del06], mais peut étre dérivé de leurs
preuves. O

? ?
Systémes de contraintes. Notons que les systémes C' = {T1 Fuy,..., T, F
un} US & résoudre dans (V(Z),0) ne contiennent plus seulement des variables
dans les membres droits. Ils satisfont la monotonie et la propriété d’origination

suivante: V1 < ¢ < n. Var(T;) C Var({uy,...,u;—1}). On peut aussi résoudre
N

S (dans la théorie vide) et appliquer les unificateurs les plus généraux a {1 -
?

uyy ..., T B uy}. Les sytemes de contraintes considérés dans la suite sont
donc des ensembles de contraintes de déductibilité qui satisfont la monotonie et
Iorigination, sans équations.

9.1 Exemples

Ici nous montrons quels sont les systemes d’inférence obtenus par ’application
des variants finis aux exemples considérés dans la suite: les théories sous-termes
convergentes et les théories du chapitre 8. Pour ce calcul, il faut surréduire (avec
des substitutions en forme normale) toutes les regles d’inférence I(z1), ..., I(x,) —
I(f(x1,...,2,)) de la théorie de l'intrus de départ. Au fait, puisque nous ne
considérons pas de symboles AC, la surréduction basique (i.e. la surréduction
ne se fait pas dans la partie substitution d’un des pas précédents) est suffisante,
cf [Del06], section 7.3.2.
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9.1.1 Théories sous-termes convergentes

Un systeme de réécriture est sous-terme convergent s’il est donné par un en-
semble fini de regles R = {l; — ry1,...,l, — r,} tel que, pour tout i, r; est un
sous-terme strict de [; et tel que la relation de réécriture associée —x est con-
vergente. Il est alors facile de voir que toute séquence de surréduction basique
issue de f(x1,...,2,) est de longueur au plus 1 et le calcul des variants nous
donne le systéme d’inférence suivant:

L oo 1,
- si f(l1,...,ln) = r € R pour un f € Fpu,

et ly,...,l, sont en forme normale

xT1 - ITp
f(xla"'vxn)

Considérons maintenant les trois théories de la fin de la partie précédente.

SifEfpub

9.1.2 Rechiffrement

Pour Ryenc, chaque séquence de surréduction est de longueur au plus 1 (seule-
ment renc(z,y) et dec(x,y) ont des séquences de longueur 1) et on obtient le
systeme d’inférence Zpene:

Ty z enc(z,y,2) =

enc(z,y, 2) y

enc(z,y,z) 2’

enc(x,y, f(z,2)))

9.1.3 Chiffrement homomorphique

Pour Ryon, chaque séquence de surréduction est de longueur au plus 1 (seulement
proje,,proje,,proj,,proj, ont des séquences de longueur 1) et on obtient le
systéme d’inférence Tpon: Zpy plus les deux régles (Ry)

enc(z, (y,z),r) enc(z, (y,z),r)

enc(z,y,r) enc(x, z,71)

9.1.4 Signatures en aveugle

Pour Ry1ina, chaque séquence de surréduction est de longueur au plus 1 (seule-
ment getmsg et unblind ont des séquences de longueur 1) et on obtient le
systeme d’inférence Zy1inq:

vy o sigay)
sign(z,y) x

()
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Ty blind(z,y) ¥ sign(blind(z,y),2) ¥

(B) (UB) (UBy)

blind(x,y) z sign(z, z)

9.2 Une classification des regles d’inférence

Pour faire une analyse plus fine des preuves dans la suite, nous faisons ici une

classification des regles selon le rapport de la conclusion avec les prémisses.

Elle généralise la classification traditionnelle composition/décomposition. Les

termes qui apparaisent dans les regles sont comparés par rapport a l’ordre sous-

terme. Dans cette partie, les sous-termes sont syntaxiques. Les sous-termes de

t sont notés par st(t). L'ordre sous-terme < est défini par v < v < u € st(v).
Une regle R est une

e Composition, si sa conclusion est le seul terme maximal dans R
e Décomposition, si tous les termes maximaux dans R sont des prémisses

e Versatile, si la conclusion et quelques prémisses sont maximaux dans R

Exemple 47 Toute régle de la forme I(xy),...,I(xy,) — I(f(x1,...,2,)) est
une composition, e.g. (P), (E), pour Dolev-Yao, et (S),(B) pour Zyiing.

(D), pour Dolev-Yao, et (UB), pour Zyina, sont des décompositions.

(UB1), dans Tyiing, (R), dans Zyene, et (Re), dans yom, sont des exemples de
regles versatiles.
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Chapitre 10

Théories saturées

Le probleme de recherche de preuve pour les contraintes de déductibilité est
évidemment lié a la recherche des preuves dans des théories logiques: Entschei-
dungsproblem. D. McAllester [McA93] a montré que Entscheidungsproblem
peut se résoudre en temps polynomial si la théorie est locale et a proposé
un algorithme qui vérifie la propriété de localité. D. Basin et H. Ganzinger
[BGO1] ont montré que la localité est équivalente a la saturation de la théorie
par résolution ordonnée. Notre point d’intérét dans cette partie peut étre vu
comme le relévement de ces résultats a la recherche des preuves dans des ensem-
bles de termes non-clos. Les théories qu’on considere sont en effet saturées par
résolution ordonnée, avec une notion de redondance similaire, mais légerement
différente de celle de [BGO1]. Additionnellement, nous aurons des restrictions
sur la forme des regles (section 10.2.2), pour guider la recherche non-close des
preuves. Cependant, ces restrictions syntaxiques ne sont pas fondamentales et
un des travaux futurs consiste a montrer que la localité seule est suffisante pour
la résolution des contraintes de déductibilité.

Dans ce chapitre nous introduisons la saturation, l'illustrons sur nos études
de cas (section 10.1) et montrons comment elle est liée & la recherche de preuves
et a la localité (section 10.2).

10.1 Saturation

Pour une preuve 7, on va noter par

step(m) l'ensemble des termes qui etiquettent

e leaves(r) le multi-ensemble des termes qui etiquettent les feuilles de 7

last(m) le dernier pas d’inférence de 7
e premises(w) les preuves des prémisses de last(m)

e conc(m) la conclusion de 7
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Plus formellement,

conc(my) ---conc(my,)

last(m) =
. ’]'('1 ... ﬂ'n u
sLoom= alors premises(w) = {my,..., ™}
conc(m) =u
Exemple 48 Considérons la preuve w dans ZIpy:
(priv(k),a)

Proj;
enc(pub(k),a,r) priv(k) (Projy)

a

On a

(priv(k),a)

e premises(n) = {enc(pub(k),a,r), priv(k)

e conc(m) =a

enc(pub(k),a,r) priv(k)

e last(m) =
a

o leaves(m) = {enc(pub(k),a,r), (priv(k),a)}

Dans la suite, nous introduisons notre notion de saturation. Intuitivement,
8l existe une preuve telle que 'un des ses pas intermédiaires est trop grand (on
va nommer une telle preuve mauvaise et le grand pas un mauvais motif ), alors

il existe une preuve plus simple de la méme chose.
81 PRI Sn

Si R = — est une regle d’inférence, on dénote par Max(R) le multi-
50

ensemble des termes maximaux s;, par rapport a l'ordre sous-terme <.

Definition 28 (mauvais(e) motif / preuve) Une mauvaise preuve est une
preuve 7 de la forme:

Ul PR Um
- R
Uy -+ Up Un+41 Un+2 **° Un+k
2
v
S1 - Sm tl R tn+k
telle que Ry = , Ry = , s € Maz(Ry) et t,4+1 € Maz(Rs).
S t
Un mauvais motif dans une preuve m est une sous-preuve de w de la forme:
m oo
R1
il Tyt cone(md) mit Ty
Ro
v



telle que la preuve suivante est mauvaise

conc(my) -+ conc(mi™)

conc(ml) -+ come(myh) conc(ml) conc(mstt) - cone(nh)

v

Notons que, suivant notre classification des regles d’inférence, un mauvais
motif est 'application d’une regle de composition ou versatile suivie de I'application
d’une regle de décomposition ou versatile telle que (I'instance de) la conclusion
de la premiére régle est (une instance d’) une prémisse maximale de la deuxieme
regle.

Sim = R6 est une instance d’une régle d’inférence R et Max(R) = {s1,..., sk},
alors p(m) est par définition le multi-ensemble {s10,...,s,0}. Si m est une
preuve, p(m) est par définition le multi-ensemble des u(7’), pour tous les pas
d’inférence 7’ de w. Formellement, si premises(n) = {my,...,m,}, on a:

p(m) = p(m) W p(mn) © p(last(m)).

Les multi-ensembles sont ordonnés en utilisant ’extension multi-ensemble de
I’ordre pour leur éléments. Si > est un ordre, on dénote par >,, son extension
multi-ensemble.

Definition 29 (systéme d’inférence saturé) Un systéme d’inférence est saturé
s’il existe une extension totale et bien-fondée < de l'ordre sous-terme < telle que,
pour toute mauvaise preuve w, il existe une preuve n' de leaves(w) b conc(m)
avec leaves(n') C leaves(w) (l'inclusion multi-ensemble) et (7)) (<m)m

p(m).

Exemple 49 Le systéeme d’inférence Dolev-Yao de l'exemple 45 est saturé. En
effet, les seules mauvaises preuves sont

pudb(uy) us us up U2
enc(pub(uy), ug,usz) priv(uy) (ur,ug) i=1,2
U2 U;

Evidemment, pour chacune de ces preuves, il existe une preuve plus petite, triv-
iale, ™ de leaves(r) = conc(m) telle que leaves(n') C leaves(w) et p(m') (<m)m
w(m) pour toute extension totale et bien-fondée de l'ordre sous-terme.

Si un systeme n’est pas saturé, on peut le compléter dans un systeme saturé
équivalent, par résolution ordonnée. Dans les deux exemples qui suivent, le
systeme saturé ainsi obtenu est fini:

10.1.1 Un exemple de saturation

Nous montrons d’abord un exemple (artificiel) illustrant comment on peut sat-
urer un systeme d’inférence, qui n’est pas saturé au départ.
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Considérons le systeme contenant la seule regle versatile

et des regles de composition pour les symboles f,g,h. Ce systéme n’est pas
saturé, car il n’y a que des mauvaises preuves (minimales) de e.g. g(a),g(b),b +
h(a,b).

On complete le systeme de la maniere suivante. D’abord, on superpose la

regle versatile avec la regle
Ty T2

f((L’l,ZL'Q)

On obtient une nouvelle regle versatile

glr) gy) vy
h(z,y)
qu’on rajoute au systeme d’inférence. On a maintenant une "bonne” preuve de
g(a),g(b),b+ h(a,b). Pourtant, le systéme n’est pas encore saturé, puisqu’il n’y
a que des preuves (minimales) mauvaises de e.g. g(a),bF h(a,b). Un autre pas
de résolution ordonnée, superposant
Y
g(y)

avec la nouvelle regle versatile, rajoute la regle

gx) y
h(z,y)

Le systeme résultant, ci-dessous, est saturé, car toutes les mauvaises preuves
sont maintenant contournables (par des preuves plus petites). On ne va pas faire
la preuve, mais notons juste que dans cet exemple n’importe quelle extension
totale et bien-fondée de 'ordre sous-terme marche, car on enléve toujours un
terme dans la mesure p d’une mauvaise preuve m, quand on lui associe une
"bonne” preuve 7’.

Ty Ty x

f(g(r),8(y)) &) y glx) gly) vy gx) y
h(z,y) h(z,y) h(z,y)

Considérons maintenant les études de cas, dont les systemes d’inférence sont
presentés dans de la section 9.1.
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10.1.2 Systemes sous-terme convergents

Le systeme d’inférence Zg. associé a un systeme de réécriture sous-terme con-
vergent n’est pas toujours saturé, comme le montre I’exemple suivant:

Exemple 50 Soit la signature { f, g}, avec tous les symboles publics, et le systéme

de réécriture {g(f(f(,y), 9(y))) — v}
Le systéme d’inférence correspondant est formé des régles de composition

pour f, g et
F(f (@), 9(y))

Y

Dans ce systéme, la preuve minimale (pour toute extension de l'ordre sous-
terme) de f(a,b), g(b) b b est mauvaise.

Cependant, on peut appliquer une simple complétion pour saturer, en un
nombre fini de pas, le systeme.
On applique itérativement la procédure suivante a Zg.:

1. on élimine de Zg. les regles d’inférence dont la conclusion apparait parmi
les prémisses

2. on remplace les régles d’inférence I(sy)...,I(x),...,I(s,) — I(t) par
I(s1)y .oy I(sn) — I(t) (i-e. on élimine I(z) de ensemble des prémisses),
quand z est une variable qui n’apparait ni dans ¢ ni comme un sous-terme
strict d’un des s;.

3. pour chaque symbole public g et chaque regle d’inférence

oo e oglur, .o ty) <oy

,
on rajoute la regle

[P P PRE R

r

Jusqu’a ce que un point fixe soit atteint. Notons par Zs. le systeme d’inférence
ainsi obtenu.

Puisque la taille (le nombre des symboles de fonctions) des nouvelles regles
est strictement inférieure a la taille d’une regle d’inférence dans I’ensemble de
départ, le point fixe est obtenu en un nombre borné de pas.

Exemple 51 Pour l'exemple précédent, la seule régle

f(z,y) g9(y)
y

est rajoutée.
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Lemme 37 La transformation Ts, — Is. décrite ci-dessus préserve la méme
relation de déductibilité, i.e. T 7, v < T bz v, pour tout T, v.

Preuve: En effet, chaque nouvelle regle d’inférence est une conséquence des
autres regles d’inférence et toute regle qui est enlevée (ou remplacée) peut aussi
étre prouvée en utilisant les autres regles. [DJNotons que le lemme précédent est
vrai pour toute théorie de l'intrus.

Quand la théorie est sous-terme convergente, une autre propriété du systeme
obtenu est qu’il n’a pas de regles versatiles: toutes les regles d’inférence sont ou
bien des compositions I(x1), ..., [(z,) — I(f(z1,...,2,)) ou bien des décompositions
I(u1), ..., I(uy,) — I(r). En effet, dans la transformation ci-dessus, on garde
Iinvariant que la conclusion d’une regle d’inférence, qui n’est pas une composi-
tion, est un sous-terme de I'une des prémisses.

Lemme 38 7., est saturé.

Preuve: Puisque les prémisses maximales d’une décomposition ne sont pas des
variables (deuxieme transformation ci-dessus), les seuls mauvais motifs sont de
la forme:

T10 - T O
up e ug g(T1, .., )0 Ugga o Up
r
ol g € Fpw, Uk+1 = g(z10,...,2m0). Grace & notre complétion (troisieme

point), il existe alors une preuve plus simple:

UL -+ Up 10 -+ T;mO uk+2 e Uy

r

Ceci nous permet de conclure, car la mesure de cette preuve est plus petite pour
toute extension totale et bien-fondée de 'ordre sous-terme. O

Dans les trois autres études de cas, le systéme saturé s’avere infini.

10.1.3 Rechiffrement

Le systeme Z,en n'est pas saturé. En effet, notons que les termes maximaux
dans la regle (R) sont enc(x,y, z) et enc(x,y,f(z,2’)). Considérons une preuve
de enc(z,y,r),r’',r" - enc(x,y, £(£(r,7"),7")):

enc(z,y,r) 1

enc(x,y, £(r,7")) 1"

enc(z,y, £(£(r,r"),7"))

C’est une mauvaise preuve, car elle superpose la conclusion (maximale) de la
premiére instance de (R) avec 'hypothése maximale de la deuxiéme. Pourtant, il
n’existe pas de preuve plus simple de enc(z, y,r), ', 7" b enc(x,y, £(£(r,r"),7")).

Cependant, on peut saturer le systéme, en rajoutant (par résolution or-
donnée) un ensemble infini de regles. Soit t,(z1, ..., z,) le terme défini par
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[ ] tl(Zl) = Z1
® tnt1(21,- .oy 2nt1) = ftn(21,- - 20), Zn41)
On rajoute au systeme les regles d’inférence (pour tout n > 2)

enc(z,y,21) 22 ... Zn

Rn
enc(x,y,tn(21,- -, 2n)) (Re)

Ces regles sont des raccourcis pour éviter toutes les mauvaises preuves.
Lemme 39 Le systéme (récursif) ainsi obtenu est saturé.

Preuve: A part les mauvaises preuves provenant de la partie Zpy du systeme,
et qui peuvent étre évitées par des preuves triviales, toutes les mauvaises preuves
sont des superpositions 7 de deux regles (R,,) et (R,,):

enc(x,y,m1) T2 ... Th

(Rn)
enc(x,y7tn(r1;-~-7rn)) Tn+l --- Tndtm

(Rn)
tn+m(7‘1, e 7rn+m) "

Elles peuvent étre remplacées par le résultat de leur résolution 7" = (R, ):

enc(z,y,r1) T2 ... Tnim

(Rn—i-m)
enc(:c, Y, tn—&-m(rla LR} 7’n—&-m))

On a
:u(ﬂ/) - {{enc(xa Y, 7’1)7 enc(x, Y, tn—i—m(’rl, s ,T‘n+m))}}

[ A{enc(z,y,71),enc(z,y,tn(r1,. .., 7))}
pl(m) = { {enc(x,y, tn(r1,...,mn))senc(z, Y, tntm(r1s -y Pnim))} }

Pour assurer que u(7’) (<m)m p(m), pour chaque telle paire 7,7/, il suffit
de choisir une extension totale et bien-fondée < de 'ordre sous-terme telle que
enc(z,y,u1) < enc(x,y,t,(u1,...,uy,)), pour tout n > 1 et termes uq, ..., uUy.
[

10.1.4 Chiffrement homomorphique

A cause des enchainements de la regle Ry, Zyon n’est pas saturé. Pourtant, si on
définit P(z) comme étant le plus petit ensemble tel que

e € P(x)

o t € P(x) = Vu. (t,u) € P(x) A (u,t) € P(x)
alors ’ensemble de regles ci-dessous, avec les regles de Zpy, est saturé.
enc(z,t,r)

(Ry) pour tout t € P(y)
enc(z,y,r)
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Lemme 40 Le systéme d’inférence ainsi obtenu est saturé.

Preuve: En plus des mauvaises preuves dans Zpy (contournables par des
preuves triviales), on a trois types de mauvaises preuves

enc(t,u,r) tuwr enc(pub(t),u,r)
enc(t,v,) (Rt) enc(t,u,r) (Ry) enc(pub(t),v, ) (Re) priv(t) D)
enc(t,w,r) enc(t,v,7) v

avec u € P(v) et v € P(w).

Soit 7 une mauvaise preuve du premier type. Alors, par définition de P, on
a u € P(w) et donc la preuve 7’ de leaves(rw) - conc(m):

enc(t,u,r)

(R)

enc(t,w,r)
Evidemment, leaves(n’) C leaves(r). Ona u(n') = {{enc(t,u,r), enc(t,w,r)}}
et pu(m) = {{enc(t,u,r),enc(t,v,r)},{enc(t,v,r), enc(t,w,r)}}. Pour avoir
w(m") (Km)m p(m), on doit choisir une extension < de 'ordre sous-terme telle
que enc(t,w,r) < enc(t,v,r), pour tous t,r,w,v tels que v € P(w).

Soit maintenant 7 une mauvaise preuve de deuxiéme type. Puisque u € P(v),
on a u - v, en utilisant seulement Proj; et Proj,. Soit m,, cette preuve de u - v
et soit 7’ la preuve suivante de leaves(w) b conc(w)

t Tyw T

enc(t,v, 1)
Evidemment, on a leaves(r’) C leaves(r). On a aussi

M(T‘J) = {{u}’ {ul}a ) {un}> {enc(tv v, T)}}
w(m) = {{enc(t,u,r)}, {enc(t,u,r), enc(t,v,r)}}

ou pour tout 1 < i < n, u; € st(u). Par conséquent, pour toute extension < de
lordre sous-terme, on a pu(7’) (< )m p(m).

Finalement, soit 7 une mauvaise preuve de troisieme type. Puisque u € P(v),
on a u - v en utilisant seulement Proj, et Proj,. Soit m,, cette preuve. On
considére alors la preuve ' de leaves(w) F conc(m) qui consiste en I'application
de (D), aux prémisses enc(pub(t),u,r) et priv(t), suivie de la preuve my,:

enc(pub(t),u,r) priv(t) 0
,n-u'U
On a leaves(n’) C leaves(r) et

o (') = {{enc(pub(t), u,r), priv(t)}, {u}, {ur}, .. . {un}},
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o u(m) = {{enc(pub(t),u,r), enc(pub(t),v,r)}, {enc(pub(t),v,r),priv(t)}}.

Puisque uq, ..., u, € st(u), pour avoir u(m') (< )m w(m) il suffit de choisir une
extension < de l'ordre sous-terme telle que priv(t) < pub(t), pour tout t. No-
tons que cette restriction de l'ordre n’est pas en contradiction avec celle requise
pour contourner les mauvaises preuves dans les 2 cas traités précédemment.
On conclut qu’il existe un ordre =, extension totale et bien-fondée de I'ordre
sous-terme, qui rend le systeme saturé. O

10.1.5 Signatures en aveugle.

A cause de la rogle (UBy), le systéme n’est pas saturé. Par exemple, la preuve
7 suivante est mauvaise:

sign(blind(blind(z,z1),22),y) @2

sign(blind(z,x1),y) X1

sign(z,y)
Pourtant, pour toute extension bien-fondée < de l'ordre sous-terme <, il n’existe
pas de preuve 7’ de leaves(w) b sign(z,y) telle que leaves(n’) C leaves(m)

et ju(7') (<m)m 1),

Cependant, par résolution ordonnée, on peut rajouter au systeme toutes les
raccourcis qui correspondent a des mauvaises preuves. Soit b, (x,z1,...,2,)
défini par:

e by(xz,21) =Dblind(z,x1)
o byii(z,21,. .., xpy1) =blind (b, (2,21, ..., T0), Tpt1)
On rajoute & notre sytéme les regles suivantes (pour tout n > 1),

sign(bn(x,21,...,Zn),Y) T1 ... Tp

UB,
sign(z,y) (U8

Lemme 41 Le systéeme d’inférence ainsi obtenu est saturé.

Preuve: On a les types suivants des mauvaises preuves:

u v by (u,v1...,0,) 8
sign(u,v) ®) sign(b,(u,v Un ),y S) ®) v v
’ n\W, V1y,---5Un), 1 ---Un
— (O : (UB,,)
U sign(u, )
u v sign(bp(u,v1,...,0,),8) U1 ... Uy
wiamatn P
) sign(u,s
(UB) — Q)
u u
sign(bpim (v, t1, ..ty U1,y Um),S) V1 ... U
g (bntm .1 - tl t)))) 1 (UB,,) t t
sign(b,(v,t1,...,t,),s Loty
g 1 1 (UBn)
sign(v,s)
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Dans les deux premiers cas (S — C et B — UB), on a comme dans le cas Zpy
des preuves correspondantes triviales, qui sont plus petites par rapport a toute
extension bien-fondée de I'ordre sous-terme.

Supposons maintenant que la mauvaise preuve 7 est du type S — UB,,. Soit 7’
la preuve qui consiste dans quelques applications de UB suivies d’une application
de S. On a évidemment leaves(n’) C leaves(w). De plus, nous avons que

w(m) = {{bp(u,v1, ..., 00) } {bn_1(u,v1, ..., 01}, ..., {b1(u,v1)}, {sign(u, s)}}
w(m) = {{sign(b,(u,v1,...,0,),5)}, {sign(bn(u,v1,...,v,),8),sign(u,s)}}

et donc p(m’) (<m)m p(m) pour toute extension bien-fondée < de l'ordre sous-
terme.
Quand la mauvaise preuve est du type UB, — C, la situation est similaire.
Finalement, supposons que la mauvaise preuve m est du type UB,, — UB,.
On considere alors la preuve 7’

Sign(bppm (v, t1, o ln, U1, U )y S) B ot by U1 ol U

. (UBn+m)
sign(v,s)

Encore une fois, l'inclusion leaves(n’) C leaves(w) est évidente. De plus,
nous avons que

w(m) = {{sign(bpim(v,t1, ..., tn,v1,...,0m),s),sign(v,s)}}
(7) = {sign(bntm(Vst1, .o tn, V1, . Um), 8),sign(bn(v,t1, ..., tn),8)},
M= (sigalba(v, trs. .. ta), ), sign(v,s)}

Par conséquent, pour assurer p(m’) (<m)m p(m), il est suffisant de considérer
un extension totale et bien-fondée < de 'ordre sous-terme telle que pour tout
n,v,8,t1,...,tn, on a sign(v,s) < sign(b,(v,t1,...,t,),s). O

10.2 Preuves normales et localité

Dans cette section nous montrons que, grace a la saturation, il suffit de con-
sidérer des preuves qui ont une certaine structure (section 10.2.1) et un certain
contenu (section 10.2.2): chaque preuve normale est locale, i.e. ses termes in-
termédiaires sont dans les sous-termes des hypotheses ou de la conclusion.

10.2.1 Preuves normales et preuves simples

Nous allons nommer normale une preuve sans mauvais motif. Une conséquence
immeédiate de la saturation est I’existence des preuves normales parmi les preuves
avec un ensemble minimal d’hypotheses:

Lemme 42 Pour toute preuve m de T+ u il existe une preuve normale 7’ telle
que leaves(n’) C leaves(m)
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Preuve: Soit =< l'extension totale et bien-fondée de l'ordre sous-terme <
temoignant du fait que le systeme d’inférence est saturé. Nous allons faire une
récurrence sur pu(m) pour prouver qu’il existe une preuve normale 7' de T+ u
avec (1) (< )m p(m) et leaves(n’) C leaves(mw).

Si 7 est normale (en particulier, un feuille, avec p(7) minimal), on conlut.
Sinon, soit m; un mauvais motif de 7. Nous avons:

Ry

i+1 n
7'['2 DRI 2

Ra

tel que 7, définie ci-dessous est une mauvaise preuve.

conc(n}) - - - conc(m)

conc(ms) - conc(mi ) conc(ms) conc(m4t) -+ conc(ny)

2
v

Par saturation, on sait qu’il existe une preuve 73 telle que conc(ms) = v
et leaves(mz) C leaves(m;) (inclusion multi-ensemble) et fu(72) (< )m (7).

Soit 7 la preuve 7> dans laquelle chaque hypotheése conc(r]) est remplacée

1
avec la preuve correspondante 7.

Soit M = H—J wu(md) W L—_Ij p(md) H—J u(m}). Nous avons:

1<j<m 1<j<1 i<j<n

pu(ma) = M & p(@z) (Km)m M & p(@r) = p(m).

Notons que 'inégalité est aussi une conséquence de leaves(my) C leaves(7),
Iinclusion multi-ensemble étant importante pour ne pas dupliquer les noeuds et
faire croitre u. Soit 7’ la preuve obtenue en remplagant m; avec o dans w. Nous
avons p(7') (<m)m p(m) et leaves(n’) C leaves(w). On applique ’hypothese
de récurrence pour conclure. O

Definition 30 (preuve simple) Soit Hy C Hy C --- C H, une séquence
d’ensembles de termes. Une preuve w de H; F u est gauche-minimale si pour
tout j < i tel que H; = u, m est une preuve de H; - u. Une preuve est simple
st elle est normale et gauche-minimale.

Exemple 52 Considérons le systeme d’inférence Dolev-Yao de l'exemple 45.
Soit Hy = {enc(pud(k),a,r), priv(k), a} et Hy = Hy U{{a,b)}. On a Hs F a.
En effet, les preuves w1, mo el w3 ci-dessous sont des temoins de ce fait:

a a

(a,a)

(a,b) enc(pudb(k),a,r) priv(k)

a a

a
La preuwve mo est simple, tandis que m et w3 ne le sont pas. Notons que la
preuve de Hy b a réduite a une feuille est simple aussi.
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Lemme 43 Soit H; C Hy C --- C H,, un séquence croissante d’ensembles de
termes eti € {1,...,n}. Si H; - u, alors il existe une preuve simple de H; - u.

Preuve: Soit 7 une preuve gauche-minimale de H; - u. Une telle preuve existe,
car il suffit de considérer le j minimal tel que H; - u. Par le lemme 42, il existe
une preuve normale 7’ de H; F u telle que leaves(n’) C leaves(r). Il est facile
de voir que 7’ est aussi gauche-minimale. La preuve 7’ est donc simple. 0

10.2.2 Localité

Dans la suite, nous supposons que:

1. pour toute régle de composition, la conclusion est £(x1, ..., ) oUxy, ..., Ty,
sont des variables.

2. pour toute regle versatile :

(a) chaque sous-terme strict de la conclusion est sous-terme d’une des
prémisses.

(b) chaque prémisse qui n’est pas maximale dans la régle est un sous-
terme strict d’une autre prémisse dans la méme regle.

Ces conditions sont utilisées pour restreindre I'espace de la recherche des preuves
pour les contraintes de déductibilité. Seulement la condition 2b est nécessaire
pour le lemme 44 qui suit. Les deux autres sont utilisées pour prouver la
complétude et la terminaison de nos regles de transformation des systemes de
contraintes.

Toutes ces conditions sont satisfaites par les études de cas Zpy, Zsc, Zolind,
Thon €t I'exemple de la section 10.1.1. Par contre, le systeme d’inférence Zyepnc
ne satisfait pas la condition 2a.

Notons aussi que la premiere condition est satisfaite par toute théorie de
lintrus (équationelle) de départ, avant 'application des variants finis. Dans tous
nos exemples, le calcul des variants finis la préserve, mais il serait intéressant
de voir quelles propriétés du systeme de réécriture sont en jeu ici.

Le lemme suivant est un résultat de localité assez precis. Il nous donne non
seulement une borne sur l’ensemble des termes utiles dans les preuves, mais
aussi des informations spécifiques suivant le type de la derniere regle dans la
preuve.

Lemme 44 (Localité) Soit m une preuve normale de H = u. On est alors
dans un des cas suivants:

e last(m) est une composition et step(w) C st(H U {u});
o 7 est une feuille ou last(m) est une décomposition et step(w) C st(H);

e last(m) est une régle versatile et step(n’) C st(H) pour toute sous-preuve
stricte ' de 7.
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Preuve: Soit m une preuve normale de H + u. On fait une récurrence sur la
taille de 7.

Cas de base: 7 est une feuille. Le résultat est immédiat.

Etape de récurrence. Si 7 se termine par une instance d’une regle de compo-
sition, le résultat suit facilement par I’hypotheése de récurrence. Sinon, w se
termine par une instance d’une regle versatile ou d’'une décomposition. Nous

avons
V1 o Up

T e T
= { —— R avec R =
U Vo
Soit conc(m;) = u; et I = {i € {0,1,...,n} | v; € Max(R)}. Pour tout i €
{1,...,n}, soit R; la derniére régle d’inférence dans ;. Par définition d’une
preuve normale, 7; ne se termine pas par une instance d’une régle de composition
ou d’une regle versatile pour tout ¢ € I ~ {0}. Par conséquent, en appliquant
I'hypothese de récurrence, nous avons step(m;) C st(H) pour tout i € I ~\ {0}.
Soit maintenant J = {1,...,n} ~\IT et j € J. On a v; € st(v;) pour un ¢ € I.
En fait, on a i # 0. Ceci suit par définition, quand R est une décomposition, et
grace a notre condition additionnelle 2b, quand R est versatile. Donc, pour tout
j € J, il existe un i € I \ {0}, tel que u; € st(u;). De plus, par hypothese de
récurrence, step(m;) C st(H U{u,;}). On obtient step(m;) C st(H) pour tout
i€ {l,...,n}. Ceci nous permet de conclure. O

L’exemple suivant montre que la condition 2b est nécéssaire pour le lemme 44.

Exemple 53 Considérons le systéme d’inférence (saturé) formé par les deux
regles ci-desssous. La premiere est une composition et la deuzriéme est versatile,

avec Maz(Ry) = {h(z), f(g(x))}.
x h(z) g(z)

— R — R
9(x) flg@)

Soit H = {a, h(a)}. On a HF f(g(a)). La preuve normale temoignant de ce
fait se termine par une instance de la régle versatile Ro. Pourtant, nous avons
que g(a) & st(H). Ce systéme ne satisfait pas notre condition 2b. En effet, la
prémisse g(x) n’est pas mazimale dans la régle, elle doit donc étre sous-terme
strict d’une autre prémisse. Ce n’est pas le cas.
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Chapitre 11

Résolution des systemes de
contraintes

Dans ce chapitre nous considérons un systéme d’inférence saturé et nous al-
lons montrer que chaque systeme de contraintes peut se transformer en un en-
semble de systemes de contraintes en forme résolue. Ces derniers sont une
représentation de toutes ses solutions (section 11.2). Si, de plus, le systéme
saturé est fini, cette transformation est effective: la procédure de transformation
termine et la représentation symbolique des solutions obtenue est finie (section
11.3). Si le systeme est infini, le branchement de notre transformation l’est
aussi. Nous allons voir dans le chapitre 12 comment contourner ce probleme.
Pour I'exemple des signatures en aveugle, nous obtiendrons ainsi une procédure
de décision pour la satisfaisabilité des systémes de contraintes.

11.1 Systéemes de contraintes

Selon une observation faite apres l'application des variants finis, les systémes
de contraintes a résoudre sont maintenant des ensembles de contraintes de
déductibilité. Pourtant, dans le processus de recherche de preuve, on doit intro-
duire des nouvelles variables (liées) et deviner des nouvelles égalités entre sous-
termes. Ces deux points motivent la généralisation de la classe des systemes
que nous allons considérer:

Definition 31 (Systéme de contraintes) Un systéme de contraintes D est
une formule de la forme 3Z.[C | E], avec:

e Z une séquence de variables;

e E(D) = E est un ensemble d’équations en forme résolue, identifié a une
substitution Og;
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?
o C est une conjonction de contraintes de déductibilité Hy + up A ... A

?
H, b wu, avec Var(C) Ndom(0g) =0, Hy,...,H, des ensembles finis de
termes et uq,...,u, des termes. De plus, la monotonie et [’origination
sont satisfaites:

— Monotonie: ) # Hy C Hy C ... C Hy,;
— Origination: Var(H;) C Var({u; | H; € H;}) pour tout 1 <i < n.

On notera fvar(D) = Var(D)\Z, les variables libres de D, et LH(D) = {Hy, ..., H,}.
Parfois la conjonction C' sera représenté comme un ensemble.

Definition 32 (Solution) Etant donné un systéme d’inférence, une solution
d’un systéme de contraintes D = 3Z.JC | E] est une substitution close o, avec
dom(o) = fvar(D), telle qu’il existe une substitution close T, avec dom(7) = Z,
telle que:

?
e H(oUT)Fu(ocUT), pour chaque HF u € C, et
o u(oUT)=v(cUT), pour tout u = v € E.

On dénote par Sol(D) l’ensemble des solutions de D.

Exemple 54 Considérons le systeme d’inférence Ipy et le systéme de con-
traintes suivant

? ?

D— Hi=a F 29 AN a - T

?
Hy = enc(xg, (b,x1),7), priv(a), akb

Hy C Hs et les variables xq,x1 apparaissent d’abord a droite. La substitution
o = {xg — pudb(a),x1 — (a,a)} est une solution de D.

Ici, on n’a ni variable liée, ni équation. On verra plus tard comment elles
s’introduisent dans les systémes.

Notation. Soit D = 32.[C | E] un systéme de contraintes. Pour toute variable
x € Var(D), on note H, le plus petit ensemble H € LH(D) pour lequel il existe
?

une contrainte H b u € D avec x € Var(u) ~ Var(H). Autrement dit, H, est la
partie gauche de la contrainte de déductibilité qui introduit la variable x pour
la premiere fois. Par origination et monotonie, H, est bien défini pour chaque
x € Var(C). Par convention, H, = () quand z n’apparait pas dans C.

11.2 Transformation des contraintes
Nous montrons ici que 'on peut résoudre les contraintes de déductibilité en

préservant toutes les solutions du systeme, comme dans [CLCZ10]. L’idée de
base des regles de transformation est simple. On devine la derniére regle de
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la preuve et on fait une recherche de preuve en arriere, en unifiant le mem-
bre droit de la contrainte a résoudre avec la conclusion cette regle. Si R =
I(uy),...,I(u,) — I(u) est dévinée comme étant la derniére regle dans la preuve
de Ho F vo, on fait simplement la transformation suivante:

? - ? ?
B[CAH v |El~ 32 [CONHOF w0 A ... ANHOF u,0 | E']

ot 2/ = 2UVar(R), = mgu(u,v) et E' = EU .
Cependant, ceci ne termine pas, méme pour un systeme d’inférence tres

simple et des ensembles de termes clos. Considérons par exemple la seule regle
(Proj1) de Zpy. On obtient:

? ?
HbEv ~ Fry,ae[HE (v,29) | 21 =)
?

~ 3I1,$2,y17y2~[H - ((v,m2),92) |21 =v Ay = <U7I2>] ~

De méme pour (P) :

? ? ?
Hbxz~ 3z, a0 [HE 2y AHE 2o | 2 = (@1, 29)] ~ ...

Tout d’abord, nous ne souhaitons pas enumérer explicitement toutes les so-
lutions, mais seulement calculer des formes résolues, qui sont une représentation
?

concise de toutes les solutions. Spécifiquement, H F v sera résolue quand v est
une variable. Ceci écarte le deuxiéme exemple présenté ci-dessus.

En présence de regles de décomposition ou de regles versatiles, nous pouvons
encore avoir le comportement décrit dans le premier exemple ci-dessus. C’est
la que nous utilisons la localité: on controle 'application de telles regles, en
demandant que les prémisses maximales soient des sous-termes de H.

Ceci n’est pourtant pas complet, puisque le lemme 44 montre seulement
que, dans le cas d’une regle versatile ou d’'une décomposition, les prémisses
sont sous-termes des hypotheses au niveau clos. Autrement dit, si on a deviné

que la derniere regle, dans la preuve d’une instance (avec la substitution o) de
?

H v, est une décomposition, on sait seulement que les prémisses du dernier
pas de la preuve sont dans st(Ho). Nous utilisons alors la propriété suivante
des sous-termes syntaxiques: st(Ho) = st(H)o U st(o).

Si les prémisses sont dans st(H)o, tout va bien: nous pouvons deviner les
sous-termes de H qui forment les prémisses. Sinon, la suite n’est pas évidente,
car ¢ est inconnue. C’est la ou nous utilisons des stratégies additionnelles,
basées sur la monotonie et l'origination du systeme de contraintes.

Une autre difficulté vient de l'introduction des variables. Si nous intro-
duisons des variables et des équations sans cesse, les membres gauches (et leur
sous-termes) peuvent croitre sans limite. Le choix des prémisses dans les sous-
termes de H ne se fait alors pas nécessairement dans un ensemble borné.
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(Axiom) JZ[CAHF u|o] ~ 3Z[CO| o U6
ou 0 =mgu(u,v),ve Hetug X

? ? ?
(Triv) VZ[CANHFaxANH Fx|o] ~ JZ[CAHE x| 0]
quand H CH etz € X

? ? ?
(Comp) FZ[CAHFEf(uy,...,un) o] ~ FZ[CAHFu A...NHFu,|o]
si £ est un symbole public

? ? ?
(Dec) VZJ[CAHFv|o] ~ FZUT[CONHOE wiOA...HOF w0 | U6
? ?
ANH'OFvOAN...NH'OF v,,0

ot:
e R= u Um 1 Wn est une regle de décomposition ou ver-
w
satile telle que Max(R) C {wy,...,w,} et & = Var(R);
o 0 = mgu((w,wy,...,wp), VU1, ..., Up))y ULy... Uy € SE(H) X, et

v g X;

e H’ est un membre gauche d’une contrainte de déductibilité tel que
H C H.

Figure 11.1: Transformation des constraintes de déductibilité

11.2.1 Regles de transformation

Ces regles sont présentées dans la figure 11.1. Elles sont appliquées dune
maniere non-déterministe. Quand des nouvelles variables sont introduites (dans
la régle Dec), elles sont supposées fraiches, par renommage.

La regle Axiom s’applique quand la preuve de la contrainte est réduite a une

?
feuille. La regle Triv est due au fait que toute preuve pour la contrainte H F x
?

est une preuve pour la contrainte H' + x, quand H C H’. La regle Comp est
utilisée quand la derniere regle de la preuve est une composition.

Donnons quelques explications pour la regle Dec. Nous avons deviné ici une
regle de décomposition ou versatile. Les prémisses wy, ..., w, sont celles dont
les instances correspondent & des termes dans st(H)o: nous pouvons deviner les
termes correspondants dans st(H), c’est-a-dire uq, ..., u,. Les autres prémisses
(qui sont alors des sous-termes de la partie substitution) sont contraintes & étre
prouvées avec des hypotheses strictement plus petites. Nous allons montrer que
ceci est toujours possible, établissant ainsi la complétude de notre systeme des
regles.

Exemple 55 Prenons le systeme de contraintes D donné dans l'exemple 54
pour le systeme d’inférence Ipy. FEn considérant la régle de décomposition
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(Proj,) et en appliquant Dec a la troisieme contrainte, nous obtenons:

? ? ?
A’y Jat xo,a bz, enc(xzg, (b, x1),7), priv(a),a b (b,xz1) | {2/ — b,y — x1}].
Maintenant, en considérant (D) et en appliquant & nouveau Dec a la troisiéme
contrainte on obtient:

Az, y, 2,2,y [ a ﬁ 200, a g 10
D' = H50 IZ enc(xzob, (b, z10),r)
H0 Iz privia) | U {a’ — b,y — x1}]
o1 8 = megu((z, enc(pub(y), 7, 2), priay)), (b, z1), enc(zo, (b, 1), ), prin(a))
={zw— (b,x1), y— a, z+> r, g — pud(a)}.
11.2.2 Correction

Nous montrons d’abord que nos regles transforment un systéme de contraintes
en un systeme de contraintes, sans introduire de fausses solutions:

Lemme 45 (Correction) Si D est un systéme de contraintes tel que D ~~ D',
alors D" est un systéme de contraintes et Sol(D") C Sol(D).

Preuve: Soit D = 3Z[C | E] un systéme de contraintes et soit D’ tel que
D ~~ D’. Montrons que D’ est un systéme de contraintes. On a D’ = 32/.[C" |
E'], ow:

e 2/ est une séquence de variables;
e E’ est un ensemble d’équations en forme résolue;

e (’ est une conjonction des contraintes de déductibilité et, puisque la sub-
stitution calculée est appliquée aux contraintes de C', on a Var(C”) N'dom(E’) = 0.
Il est aussi facile de remarquer que la monotonie est preservée. Pour prou-
ver 'origination, on considere chacune des regles.

Notons d’abord que l'origination est preservée par ’application d’une sub-
stitution: si C satisfait l'origination, alors C'f satisfait I'origination pour toute
substitution 6.

?
Regle Axiom. Dans ce cas, on a que ¢/ = CO ~ {HO - uf}, pour une contrainte

?
H F u e C telle que uf € Hf. Puisque C0 satisfait 'origination et, puisque
uf € Hf, aucune variable ne peut pas étre introduite dans uf, on conclut
que C' satisfait I'origination.

? ?
Regle Triv. Dans ce cas,ona ¢/ =C~{H'tz},o0 H+2 € C pour H C H'.

La contrainte que nous avons éliminée n’introduit pas aucune variable et donc
on conclut facilement.
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Regle Comp. Dans ce cas, on a:

? ? ?
C'=C~{HF1f(t1,....tn,)}U{HFt1,...,HFt,}.

Il est facile de voir que 'origination est toujours satisfaite par C'.

Regle Dec. Dans ce cas, on a:

? ? ?
C'=(CO{HOF v} ) U{HOF w0 |1 <i<n}U{H'OFv;0|1<j<m}

ol § = mgu({(w,wy, ..., wn), VUL, ..., Up)), UL,..., Uy € st(H)~ X. De plus,
les variables qui apparaissent dans les termes w, wy,...,w, sont fraiches et on
a Var(w) C Var({wy,...,w,}).
Par notre premiere observation, Cf satisfait 1’origination. Les contraintes
nouvellement introduites ne posent pas de problemes pour l'origination. Cepen-
?

dant, pour enlever sans dommage H6 = vf, on doit vérifier que le terme v6,

avec v = wf, n’introduit aucune variable pour la premiere fois. Soit x €

Var(v0). Puisque Var(v) C Var({vy,...,0pm,w1,...,wy}), nous avons Var(vd) C

Var({v10,...,vm0,w10,...,w,0}). Siz € Var(v;0), on peut conclure facilement,
?

grace & la présence de H'6 + v;0. Sinon, on a = € Var(w;#) = Var(u;0) et on
déduit que x € Var(H0), puisque u; € st(H). Ceci nous permet de conclure que
C’ satisfait la propriété d’origination.

En considérant chaque regle de transformation, il est facile de montrer que,
si D~ D" et o € Sol(D'), alors 0 € Sol(D). Ceci permet de conclure la
preuve. O

11.2.3 Complétude

Nous allons montrer que, en utilisant les regles de transformation, la résolution

des systemes de contraintes peut étre réduite a la résolution de systemes élémentaires,
que nous allons nommer des formes résolues. Les formes résolues sont sans struc-
ture: la procédure de transformation peut étre vue comme le défrichement pas a

pas du champ possible pour les preuves, jusqu’a ce que n’importe quelle preuve
(qui n’essaie pas de creuser ses hypotheéses) marche sans probleme.

?

Definition 33 (Forme résolue) Un systéme de contraintes D = 3Z.[H; +
?

21 A...\NH, Fxz, | E] est en forme résolue quand x1,...,x, sont des variables

distinctes.

? ?
Lemme 46 Une forme résolue D = 32.[H1 F a1 A... ANHy b2y, | E] a toujours
une solution.

Preuve: Soit 7y, ..., 7, n'importe quelles preuves a partir (respectivement) des
hypotheses Hq, ..., H,, qui ne contiennent que des regles de composition. Par
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monotonie et origination, elles definissent une substitution o, avec dom(o) =
{z1,...,2,}, telle que mq,...,m, sont des preuves de Hyo + x10,...,H,0 -
? ?

Zpo. Si60 =mgu(E), cUfo est alors une solution de Hy = 1 A...NH, - T, NE,
qui, projétée sur fvar(D), nous donne une solution de D. O

Pour montrer qu’on atteint les formes résolues, nous allons montrer que,
pour un systeme D et une solution donnée o, une certaine mesure décroit en
appliquant les régles de transformation. Pour que cette mesure soit bien définie,
il faut pouvoir étendre o aux variables liées de D d’une manieére unique. C’est
le but de I'invariant suivant.

Definition 34 (systéme uniquement determiné) Un systéme de contraintes
D = 3z.[C | E] est uniquement determiné si, pour toute substitution close o
telle que dom(o) = fvar(D), il existe des termes clos uy,...,uy tels que, si
mgu(Eo) # L, alors mgu(Eo) = {21 = uy,...,20 = we}, ot Z = {z1,...,2¢}.
Dans ce cas, on définit & par o Umgu(Eo). Notons que & est une solution du
systéme de contraintes [C' | E]. Nous appellerons & [’extension de o par rapport
aD.

Exemple 56 Soit D' le systéme de contraintes donné dans l’exemple 55. On
a fvar(D) = {xg,z1}. Dés que des valeurs sont assignées auzx variables xg, 1,
il existe une unique substitution T qui satisfait les équations de E(D").

Notons que les systémes de contraintes de départ (avant Papplication des
régles de transformation) sont trivialement uniquement determinés, car leur
ensemble d’équations est vide.

Le lemme suivant repose sur le fait que, si un ensemble d’équations E a
une solution unique, tout ensemble E’, tel que E C E’,Var(FE) = Var(E') et
mgu(E’) # L, a une solution unique.

Lemme 47 Soit D un systéme de contraintes uniquement determiné et D’ tel
que D ~ D'. Le systeme D' est alors uniquement determiné.

Preuve: Soit D = 32.[C | E] et D’ = 32/.[C" | E’] deux systemes de contraintes
tels que D ~» D’. Nous montrons le résultat en effectuant une étude de cas sur
la regle de transformation utilisée.

e Regles Triv et Comp. Dans ce cas, on a 2/ = Z et E/ = E: on conclut
immédiatement.

e Régle Axiom. Dans ce cas, 2/ = % et E/ = EU6, avec § un ensemble
d’équations tel que Var(f) C Var(C'). Soit p une substitution close avec
dom(p) = fvar(D') = fvar(D) et supposons que mgu(E’p) # L. Puisque
E' = EU#, on a alors mgu(Ep) # L. En utilisant le fait que D est unique-
ment determiné, on déduit que 7 = mgu(Ep) est une substitution close.
On a done mgu(E’p) = mgu(Ep) = 7, ce qui nous permet de conclure.
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o Régle Dec. Dans ce cas, on a 2/ = 2UZ et E' = EU6, avec 6 = mgu(u,v)
pour des termes u, v tels que Var(u) C Var(C) et Var(v) = Z. Soit p une
substitution close avec dom(p) = fvar(D’) = fvar(D) et supposons que
mgu(E’p) # L. Comme dans le cas précédent, on déduit que T = mgu(Ep)
est une substitution close. D’autre part, on a

mgu(E’p) = mgu(Ep U {up =v}) = 7 Umgu(u(pUT) =v).

11 est facile de voir que cette substitution est close et que son domaine est
ZUZ. Ceci est du au fait que Z = Var(v) et u(p U 7) est un terme clos. O

Dans la suite, nous considérons donc seulement des systemes uniquement
determinés, en le rappellant seulement quand nous en avons besoin.

Nous allons maintenant montrer le résultat suivant: a toute solution ¢ d’un
systeme D, nos regles de transformation associent un chemin vers une forme
resolue, dans le systeme de transitions sous-jacent. Ce chemin correspond aux
parties non-triviales des preuves pour o, qui sont contraintes par le systéme,
tandis que la forme résolue correspond aux parties malléables de preuves.

Soit Hy C Hy C ... C H, une séquence d’ensembles de termes. Soit 7 une
preuve de H; - u, pour un ¢, 1 < i < n. Nous associons a 7 I’ensemble minimal
Hyp(m) € {Hi,...,Hy,} qui contient les feuilles de 7. Bien sir, Hyp(w) C H,.
Etant donné un systéme de contraintes D = 3z.[C' | E] uniquement determiné
et une solution o de D, une preuve simple par rapport a D est par définition
une preuve simple par rapport a la séquence d’ensembles LH(D)z.

Dans un premier temps, nous allons montrer que les sous-termes qui appa-
raissent dans les preuves sont ou bien des sous-termes des hypotheses, ou bien
leur preuve simple termine par une regle de composition ou une regle versatile.

Lemme 48 Soit D un systéme de contraintes de la forme [C | E] , i.e. sans
variables liées. Soit H € LH(D) tel que pour tout y € Var(H) il existe une
?

contrainte H, = y € D. Soit o une solution de D et v un terme tel que
Ho Fv. Soit u € st(v). On a:

1. ou bienu € (st(H) \ X)o;

2. ou bien Ho = u et toute preuve simple m de Ho = u termine par une regle
de composition ou une régle versatile.

Preuve: Soit IT 'ensemble des preuves simples de Ho F v. Nous allons prouver
le résultat par récurrence sur la paire (H,d) ou d est la taille d'une preuve
minimale (en taille) dans IT. Nous distinguons deux cas suivant la derniere regle
d’inférence de preuves dans II.

o [l existe une preuve m € Il qui se termine avec une régle de décomposition
ou un aziome. Dans ce cas, grice au lemme 44 (et trivialement, dans
le cas d'un axiome), on a v € st(Ho), et donc u € st(Ho). Ou bien
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u € (st(H)~\ X)o et on conclut facilement (ceci se produit toujours quand
H est clos, notre cas de base). Sinon, u € st(yo) pour un y € Var(H).

?
Par origination et notre hypothese sur D, on a H, -y € D, avec H, C H.
Puisque o est une solution de D, Hyo = yo. Par conséquent, on peut

appliquer I'hypothese de récurrence (pour Hy, yo et u) pour conclure.

e Chaque preuve m € 1l se termine par une regle de composition ou une
régle versatile. Choisissons une preuve 7w € II minimale en taille parmi
les preuves dans II. Soit 7, ..., 7, les sous-preuves immédiates de 7 et
Ul,...,U, les conclusion de 7y,...,7m,. Si u = v, on conclut. Sinon,
puisque les sous-termes stricts de la conclusion sont des sous-termes des
prémisses (notre condition 2a sur les systémes d’inférence), on a u €
st(u;), pour un j tel que 1 < j < n. On a alors Ho F u; et u € st(u;).
Par conséquent, on peut appliquer I'hypothese de récurrence, puisque 7
est une preuve simple de Ho - u; et la taille de 7; est plus petite que la
taille de . Ce qui nous permet de conclure le lemme. O

Maintenant, nous définissons une mesure de complexité pour les preuves
qui temoignent du fait que o est une solution de D. Nous montrons, dans le
lemme 49, qu’il existe toujours une regle qui donne une complexité strictement
inférieure, jusqu’a ce qu’'une forme résolue soit atteinte.

Mesure PS. Soit D = 3Z.[C' | E] un systéme de contraintes uniquement
determiné, ¢ une solution de D et & I'extension de ¢ par rapport a D.

? ?
e Si HF ue C alors PS(H F u,0) est par définition la taille (i.e. le nombre
de noeuds) minimale d’une preuve simple de Ho F ug.

?
e Si LH(D) = {Hy,...,H,}, avec Hy € ... C H,, alors le niveau lev(H +

=
?

u, D) d’une contrainte de déductibilité H F u € C est Iindice i tel que
H=H,.

La mesure PS est étendue aux systémes de contraintes en définissant, pour toute

?

solution o de D, PS(D, o) comme étant le multi-ensemble des paires (lev(H +
?

X
u, D), PS(H - u,0)), pour toutes les contraintes de déductibilité H Fou e
D. Les multi-ensembles PS(D, o) sont comparés en utilisant 1'extension multi-
ensemble de la composition lexicographique des ordres.

Notons que, par les régles de transformation, le nombre de niveaux différents
dans un systeme de contraintes peut décroitre, mais jamais croitre.

?
Si D n’est pas en forme résolue, il doit exister une contrainte H - u € D

telle que u n’est pas une variable. Nous considérons une telle contrainte, avec
un membre gauche minimal. En fonction de la derniere regle d’une preuve
simple de Ho F uo minimale en taille, on peut alors appliquer une regle de
transformation, qui nous donne un PS plus petit:

127



Lemme 49 Si D est un systéme de contraintes qui est uniquement determiné
et o € Sol(D), alors ou bien D est en forme résolue ou bien il existe un D' tel
que D ~ D', o € Sol(D’) et PS(D,0) > PS(D’,0).

Preuve: Soit D = 3Z.[C | E] un systeme de contraintes qui n’est pas en
forme résolue. Supposons d’abord que chaque contrainte de déductibilité de
?

D est de la forme H + x, ol x est une variable. Notons que, pour avoir une
forme résolue, toutes ces variables doivent étre distinctes. Si D n’est pas en
forme résolue, on peut donc appliquer Triv, en obtenant un systéme D’ tel que
PS(D,o) > PS(D’, o).

Supposons maintenant qu’il existe une contrainte de déductibilité dont le

membre droit n’est pas une variable. Considérons une telle contrainte, disons
?

H F s, telle que s n’est pas une variable et dont le membre gauche H est minimal
par rapport a l'inclusion. Puisque o est une solution de D, on sait qu’il existe
une substitution close 7 avec dom(7) = Z et telle que o U 7 satisfait chaque
contrainte dans C et E. Puisque D est uniquement determiné, on sait qu'une
telle substitution 7 est unique. Soit ¢ = o U T.

Soit 7 une preuve simple de H F sg qui est minimale en taille (notons
qu'une telle preuve existe, grace au lemme 43). Nous distinguons trois cas, en
fonction de la derniere regle de .

e Si 7 est réduite a une feuille, on peut appliquer Axiom. On obtient un
systeme D’ tel que PS(D,o) > PS(D’,0). En effet, une contrainte de
déductibilité a été supprimée.

e Si 7 termine par une instance d’une regle de composition, on peut appli-
quer Comp. On obtient un systéme de contraintes D’. On a évidemment
o solution de D’ et PS(D, o) > PS(D’, o).

e Si 7w termine par une instance d’'une regle de décomposition ou d’une regle

versatile, disons
V1 ... Um
R = —
w

alors on montre qu’on peut appliquer Dec.

Soit € la substitution close telle que dom(¢) = Var(R) et RO correspond a
I'instance utilisée dans le dernier pas de la preuve 7. On a wf = so et
v10, ..., v,,0 sont les prémisses du dernier pas de la preuve. Soit wy,..., T,
les sous-preuves immédiates de 7. Puisque 7 est simple et donc normale,
par le lemme 44, on a v;0 € st(Ha), pour tout i, 1 < ¢ < m. Pour chaque
1<i<m,on a:

1. ou bien v;0 € (st(H) \ X)&

2. ou bien v;0 € st(z7), pour un & € Var(H). Par le choix de H et
la propriété d’origination, on a H,7 - x&, avec H, C H. Grace au

=

lemme 48 (appliqué & [C' | E], H,7, 27 et v;0), on déduit que m; est
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une preuve simple de H, & - v;0 et m; termine par une instance d’une
regle versatile ou d’une regle de composition. Par conséquent, les
prémisses qui ne sont pas dans (st(H) \ X)d peuvent étre prouvées
avec un membre gauche strictement plus petit, H, C H.

De plus, si v; est maximal parmi {vy,. .., vy, w}, alors v;0 € (st(H)\X)a.
En effet, dans un tel cas, puisque la preuve 7 est normale (i.e. sans mauvais
motif), la preuve 7; ne peut pas se terminer avec une instance d’une regle
versatile ou de composition. Ainsi le deuxieme cas ci-dessus n’est pas
possible.

Ainsi, nous avons que D ~» D’ avec la regle Dec et o est une solution
de D’. De plus, PS(D, o) > PS(D’,0) et on peut conclure. O

Pour conclure la complétude, il nous reste a énoncer le lemme suivant, qui
suit immédiatement par récurrence sur PS(D, o), en appliquant le lemme 49 a
chaque pas. Le lemme 47 nous permet d’assurer que le systéme résultant est
uniquement déterminé et d’appliquer ’hypothese de récurrence.

Lemme 50 (complétude) Si D est un systéme de contraintes qui est unique-
ment determiné et o € Sol(D), alors il existe un systéme de contraintes en
forme résolue D’ tel que D ~* D’ et o € Sol(D").

11.2.4 Terminaison

Si le systeme d’inférence saturé est infini, notre procédure n’est évidemment pas
effective, puisqu’a chaque regle d’inférence correspond une regle de transforma-
tion. Nous verrons dans le chapitre suivant comment on peut traiter ce genre
d’exemple. Nous supposons pour l'instant que le systéme d’inférence est fini et
nous cherchons a montrer que dans ce cas il existe une stratégie pour laquelle
nos regles terminent.

Comme en témoigne ’exemple ci-dessous, méme avec nos restrictions sur
I’application de Dec et pour un systeme d’inférence fini, nos regles ne terminent
pas:

Exemple 57 Considérons une théorie avec la regle de décomposition:

F(f(z,y), f',y")  fl2',y)
f(z,y)

et une regle de composition pour f. En appliquant nos régles de tmnsformatzon

on a la séquence infinie suivante (T l— u, v est un raccourci pour T’ I— uAT I— v):
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|[a '; 0, Y0
C: avf(x07y0) '7 f(xay)
0]
[a i @, y), flx1,y1)
a F flzi,y1)
“Dec LY f(fay), flany) b @), flan )
Zo — f(xay)
Yo +—  flzi,y1)]
[a’ l_ r,Y,T1,Y1
Wzomp,Triv 3$17y1. avf(f(xay)af(xlayl)) E f(xay)
o = f(x7y)
Yo +—  flzi,y1)]
I[CL '; $7y7f(x7y)7f($2ay2)
a F  f(zs,y0)
a, f(f(@,y), f(F(@.y), f(z2,12))) +  f(f(@,y), f(@2,72))
~Dec dz1,y1, 22, Yo. _
Zo — f(J?,y)
Yo ‘+— f(f(x,y)vf(x27y2))
T = f(xvy)
y1 = flwa,y2)]
I[CL l_ xT,Y,x2,Y2
a, f(F(x,9), F(f(,y), f(z2.32))) F  flz,y)
“’"Eomp,Triv Jv, Y1, T2, Y2 20 ; #(z,y)
vo — f(f(z,y), flre,y2))
T = f(m7y)
vy floa, )]

~?Dec
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11.3 Stratégie pour la terminaison

L’exemple 57 nous montre qu’il nous faut des stratégies supplémentaires pour
obtenir la terminaison. Pour cela, dans certaines applications de Dec, nous
allons mettre de coté certaines contraintes et certaines équations. Les regles de
transformation ne pourront pas s’appliquer sur ces contraintes, tant que le reste
(la partie dite active) ne sera pas sous forme résolue. Une fois la partie active
du systeme en forme résolue, nous ouvrirons le frigidaire afin de continuer la
transformation. Pour obtenir la terminaison nous allons montrer qu’une forme
résolue sur la partie active est atteinte en un nombre fini de pas et que le nombre
total d’ouvertures du frigidaire est borné par des parametres du systeme de
départ.

11.3.1 La stratégie

Pour une variable x et un systéme de contraintes D, le niveau lev(z, D) de x
est le niveau de H, dans D, si « € Var(D), et 0, sinon. Les contraintes de
déductibilité de D sont séparées dans une partie active Act(D) et une partie
gelée Fr(D).

Definition 35 (Systéme de contraintes étendu) Un systeme de contraintes
étendu D est une formule 3Z.JA | F | E], ou:

e Z est une séquence de variables;

e E(D) 4 E est un ensemble d’équations (pas mécessairement en forme

résolue), avec mgu(E) # L;

e Act(D) def A, la partie active de D, et Fr(D) def F, la partie gelée de D,
sont des ensembles de contraintes de déductibilité; A et (AUF)mgu(E) sont
des systémes de contraintes.

Soit 0 = mgu(E). Une solution de 3Z.[A | F | E] est par définition une solution
de ZJ(AUF)0 | 6]. Le systéme D est en forme résolue quand Fr(D) = 0 et
Act(D)6 est en forme résolue.

Les regles de transformation sont traduites dans des regles de transformation
pour les systemes étendus. Dans le systeme initial, rien n’est gelé. De plus,
toutes les régles s’appliquent sur la partie active et toutes les régles (a part Dec)
modifient seulement la partie active.

Y
e Quand la regle Dec est appliquée a une contrainte H v telle que, pour une
variable x € Var(v), on a lev(x,Act(D)) = lev(H, Act(D)), elle contribue
aussi seulement a la partie active.

e Autrement, quand pour tout x € Var(v), lev(z, Act(D)) < lev(H, Act(D)),
alors seulement les contraintes dont les membres droits sont des sous-
termes de la contrainte sont gardées dans la partie active, le reste étant
stocké dans la partie gelée.
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Quand Act(D) est en forme résolue (et seulement & ce moment 13), on ouvre le
frigidaire et on verse son contenu dans la partie active, en effectuant tous les
remplacements nécéssaires. Ces regles sont décrites dans la figure 11.2. Nous
dénoterons cette rélation de transition par +—. Parfois, nous utiliserons +a /F a
la place de +—p U —E.

(Active)  JZJA|F | Elrp JZUE[A |F|EUS

?
si A ~» 3z.JA" | ] en utilisant Axiom, Triv, Comp; ou Dec sur H F v et il existe

x € Var(v) tel que lev(xz,A) = lev(H,A). On assume que mgu(EU ) # L.
? ? ?
(Freeze) JZ[AANHEw|F|E —f ZZUZJANHEFu A HEFuy, |
?

? ?
FAH FuoyA...ANH o, | EUG
ou:

V1 ... Up W1 W, . , ..
R= est une regle de décomposition ou ver-

w
satile telle que Max(R) C {w1,...,w,} et Z = Var(R);

e 0 = mgu((w,wy,...,wp), (VUL ..., Up)), UL,..., Uy € sSL(H) N X, et
vEX;

e H’ est un membre gauche d’une contrainte de déductibilité dans A tel
que H' C H;

? ?
mgu(EU ) # L et lev(z,ANH F v) < lev(H, AN H I v) pour tout
x € Var(v).

(Open) JZ[A | F | El o0 JZ[AUF)O| 0|0
quand A est en forme résolue et § = mgu(E)

Figure 11.2: Transformation des systemes étendus

Derniere restriction de la stratégie: quand on est dans une boucle sur la par-
tie active, en utilisant seulement les regles Active et Freeze, i.e. D +—* Dy '_)Z/F

Dy et Act(D1) = Act(Ds2), on enléve toutes les branches qui commencent avec
un tel prefixe.

Nous allons montrer que cette stratégie:
e est compléte: pour tout D, pour tout o € Sol(D), il existe une séquence
D —* D' autorisée par la stratégie telle que o € Sol(D’) et D’ est en

forme résolue (section 11.3.2).

e termine: il n’existe pas de séquence infinie de transformation (section
11.3.3).
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Montrons d’abord comment cette stratégie fait terminer la transformation
de 'exemple précédent.

Exemple 58 La premiére application de Dec est active, car les variables x,y

sont introduites dans la contrainte en question. Ainsi, rien ne change dans la

transformation. Pour la deuxieme application de Dec, la stratégie nous oblige a
?

appliquer Freeze et ainsi mettre a = f(xa,y2) au frigidaire et ne pas appliquer
la substitution x1 — f(x,y),y1 — f(z2,y2) sur la partie active:

[CL '7 o, Yo
a/af(x07y0) l_ f(‘r7y)
C = —
0
0]
[a F xT,Y,T1,Y1
a, f(f(@,y), flat, ) fla,y)
'_)Z(Dec,Comp,Triv) Elxl? Y1- 6
ro —  flz,y)
Yo +—  flzi,y1)]
[a’ l_ r,Y,T1,Y1
a, f(f(x,y), fwi, ) F flany)
FF(Dec) Jv, Y1, T2, Y2 a b flwa,y)
ro —  flz,y)
yo —  flzi,m
v~ f(z,y)
Yy = f(x% yQ)]]

Puisque les boucles sur la partie active sont interdites, les seules transfor-
mations possibles restent les chemins vers le systéme suivant, ou la partie active
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est en forme résolue.

2
I[a F r,Y,T1,Y1
?
a F f(x27y2)
3%1,2{17372,@/2. —
Zo = f(a?,y)
Yo —  fl@1,u)
Ty = f(l',y)
1= fla2,92)]

De plus, quand on ouvre le frigidaire (—o), le systéme obtenu a perdu un
niveau:

I[(l t x,yvf(xay)af(x%y?)
a F flaz,ye)

0
Zo = f(Qj?y)
Yo f(f($,y)7f($27y2))
1 —  f(z,y)
y1 o~ flw2,y9)]

1l est facile de voir que toutes les séquences de transformation a partir de ce
systeme sont finies.

Dans un premier temps, nous allons montrer la correction de nos regles de
transformation.

Lemme 51 (Correction) Si D est un systéeme de contraintes étendu tel que
D — D', alors D' est un systéme de contraintes étendu et Sol(D') C Sol(D).

Preuve: En utilisant la définition des regles de transformation et le lemme 45,
il est facile de voir que (Act(D")UFr(D’))#’, ou 8’ = mgu(E(D’)) est un systeéme
de contraintes. Le plus important & montrer est que Act(D’) est un systéeme de
contraintes. On distingue trois cas:

Regle Active. Le résultat est immédiat, car Act(D) ~» 3Z.[Act(D’) | 0], pour cer-
taines variables I, et une substitution 6. Le lemme 45 nous permet de conclure.

? ? ?
Regle Freeze. Dans ce cas, Act(D') = Act(D)~{H b v} U{H F uy, ..., HF u,}
et on a H, C H pour tout z € Var(v). L’origination est donc satisfaite pour le
systéme Act(D’).
Regle Open. Dans ce cas, on a Act(D’) = (Act(D) U Fr(D))0, ou 6 = mgu(E).
Par définition, Act(D’) est un systéme de contraintes, puisque D est un systéme
de contraintes étendu.
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Le fait que Sol(D’) C Sol(D) est une conséquence immédiate du lemme 45.
0

11.3.2 Terminaison de la stratégie

Nous allons montrer la terminaison en deux temps. Dans un premier temps,
nous prouvons que la relation +—p/f termine: il n’existe pas de séquence infinie
de transformation sans ouvrir le frigidaire. Dans un deuxiéme temps, nous
montrons que le nombre total d’ouvertures du frigidaire est, lui aussi, borné.

Terminaison sans ouverture du frigidaire.

Maintenant, on clarifie le role du frigidaire, en montrant que le niveau des
variables dans la partie active ne croit pas. De plus, si des nouvelles variables
sont introduites dans la partie active, leur niveau est strictement inférieur au
niveau d’une ancienne variable, dont le niveau a décru strictement.

Lemme 52 Si D —pr D', alors:
1. lev(z,Act(D")) < lev(z, Act(D)), pour tout x € Var(Act(D)).

2. Soit M = Var(Act(D')) ~ Var(Act(D)). Si M # 0, alors il existe un x €
Var(Act(D)) tel quelev(z, Act(D")) < lev(z, Act(D)), pour tout = € M U {x}.

Preuve:
Nous faisons une étude de cas, en fonction de la regle de transformation
utilisée dans la transition D +—a /¢ D'

Regle Triv ou Comp (Active): Dans ce cas, Var(Act(D’)) ~\ Var(Act(D)) = 0 et il
est facile de voir que lev(z, Act(D’)) < lev(x, Act(D)) pour tout z € Var(Act(D)).

Regle Axiom (Active): Dans ce cas, M = Var(Act(D')) \ Var(Act(D)) = 0,

puisque la regle Axiom n’introduit pas de nouvelles variables. En fait, on a
?

Act(D') = (Act(D) ~ {H + u})8 ot 8 = mgu(u,v) avec v € H. L’application

d’une substitution, telle que 6, peut seulement faire décroitre le niveau des

variables existantes. On peut conclure, car I’élimination d’une contrainte ne

peut pas faire croitre le niveau d’une variable.

Regle Dec (Freeze): Dans ce cas, M = Var(Act(D’)) \ Var(Act(D)) = §. On
doit donc montrer seulement le premier point. Pour conclure, il est en fait facile
d’observer que lev(z, Act(D’)) = lev(x, Act(D)) pour tout = € Var(Act(D)).

?
Regle Dec (Active): soit H v la contrainte sur laquelle Dec est appliquée. Soit
R— U1 Uy W1

w
décomposition active, il existe zg € Var(v) telle que lev(xg, Act(D)) = lev(H, Act(D)).
Soit 6 le mgu calculé par la transformation.

w. .« o2 < g P
" Ja regle d’inférence appliquée. Par définition d’une
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e On a lev(z,Act(D")) < lev(x,Act(D)), pour tout x € Var(Act(D)). En
effet, I'application d’une substitution peut seulement faire decroitre le
niveau d’une variable qui est déjaaans Act(D). Si la variable disparait,
son niveau devient 0.

e Soit z € M U{zp}. On montre que lev(z,Act(D’)) < lev(H,Act(D)) =
lev(zg, Act(D)). Si z € dom(#), alors lev(z, Act(D’)) = 0 et on conclut.
Admettons que ce n’est pas le cas. Si z = g, puisque v = wb, il existe
une variable y € Var(w) telle que z € Var(yf). Grace a notre condition 2b
sur les regles versatiles, on a:

Var(w) € Var({v1, ..., 0m,w1,...,w,}) € Var({wy,...,wy}).

Par conséquent, il existe i tel que y € Var(w;). De méme, pour z € M C
Var(R), il existe i tel que z € Var(w;). Prenons une variable w’ € {y, z}.

On sait que w;0 = u;0 pour un u; € st(H). Par origination, on a H, C H
pour tout & € Var(u;). Alors, ou bien il existe v’ € st(u;) tel que w'6 =
1’6, ou bien il existe une variable x € Var(u;) telle que w'0 € st(xz0).
Dans les deux cas, on déduit que, pour chaque zy € Var(w’0), il existe un
yo € Var(H) tel que 2o € Var(ypf). On conclut par origination que

lev(zo, Act(D")) < lev(H, Act(D))

pour chaque zy € Var(w'8) et w’ € {y, z}. Comme xy € Var(yf) et 20 = z,
si z € M, on conclut que lev(z,Act(D’)) < lev(H, Act(D)), pour chaque
z € MU{xo}. O

Nous montrons maintenant un premier lemme de terminaison: il n’existe pas
de séquence infinie de transformation sans ouverture du frigidaire. La raison est
que, ou bien on n’introduit pas de variables, et alors il doit exister une boucle
(ceci est interdit par la stratégie), ou bien, grace au lemme 52, il existe un
niveau ¢ tel que le niveau d’une variable de niveau ¢ décroit strictement, tandis
que le niveau des variables nouvelles est strictement inférieur a /.

Lemme 53 Pour tout systéme de contraintes D, toute séquence '_)/*\/F’ 1ssue
de D, qui respecte la stratégie (i.e. pas de boucles sur la partie active) termine.

Preuve: Etant donné un systeme de contraintes D, considérons le multi-
ensemble de niveaux, dans la partie active, de variables de Act(D), i.e.

M (D) = {lev(z,Act(D)) | = € Var(Act(D))}.

Ces multi-ensembles sont ordonnés en utilisant ’extension multi-ensemble
de ordre sur les entiers.
Grace au lemme 52, nous savons que D 4, D’ implique:

e ou bien Var(Act(D’)) C Var(Act(D)) et M(D") < M(D);
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e ou bien M(D") < M(D).

Par conséquent, dans toute séquence de transformation, il ne peut exister
qu’un nombre fini de régles qui introduisent des variables. Ainsi, dans toute
séquence de transformation infinie, il doit exister une (sous-)séquence infinie
dont ’ensemble des variables dans la partie active est constant.

Montrons que, des que I’ensemble des variables dans la partie active est
constant, on ne peut rajouter aucun nouveau sous-terme dans la partie active
du systeme de contraintes. En effet, dans ce cas, seule une régle de type Active
Dec peut rajouter des nouveaux sous-termes. Cependant, pour chaque nouveau
sous-terme maximal v;0 introduit par une regle Active Dec, il existe un terme
correspondant u; € st(Act(D)), tel que w;0 = v;0. Puisque I'ensemble des
variables est fixé dans la partie active, on a u;0 = u;, et donc v;0 = u; €
st(Act(D)). Puisque tout w;0, avec w; non-maximal, introduit par Dec est sous-
terme d’un v;60 maximal (grace & la condition 2b), on conclut que les sous-termes
des constraintes dans la partie active sont fixés. Par conséquent, toute séquence
infinie doit boucler sur la partie active, ce qui est interdit par la stratégie. [

Le nombre d’ouvertures du frigidaire est borné.

Pour déduire la terminaison de la strategie, il est suffisant maintenant de montrer

que le nombre d’applications de la regle —¢ est borné. C’est le but de cette

section. L’idée est que les variables x de niveau maximal apparaissent dans une
?

contrainte H F z & l'ouverture du frigidaire. De plus, dans le frigidaire, toutes

?
les variables ont un niveau strictement inférieur. Il s’ensuit que H F x ne va plus
participer a aucune transformation. Les transformations futures s’effectueront
seulement a des niveaux inférieurs. Plus précisement, nous montrons que, si ce
n’est pas le cas, alors le nombre des niveaux differents dans le systeme décroit,
comme illustré dans I’exemple 58.

Dans un premier temps, nous montrons un lemme préliminaire d’unification,
qui va nous permettre d’analyser comment les variables de niveau maximal se
distribuent dans la contrainte apres 'ouverture du frigidaire:

Lemme 54 Soit E = Ex U EF un ensemble d’équations et L = L1 W Lo un
ensemble de variables qui satisfait les conditions suivantes:

1. Ep est un ensemble d’équations tel que mgu(Ea) # L. On pose op =
mgu(Ea).

2. LNVar(Eg) =10
3. Vx € L. Yy € dom(op). € Var(yop) = y € Ly
4. Yz € L. x ¢ dom(op)
Soit 0 = mgu(E). Nous avons:
o Vx € L1.Vy € dom(f). x € Var(y) = y € Lo
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e Vx € Ly. x ¢ dom(6)

Preuve: Soit op = o’ U gy, avec dom(c’) = dom(oa) N L. On a donc
dom(og) = dom(oa) \ Lo et, grace au point 4, on a dom(og) N Ly = (. On en
déduit que dom(op) N L = (). Grace au point 3, on obtient Var(img(oo))NL = (.
Ainsi on conclut que Var(Ef Uogg) N L = 0.

Par conséquent, on déduit que § = mgu(Eg U oo U ') = o’'mgu(Er U og) U
mgu(Er U 0g). On obtient dom(8) N Ly = @ et , si @ € Var(yd) N Ly pour un
y € dom(#), alors y € Ly. Cela nous permet de conclure. O

La définition suivante caractérise un niveau dans un systeéme de contraintes
au-dessus duquel on ne peut plus avoir de transformations:

Definition 36 (niveau actif non-résolu) Soit D un systéme de contraintes

étendu. Son niveau actif non-résolu, noté par unsolvedActlev(D), est le niveau
minimal £ € {0,1,...,|LH(Act(D))|} tel que:

?
pour toute contrainte H & v € Act(D) de niveau (strictement) supérieur a {, v

?
est une variable et lev(v, Act(D)) = lev(H F v, Act(D)).

L’ensemble de contraintes de niveau strictement supérieur a unsolvedActlev(D)
?

contient exactement une contrainte H, - x, pour chaqune des variable z telles
que lev(z, Act(D)) > ¢. Puisqu’aucune reégle (& part Triv) ne s’applique & des
?

contraintes de la forme H F z, il n’existe pas de regle de transformation qui
affecte les contraintes dont le niveau est plus grand que unsolvedActlev(D). Par
conséquent, le niveau actif non-résolu d’un systéme de contraintes ne peut pas
croitre le long d’une séquence de transformations.

Pour un systéme de contraintes étendu D, on dénote par sActlev(z, D) la
taille (i.e. le nombre des elements) du membre gauche de la contrainte qui
introduit la variable = dans Act(D). Par convention, sActlev(z, D) = 0 quand
x ¢ Act(D). Enfin, on note sunsolvedActlev(D) la taille du membre gauche des
contraintes de niveau unsolvedActlev(D).

Exemple 59 Considérons le systéme de contraintes suivant:

?
a F x
?
D a,x t enc(x,y)
a,x,b F oy
?
a,x,byy F =z

dans lequel toutes les contraintes sont actives. On a unsolvedActlev(D) = 3
(le niveau de la troiséme contrainte), sunsolvedActlev(D) = 3 (la taille de la
troisiéme contrainte), sActlev(z, D) = 1, sActlev(y, D) = 2 et sActlev(z, D) = 4.
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Avant la terminaison, nous montrons que la taille du membre gauche de la
contrainte qui introduit une variable ne peut pas croitre par transformation.

Lemme 55 Soient D, D' deux systemes de contraintes étendus tels que D v+ p/p D'.
Pour tout y € Var(D), on a sActlev(y, D') < sActlev(y, D).

Preuve: Soit y € Var(D). Siy ¢ Var(Act(D)), alors y ¢ Var(Act(D')) et
donc sActlev(y, D') = sActlev(y, D) = 0. Supposons que y € Var(Act(D)) et
?

soit H b v la contrainte dans Act(D) qui introduit 4. On a y € Var(v) et

sActlev(y, D) = |H|. On distingue alors deux cas, suivant si la transformation
?

D +—p/p D' est appliquée a la contrainte H - v ou nomn.

?
e La regle de transformation n’est pas appliquée ¢ H + v. Dans ce cas,

il se peut que y ¢ Var(Act(D')). Clest le cas quand une regle Active
est appliquée et y € dom(f), on 0 est la substitution impliquée dans
I'application de la regle. Dans ce cas, le resultat est trivial. Sinon, on
a sActlev(y, D’) < sActlev(y, D).

?
e La regle de transformation est appliquée a H - v. Notons que, dans ce cas,

la regle ne peut pas, par définition, étre de type Freeze. Encore une fois
donc, ou bien on a y ¢ Var(Act(D')) ou bien sActlev(y, D") < sActlev(y, D).
O

Nous sommes préts maintenant & prouver notre deuxieme lemme de termi-
naison. Dans la suite, nous notons MLH(D) I'ensemble maximal dans LH(D).

Lemme 56 Soit D un sytéme de contraintes étendu tel que E(D) = Fr(D) = 0.
Toute séquence de transformation issue de D utilise au plus 2|LH(D)|+|MLH(D)|
la régle Open.

Preuve: Considérons une séquence de transformation comme suit:
* *
Dy —A/F S1—o0 Dy A/F So =0 -

Notons que les systemes de contraintes D; ont une partie gelée vide, tandis que
les S; ont une partie active résolue.
Dans le reste de la preuve, nous montrons que:

e unsolvedActlev(D, 1) < unsolvedActlev(D;), ou
e [MLH(D;+1)| < I[MLH(D;)|, ou
o [LH(Diy1)] < [LH(D;)].

Puisque ces trois mesures ne peuvent pas croitre, ceci nous permettra de con-
clure.
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Nous supposons que [MLH(D;11)| = [MLH(D;)| et |[LH(D;41)| = |LH(D;)],
et nous allons montrer que unsolvedActlev(D; 1) < unsolvedActlev(D;). Soit
¢ = unsolvedActlev(D;) et k; = sunsolvedActlev(D;). Nous allons prouver, plus
tard, par récurrence sur la longueur de la séquence D; JF D' —psr S les
affirmations suivantes:

Aff. 1 Nous avons sunsolvedActlev(S) < k.

i.e. le niveau actif non-résolu ne grossit pas.
Aff. 2 Pour tout y € Var(Fr(S)), on a sActlev(y, S) < k.

i.e. le niveau des variables dans le frigidaire est strictement plus petit que le
niveau actif non-résolu.

Aff. 3 Supposons que mgu(E(S)) # L et soit og = mgu(E(S)). Pour tout
x € Var(Act(S5)), avec sActlev(z,S) > ke, on a:

1. = ¢ dom(og) et
2. Yy € Var(Act(S) UFr(S)) Ndom(og). « ¢ Var(yos)
i.e. les variables de niveau maximal ne seront pas affectées par I'ouverture du

frigidaire.

Aff. 4 Soit LH(Fr(S)) les membres gauches des contraintes dans Fr(S). Pour
tout H' € LH(Fr(S)), nous avons |H'| < ky.

i.e. toutes les contraintes dans le frigidaire ont un ensemble des hypotheses plus
petit que le niveau actif non-résolu.

Montrons d’abord que ces affirmations suffisent pour conclure le lemme,
quand elles sont vraies pour S = S;. Supposons que mgu(E(S;)) # L et soit
oi+1 = mgu(E(S;)). Nous avons:

Di+1 = 32[(ACt(SZ) U Fr(Si))UiJr] | (Z) | Ui+1]l-

?

Soit H F u € (Act(S;) U Fr(S;))o;+1 une contrainte de Act(D;+;1) telle
que lev(H,Act(D;11)) > ¢. D’abord, puisque |MLH(D,y1)| = |MLH(D;)| et
[LH(D;41)| = |LH(D;)|, on a |H| > ke. En conséquence, par l'affirmation

? ?
4, on a H F u ¢ Fr(S;)oi41. Ainsi on a H F u € Act(S;)o;+1. Puisque
?
Act(S;) est en forme résolue, il existe une contrainte H' + x € Act(S;), avec
? ?
(H' b 2)o;41 = HF wet |[H| = |H| > k¢ (on a encore une fois utilisé le fait
que MLH(D;41) = MLH(D;)). On en déduit donc que sActlev(x,S;) > k¢ et,
par laffirmation 3 (point 1), on a & ¢ dom(o;41). On en déduit que u = =. Par
le point 2 de l'affirmation 3, on a

Yy € Var(Act(S;) UFr(S;)) Ndom(oit1). « & Var(yoit1).
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De plus, par laffirmation 2, nous avons z ¢ Var(Fr(S;)). On obtient donc
que cette occurrence de x est sa seule occurrence dans le membre droit des
contraintes de déductibilité de D;;;. Cela nous permet de conclure que le
niveau actif non-résolu de D, 1 est strictement inférieur a ¢ et on peut terminer
la preuve du lemme. O

Il nous reste donc a prouver les quatre affirmations énoncées dans la preuve
du lemme 56.

Preuves des affirmations. Nous faisons la preuve par récurrence sur la
longueur de la séquence de transformation D; 3 /F D' —p/r S. Nous al-

”
lons dénoter par H I v la contrainte dans Act(D’) sur laquelle la derniere rogle
de transformation est appliquée et par 6 le mgu qui a été calculé dans cette
application. Notons que 6 peut étre appliquée a la partie active ou simplement
mémorisée, dans le cas d’une regle Freeze.

Aff. 1. Nous avons sunsolvedActlev(S) < k.

Preuve: Le cas de base est évident. En effet, dans ce cas on a § = D; et

sunsolvedActlev(S) = ky. Supposons par récurrence que sunsolvedActlev(D’) <
?

k¢. Pour toute contrainte H, - u € Act(D') avec |H,| strictement plus grand

?
que k¢, on a lev(H, F u,Act(D’)) > unsolvedActlev(D’). On en déduit donc
que u est une variable, H C H, et u ne peut pas apparaitre dans le domaine ou
dans 'image de 6.

? ?

On en déduit que H,0 - u (dans le cas d’une regle Active) ou H, F u (dans
le cas d’une régle Freeze) est la seule contrainte dans Act(S) qui contient la
variable u parmi les contraintes de Act(S). Ainsi on a sunsolvedActlev(S) < k.
O

Aff. 2. Pour tout y € Var(Fr(S5)), on a sActlev(y, S) < k.
Preuve: Le cas de base est immédiat. En effet, on a alors S = D; et Fr(S) = 0.
Sinon, soit un y € Var(Fr(.S)). On distingue deux cas:

e Siy € Var(Fr(D’)), on a par hypothese de récurrence que sActlev(y, D') <

k¢. Par le lemme 55, on conclut sActlev(y, S) < sActlev(y, D") < k.
?

e Sinon, une regle Freeze a été appliquée a H + v et la variable y a été
introduite dans la partie gelée du systeme. Si y est une variable fraiche,
alors y & Act(S) et sActlev(y,S) = 0: on conclut. Sinon, on a y €
Var(H). Par l'affirmation 1 appliquée & D’, on a sunsolvedActlev(D’) < k.

?

Puisque une regle est appliquée a H = v, on a |H| < sunsolvedActlev(D’).
Puisque y € Var(H), par origination, on a sActlev(y, D') < |H| et donc
sActlev(y, D") < k¢. Par conséquent, par le lemme 55, on conclut que
sActlev(y, S) < k. O
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Aff. 3. Supposons que mgu(E(S)) # L et soit og = mgu(E(S)). Pour tout
x € Var(Act(S5)), avec sActlev(x, S) > k¢, on a:

1. x ¢ dom(og) et
2. Yy € Var(Act(S) UFr(S)) Nndom(og). = ¢ Var(yos)

Preuve: Pour faciliter la preuve, nous séparons 1’ensemble d’équations E(S) en
deux parties:

e celles qui viennent de l'application d’une reégle Active ou de E(D;), et
e celles qui viennent de 'application d’une regle Freeze.

Soit E(S) = EA(S) UER(S), avec E(D;) C Ea(S). On dénote par oa la substitu-
tion mgu(EA(S)) et par o; la substitution mgu(E(D;)). Soit

o Ly = {x € Var(Act(9)) | sActlev(z, S) > k}, et

o Ly =dom(o;) U{y [ 35", 8". Di =y g S —a 8" =4 6 S.
sActlev(y, S")) > k¢ et sActlev(y, S”) = 0}.

Intuitivement, les variables de L; sont celles qui sont introduites par une
contrainte dont la taille est plus grande que k;, tandis que celles de Lo sont
celles qui ont déja disparu par des regles de transformation et, si elles etaient
présentes dans D;, leur niveau etait maximal.

Montrons que E(S) = Ea(S) UEF(S) et L = L1 W Lo satisfont les conditions

requises pour appliquer le lemme 54.

1. Ea(S) est un ensemble d’équations et mgu(Ea(.S)) # L puisque mgu(E(S)) #
1.

2. LNVar(Eg(S)) = 0. Par contradiction, supposons qu’il existe une variable
y € LN Var(Ep(9)).
e Siy € Var(Ep(S)), ¢a veut dire qu'une regle Freeze a été appliquée
?

A une contrainte H' F v’ dans Act(S’) sur un systeme S’ tel que
D; HZ/F S’ |—>Z/F S, avec y € Var(H’,v"). Dans ce cas, par définition
d’une regle Freeze, on a 0 # lev(y, Act(S")) < lev(H', Act(S")) <

unsolvedActlev(S’), et donc on obtient 0 # sActlev(y, S”) < sunsolvedActlev(S’) <

ke en nous appuyant sur I'affirmation 1 pour la derniere inégalité.

e Siy e L, on asActlev(y, S”) > k¢ ou sActlev(y, S”) = 0 pour chaque
S” le long de la dérivation D; —3 JF S. Ceci suit par la définition de
Ly, Lo et par le lemme 55.

Par conséquent, on a, d’'une part, 0 # sActlev(y, S”) < k¢ et, d’autre part,
sActlev(y, S’) > k¢ ou sActlev(y,S") = 0. Par contradiction, on conclut
L N Var(Eg(S)) = 0.

142



3. Soit x € L et considérons I’ensemble Y, definit comme suit:
Y, ={y €dom(op) |y ¢ Lo et x € Var(yoa)}

Supposons par contradiction que Y, n’est pas vide. Soit y € Y, tel que
yoa est minimal dans {zo | z € Y, } par rapport a 'ordre sous-terme.
Puisque y € dom(oa) et y € Lo, on a:

e il existe deux systemes de contraintes S’, S”, avec D; A S
S" =3k S tels que y € Var(Act(S")) et y ¢ Var(Act(5")); et

”
e 0 # sActlev(y, S') < k;. considérons la contrainte H' - v’ € Act(S")
temoignant de ce fait, i.e. y € Var(v'), lev(H', Act(S")) = lev(y, Act(S"))
et [H'| < ky.
?
Soit # le mgu calculé dans la transition S’ —a S” et H F v la contrainte
sur laquelle la regle est appliquée.

Notons que = € Var(y0). En effet, si ce n’est pas le cas, il doit exister une
variable y' € Var(y6) telle que y' € Var(Act(S")) et « € Var(y'oa). Pour
contredire la minimalité de y, on doit montrer que %' € Y,.. Pour ce faire,
on va d’abord montrer que sActlev(y’, S”) < ky. On distingue deux cas:

(a) SisActlev(y’,S’) < kg, on conclut facilement par le lemme 55.

(b) Autrement on a sActlev(y’,S") > ky. Puisque y' € img(f), par
Paffirmation 1, on en déduit que sActlev(y’,S’) = k;. On a donc
|H| = kg. Puisque |H'| < k¢, on en déduit que H C H. Par

?

conséquent, on a H'0 - v'6 € Act(S’) et donc sActlev(y’, S”) < ky.

En conséquence, dans les deux cas, on a sActlev(y’, S”) < kg et, grace
au lemme 55, on sait que le niveau actif de la variable 3’ ne croit pas le
long de la dérivation. Ainsi, par définition de I’ensemble Lo, on obtient
y' & Lo (en observant aussi que 3’ & dom(c;)). Par suite, on contredit la
minimalité de y et on conclut que = € Var(y6).

Maintenant, on distingue deux cas:
? ?
(a) ou bien H F v = H' /. Autrement dit, la contrainte sur laquelle

la régle de transformation est appliquée pour passer de S” & S” est
la contrainte qui temoigne du fait que sActlev(y, S") < ky. Puisque
?

x € Var(y#), on sait que x apparait dans H - v, et donc, puiqu'une
régle Active est appliqueée, 0 # sActlev(z, S”) < |H| = |H'| < k.

? ? ?
(b) Autrement, on a H v # H' - v'. Dans ce cas, H'0 - v'0 € Act(S”)
et |H'0| < ky. Puisque x € Var(yf) et y € Var(v'), on en déduit
facilement que 0 # sActlev(x, S”) < ky.
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Par le lemme 55, dans le deux cas on en déduit que sActlev(z,S) < ki
et on obtient que = ¢ L. Puisque z € Var(y#) et donc x apparait dans
les contraintes de S’, il est aussi clair que ¢ dom(o;). Par le lemme
lemme 55 et 0 < sActlev(z,S") < ke V 0 < sActlev(z,S”) < k¢, on en
déduit que x & Lo. Ainsi z € L et on a une contradiction.

4. Ly Ndom(oa) = 0. En effet, on a L; C Var(Act(S)) et en méme temps
dom(oa) N Var(Act(S)) = 0 (les équations ”actives” ont été appliquées &
la partie active).

En conclusion, on peut appliquer le lemme 54. Puisque og = mgu(E(5)), le
lemme 54 nous dit que pour tout x € Var(Act(S)) avec sActlev(z, S) > ky,

1. x ¢ dom(og)

2. sixz € Var(yog), avecy € dom(og), alorsy € La. Pour conclure Iaffirmation,
il suffit maintenant de montrer que Lo N Var(Act(S) UFr(S)) = 0.

e Le fait que Ly N Var(Act(S)) = 0 suit immediatement de la définition
de LQ.

e Soit y € Ly. Siy € dom(o;), on conclut y ¢ Var(Fr(S)) facilement.
Sinon, soit S’,S” les systémes de contraintes temoignant du fait que
y € Lo. On a sActlev(y, S") > kg et, par affirmation 2, on en déduit
que y ¢ Var(Fr(S")). Puisque 5" —a S” (par 'application d’une regle
Active), on déduit que y ¢ Var(Fr(S”)). Puisque sActlev(y,S”) =0
(i.e. y n’apparait plus dans la partie active), il n’y a plus de moyen de
mettre y dans la partie gelée. Par conséquent, pour toute séquence
S * 8" on ay ¢ Var(Fr(S”)). On en déduit donc que y ¢
Var(Fr(5)).

On conclut que Vy € Var(Act(S) U Fr(S)) Ndom(os). « ¢ Var(yog). O

Aff. 4. Pour tout H' € LH(Fr(S)), on a |H'| < ky.

Preuve: Encore une fois, le cas de base est évident, car S = D, et donc
Fr(S) = 0. Sinon, soit H' € LH(Fr(S)). Si H' € LH(Fr(D’)), on conclut
directement en appliquant 'hypothese de récurrence que |H'| < kg. Sinon, H' €

?

LH(Fr(S)) ~LH(Fr(D")), une regle Freeze a été appliquée & H + v. Par définition
de Freeze, on a H' C H et donc |H'| < |H|. Puisque |H| < sunsolvedActlev(D’)
et, par affirmation 1, sunsolvedActlev(D’) < kg, on conclut |H'| < ky. O

Des lemmes 53 et 56, on déduit le corollaire suivant:

Corollaire 5 (Terminaison) Notre stratégie est fortement terminante: il n’existe
pas de séquence de transformation infinie de systémes (étendus) de contraintes
de déductibilité.
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11.3.3 Complétude de la stratégie.

Nous allons montrer ici que, si un systeme de contraintes a une solution, on peut
toujours atteindre une forme résolue suivant notre stratégie. En particulier,
nous allons montrer que pour toute solution o (avec un ensemble de preuves
pour les contraintes de déductibilité), il existe une reégle de transformation qui
s’applique et qui diminiue la mesure PS (cf page 127) de la partie active. Cela
permet d’assurer que couper les boucles sur la partie active n’enleve pas des
branches nécéssaires pour capturer toutes les solutions.

Pour un sytéme de contraintes étendu D = 3JZ.[A | F | E], nous posons
Open(D) = 3Z.[(AUF)mgu(E) | mgu(E)] et nous allons dire que D est uniquement
déterminé si le systeme Open(D) est uniquement déterminé. Notons que, par
définitions, nous avons Sol(D) = Sol(Open(D)) et que la propriété d’unique
détermination est préservée par —. En effet, si D — D’ et D est uniquement
déterminé,

e ou bien Open(D) ~* Open(D’), et alors D’ est uniquement déterminé par
le lemme 47.

e ou bien D —y, D', et alors E(D) = E(D’): T'unique détermination est
préservée car elle est une propriété de ’ensemble d’équations d’un systeme.

Le corollaire suivant nous garanti que la mesure PS décroit sur la partie
active.

Corollaire 6 (du lemme 49) Soit D un systéme (étendu) de contraintes unique-
ment déterminé tel que Act(D) n’est pas en forme résolue et o € Sol(D). Il
existe un systéme D' tel que D —p/p D' et o € Sol(D’).

De plus, PS(A,G|var(a)) > PS(A’,T|var(ary), ot A = Act(D), A" = Act(D’) et
7 est l'extension de o par rapport a D’.

Preuve: Soit D = 3Z.[A | F | E] un systéme de contraintes étendu uniquement
déterminé et o € Sol(D). Soit o’ l'extension de o par rapport & D. Notons que
o’|var(ay est une solution de A et A n’est pas en forme résolue. Par le lemme

49, on obtient [A | §] ~ 3z'.[A’ | 6], de telle maniere que o’ |va(a) € Sol(32.[A |
0]) et PS(A, 0" |var(a)) > PS(32".[A" | 6],0"|var(a)). Par définition des regles de
transformation des systemes étendus, on déduit que:

e ou bien on peut appliquer une regle Active, pour obtenir D +—p D' =
JZUZ A" |F[EUH. Ona o€ Sol(D'), D" est uniquement déterminé et
7 =o' Uoy, olt dom(ayg) = 2’

De plus, on a PS(HZN’.[A’ | 0], 7' [var(a)) = PS(A’, Glvar(ary). En conséquence,
on a

PS(A, o' |var(a)) > PS(32".[A" | 6], 0" [var(a)) = PS(A", T lvarar))-

Puisque @|var(a) = 0'|var(a), ceci nous permet de conclure que PS(A, 7var(a)) >
PS(A",T|var(ar)), ot A = Act(D) et A" = Act(D").
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e ou bien on peut appliquer une régle Freeze, pour obtenir D —g D’ =
FZUZ[A, | FUA; | EU], ot A = (A, UAf)f. Encore une fois, il est
facile de voir que o € Sol(D’). De plus, on a Act(D’) = A, et A,g C A'G.
On obtient en conclusion que

PS(Aug‘Var(A)) > PS(HZ?’[AI | a]lag‘Var(A)) 2 PS(Aa7E|Var(An,))
O

En conséquence, s’il y a une boucle sur la partie active, on peut enlever la
branche, en préservant la complétude:

Lemme 57 Notre stratégie est complete.

Preuve: Soit Dy un systéme de contraintes étendu et o € Sol(Dy). On doit
montrer qu’il existe un systéme D’ en forme résolue tel que o € Sol(D’) et
Dy —* D' par une séquence autorisée par la stratégie. Grace au corollaire 6,
on sait qu’il existe une séquence

Dy I—)Z/F S —o D1 HZ/F Sy —o Do '_):\/F

telle que o est une solution de chaque systeme dans la séquence et la mesure PS
sur la partie active decroit le long de chaque séquence D; —}, JF Siy1-

De plus, grace au corollaire 5, on sait que cette séquence est finie. Soit D’
son dernier systeme. Pour conclure, il nous reste & montrer que D’ est en forme
résolue.

Supposons par contradiction que D’ n’est pas en forme résolue. On distingue
deux cas:

e Si Act(D’) est en forme résolue, Open peut étre appliquée amenant & une
contradiction.

e Si Act(D’) n’est pas en forme résolue, par le corollaire 6, on en déduit qu’il
existe un systeme D" tel que D’ +—p/p D", 0 € Sol(D") et PS(Act(D’), T |var(act(p)) >
PS(Act(D"),T|var(Act(p)), ol T est I'extension de o par rapport & D".
Puisque la transition D" +—4/F D" est interdite par la stratégie, on en
déduit qu’il existe une sous-séquence D; —j p D' telle que Act(D;) =
Act(D”) (une boucle est enlevée). Ceci implique que la mesure PS ne
decroit pas dans cette séquence: contradiction. O

11.4 Résultat principal et discussion
Nous avons obtenu:

Théoreme 7 ([BDCO09]) Soit T un systéme d’inférence saturé et fini, qui sat-
isfait en plus les restrictions syntaziques de la page 116. Etant donné un systéme

de contraintes D, on peut calculer un ensemble fini de formes résolue D1, ..., D,
tel que Sol(D) = Sol(D1) U ...USol(D,,).
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Preuve: On étend D avec un frigidaire et on calcule un ensemble fini de formes
résolues étendues, suivant notre stratégie. En oubliant les frigidaires, on obtient
par définition les formes résolues voulues D1, ..., D,. O

Des théories pour lesquelles ce théoreme s’applique sont Zpy (Dolev-Yao)
et Zs. (systemes sous-terme convergents). Rappelons cependant que ces systemes
ne contiennent pas de regles versatiles. Notre résultat est ainsi une généralisation
stricte de [CLCZ10], [CKO7] et, si on se restreint aux propriétés de traces, de
[Bau07]. L’idée d’utiliser la localité pour controler un processus systématique de
recherche de preuve est déja utilisée dans e.g. [CLCZ10]. Ici nous montrons que
la localité est la seule propriété essentielle pour effectuer cela, quand le systeme
d’inférence est fini. De méme, notre résultat explique [CKO07], qui effectue déja
la saturation d’un systéme sous-terme convergent particulier pour dériver la
complétude d’un ensemble de regles de simplification. Une autre différence avec
[Bau07] et [CKO7] est méthodologique: la surréduction de la théorie de I'intrus
fait partie du processus de la recherche de preuves dans [Bau07], elle fait par-
tie de la saturation dans [CKO7] et s’applique avant la saturation dans notre
procédure.

Si le systeme d’inférence saturé est infini, comme c’est le cas pour Zy1ing OU
Thom, nos régles de transformation restent complétes (lemme 50), mais ne sont
plus effectives. Pour en déduire quand méme une procédure de décision, nous
allons dans le chapitre suivant grouper un nombre infini des regles de transfor-
mation dans une seule regle, qui va les représenter toutes symboliquement.
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Chapitre 12

Signatures en aveugle

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux systemes d’inférence saturés et in-
finis. En fait, nous allons considérer seulement le systéme Zyinq. Notre but ici
est de montrer comment un systeéme saturé infini peut étre traité a partir des
résultats précédents.

Pour couper le branchement infini, nous allons introduire un prédicat dont
la sémantique va englober un nombre infini de regles de transformation. Une
nouvelle notion de forme résolue et des nouvelles regles de transformation sont
alors nécéssaires pour gérer le nouveau prédicat. Pour faciliter les preuves de
complétude et de terminaison de ces regles, nous allons d’abord remarquer que
I'introduction des variables existentielles est, dans ce cas, contournable et que
les égalités entre les sous-termes qui apparaissent dans les contraintes peuvent
étre dévinées au début.

12.1 Simplifications

12.1.1 Simplification de la reégle Dec

Nous remarquons d’abord que, toute en préservant la complétude de notre
systeme générique de transformation, on peut remplacer la regle Dec par la
regle

? ? ?
ec zZ|C' A v| ol ~ dzUzx. A w1l A ... W, oU
Dec’) 3F3[JCAHF B CONHOF w b HOF w,0 0

? ?
ANHOEvOAN...NHOF v,,0

olL:
e R= u Um 1 ” est une regle de décomposition ou ver-
w
satile telle que Max(R) = {w1,...,w,} et & = Var(R);
o 0 = mgu((w,wy,...,wn), (V,U1,..., Up))y ULy... Uy € SE(H) N X, et

v g X;
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Il y a deux différences entre Dec et Dec’:

7 . . N . . !
e aucune prémisse n’est contrainte a avoir une preuve plus petite dans Dec'.
Cette condition était utilisée pour la terminaison de regles de transforma-

tion. Cette propriété sera prouvée autrement dans cette section. Pour la
?

complétude, nous observons que la mesure PS d’une contrainte H6 = w; 0

?
est au moins aussi grande que celle de la contrainte H'6 = w;0, si H' C H.
Ainsi, si la mesure PS decroit pour les contraintes avec H' C H, intro-
duites par Dec, elle decroit aussi pour les contraintes avec H, introduites
par la régle Dec’.

e Max(R) = {wy,...,w,} dans larégle Dec’, tandis que Max(R) C {w1,...,w,}
dans la regle Dec. Puisque pour aucune contrainte I’ensemble d’hypotheses
n’est forcé & étre plus petit dans la regle Dec’, la nouvelle condition affecte
seulement les équations (il y en a moins) du systéme obtenu en appliquant
la regle, et non pas ses contraintes de déductibilité, qui seules determinent
la mesure PS.

Ces deux points nous assurent que la complétude est préservée en remplacant
Dec par Dec’.

Lemme 58 Considérons la relation de transformation ~~' obtenue en rem-
placant, pour chaque régle de décomposition ou versatile, ses régles Dec par une
seule régle Dec’. Soient D, D’ deux systémes de contraintes tels que D ~» D’ et
o une solution de D, D’. Il existe un systéeme de contraintes D" tel que D ~' D"
et PS(D” o) < PS(D',0).

Preuve: Immédiate par les deux observations faites ci-dessus. 0
Dans la suite, on va noter par ~~ la relation de transformation ou les regles

’ N /

Dec sont remplacées par les regles Dec'.

Nous observons maintenant qu’on peut simplifier plus certains regles de
transformation, dans le cas de Zy1ing. Par exemple, considérons la regle Dec’
qui correspond a la regle de décomposition UB:

? ? ?
TFuwu~ Jz,y.[T0F blind(z,y)0 ATOF 6 | 0]
ol § = mgu((blind(x,y),z), (blind(u’,v),u)) et blind(u',v) € st(T)
En simplifiant les équations, on obtient alors la regle:
? ? ?
(Rp) THu~ [TOF blind(u'0,v0) ATOF vl | 6]
ot § = mgu(u’,u) et blind(uv',v) € st(T)

Notons que cette regle n’introduit pas de nouvelles variables.
Une simplification similaire peut étre faite pour 'autre regle de décomposition,
qui correspond & la regle d’inférence (C):

? ?
(Ry) THu~ [T6+ sign(u'6,0v0) | 6]
ou sign(u/,v) € st(T) et & = mgu(u,u’)
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12.1.2 Introduction d’un nouveau prédicat

Le systeme Zpiing est infini a cause des regles versatiles UB,:

Sign(bn(x7l‘17"'axn)ay) Ty .. Tn

sign(z,y)

On cherche ici a décrire les régles de transformation qui correspondent &
5

ces regles d’inférence d’une maniere finie et effective: pour une contrainte 7'
sign(u,v) on veut un représentation symbolique pour I’ensemble des prémisses
possibles quand la derniere regle dans la preuve est une des UB,,n > 0. Notons
d’abord que, pour chaque régle UB,, on a une reégle de transformation Dec’
correspondante:

2

4 ? ? ?
TFsign(v,w) ~ 3z, 21,. .., 2, y.[T0 F sign(uy, u2)ONTO b z10A. . ANTOF 2,6 | 6]

pour 0= mgu(<Sign(bn('ra Ty 7xn)7 y)a sign(a:, y)>a <Sign(u17 Ug), sign(v, ’LU)>)
et sign(uy,uz) € st(T)
Pour obtenir un ensemble fini de régles de transformation, on introduit un

prédicat ” € Bd" et sa version contrainte " é Bd" dont la sémantique englobe
les propriétés requises pour x1,...,x,. Pour un ensemble de termes T et deux
termes u,v, on a u € Bd(T,v), s’il existe un entier n et des termes vy,...,v,
tels que u = by, (v,v1,...,v,) et T F oy, ..., T F v,. Une substitution o satisfait

?
u € Bd(T,v) si uc € Bd(To,vo). Avec la simplification des équations, ce
prédicat nous permet d’écrire la regle de transformation suivante:

? ? ?
(Ry) T'F sign(v,w) ~ T+ sign(ui,u2)0 A uif € Bd(T0,v0),
ou sign(uy,us) € st(T) et 0 = mgu(uz, w)

qui représente, et remplace, toutes les régles Dec’ correspondant a UB,, n > 0.

12.1.3 Deviner les égalités en avance

Nous observons maintenant qu’aucune des regles Ry, R3, R4 n’introduit de nou-
veaux termes dans le systeme de contraintes: les égalités qui sont dévinées lors
de la recherche des preuves peuvent ainsi étre dévinées a ’avance.

Definition 37 (solution non-confondante) Soit T' un ensemble de termes.
Une substitution o est non-confondante pour T' si pour tout t1,ts € T tels que
t1 # ta, on a tio # tao.

Soit D un ensemble de contraintes. Une substitution o est une solution
non-confondante de D si o € Sol(D) et o est non-confondante pour st(D). On
notera par Solnc(D) U'ensemble de solutions non-confondantes de D.
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Lemme 59 Soit C un systéme de contraintes et o € Sol(C). Il existe une
relation d’équivalence =~ sur st(C) et o’ € Solnc(Cox) telle que o = 040, ot

ox =mgu(\y s =1).

Preuve: Soit o une solution de C et = la relation d’équivalence sur st(C) définie
par t &~ u si et seulement si to = uo. La substitution o est un unificateur pour
les classes d’équivalence modulo ~ et il existe un unificateur le plus général
0~. De plus, par la définition d’'un mgu, il existe une substitution 6 telle que
o = 00, ce qui implique que @ est une solution de Cox,.

Pour la deuxieme partie du lemme, on utilise 'observation suivante: si ¢ est
un mgu de u,v, qui n’introduit pas de nouvelles variables, alors, pour chaque
variable = € Var(u,v), st(x¢) C st({u,v})p. Alors tout ¢ € st(Cox) est ou bien
dans st(C)ox ou bien il existe une variable x telle que ¢ € st(zox). Cependant,
dans le dernier cas, comme on vient de remarquer, on a aussi ¢t € st(C)ox.

Par conséquent, pour tout t,u € st(Cox), il existent tg,ug € st(C) tels que
t = tgon et u = ugo~. Alors t0 = uf implique too = ugo, donc tg ~ ug, et en
conséquence tgO~ = Ug0~, nous donnant t = u. O

Par conséquent, nous allons considérer dans la suite seulement des solutions
non-confondantes d’un systeme. Dans ce cas, les égalités a deviner par les regles
de transformation sont purement syntaxiques, sans le besoin d’une instance.
Cette observation nous donne l’ensemble des regles Axiom, Triv, R, — R4 de la
figure 12.1 pour la transformation des contraintes dans Zy1159. Nous expliquerons
dans la section 12.3 la présence des regles Ry — Ry.

12.2 Systemes de contraintes, formes résolues et
bonne-formation

Les égalités sont devinées et le mgu est appliqué au systeme. On revient ainsi
aux systemes de contraintes sans équations et sans variables liées. Cepen-

dant, puisqu'un nouveau type de contraintes u ; Bd(T,v) est introduit par
les regles de transformation, la notion de systeme de contraintes doit a nouveau
étre étendue. Nous allons voir que la définition des formes résolues doit étre
également étendue, afin de répresenter certains ensembles de solutions. Enfin,
pour assurer que les formes résolues ont toujours une solution, un invariant de
bonne-formation est nécéssaire.

12.2.1 Systeémes de contraintes

On étend l'origination et la monotonie et on rajoute une troisieme condition sur
l'occurence des variables. Cette derniere a pour but de faciliter la preuve de
complétude de nos regles de transformation. D’autre part, selon nos observa-
tions précédentes, nous n’avons pas besoin des variables liées et des équations.

Une contmmte élémentaire C est ou bien une contrainte de deductzbzlzte de

la forme T' I— u ou bien une contrainte d’appartenance de la forme v 6 Bd(T,u),
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2
Axiom : CANTFu ~ C

siueT X
? ? ?
Triv : CATFaxAT'Fax ~ CAThHz
siTCT' etz X
? ? ?
Rll C/\T|_f<t1,7tn> ~ C/\T|_t1,7T}_tn
pour f € {blind, sign}
? ? ?
Ry : CATFv ~ CATFEbBlind(v,u) A Thu
si blind(v,u) € st(T) et v ¢ X
? ?
Rs: CATFv ~ CATFE sign(v,u)
si sign(v,u) € st(T) et v ¢ X
? ? ?
Ry : CATFsign(v,u) ~ CATFsign(w,u) Aw € Bd(T,v)
si sign(w,u) € st(T)
? ? ? 7 ?
Rs : CANTFxANzeBdT',v) ~ CATFzATFvAz e BdT,v)
siTCT
? ? ? ? ? ?
Re : CANTFxzANzeBIT,v) ~ CATFaAThRwAz € Bd(T,w)Aw e Bd(T',v)

siTCT et we st(T)
7 ? ? ? ? ?
R7: CAThHaANzeBdT,v) NxeBdT,v') ~ CATkFzANzeBdT,v)ANveBd(T,v)
siT,=T

Figure 12.1: Regles de transformation pour les signatures en aveugle
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ou T est un ensemble fini de termes et u,v sont des termes. L’ensemble T est
I’ensemble de termes associé a C'.

Etant donné un ensemble D de contraintes élémentaires et z € Var(D), on
notera par T, 1’ensemble minimal (par rapport a I'inclusion) de termes tel que:

?
e T, Fu € D, avec z € Var(u), ou

2

e v € Bd(T,,u) € D, avec z € Var(u).

Definition 38 (Systéme de contraintes) Un systéme de contraintes C est
ou bien L ou bien un ensemble de contraintes élémentaires. On demande que
les contraintes dans C puissent s’ordonner en C1,...,Cy de facon a ce que les
conditions suivantes soient satisfaites:

1. Monotonie: § # Ty CTy... C Ty;

2. Origination: pour chaque 1 <i < £, on a Var(T;U{v;}) C Var({u1,...,u;i—1});

?
ot C; est de la forme T; b u; ou v; € Bd(T;,u;), pour chaque 1 <i < £,
Additionnellement, on suppose que pour chaque variable x € Var(C), on a:

?
o il existe T, - u € C avec x € Var(u), ou

o il existe v € Bd(Ty,u) € C avec x € Var(u) et T, C T, pour tout y €
Var(v).

Exemple 60 La séquence de contraintes suivante satisfait la monotonie et l’origination.
Pourtant, C n’est pas un systéeme de contraintes puisque la contrainte d’appartenance

?
Cy = blind(z,a) € Bd({a},y) est la seule qui introduit la variable y et on n'a
pas T, C {a}, car T, = {a}.

a

blind(z,a)

T

Bd({a},y)

C:

M~ T~

Lemme 60 Si C ~ C' en utilisant une régle Dec’ qui correspond a une régle
d’inférence UB,, et o est une solution de C et de C', alors il existe un C" tel que
C ~ C" en utilisant la régle Ry et tel que o € Sol(C"). De plus, 'ensemble de
preuves qui temoignent que o est une solution de C" est le méme que celui pour
temoigner que o € Sol(C').

?
Preuve: Immédiate par la sémantique de € Bd. g
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S, : CAueBdT,u) — C

? ?
S;: C A blind(u,v) & Bd(T,w) — CATFvAueBd(T,w) siblind(u,v)#w

Sy: CAf(t....t) € Bd(T,v) — L si f # blind et f(t1,. ..

2

Ss: CAxq € Bd(Tl,Ul[(EQD VAN
?
oo Ny € Bd(Ty,vp[21]) — L si Ji.(v; £ e VI[{xy,..

Figure 12.2: Regles de simplification

Simplification des contraintes d’appartenance

?
La sémantique de " € Bd” permet quelques régles de simplification, notées C —
C’, qui préservent les solutions non-confondantes, Solnc(C) = Solnc(C’). Ces
regles sont décrites dans la figure 12.2. Les régles Sy et S, sont un développement

?
de la sémantique de € Bd. Les regles Sz et S4 sont dues au fait que les solutions
considérées sont non-confondantes. Le but de la regle Sy est aussi d’enlever les
cycles dans une relation d’occurence définie plus tard.

Notons d’abord que ces regles terminent. En effet, la mesure

n@C= >

(véBd(T,u))EC

decroit strictement a chaque application. Nous allons considérer dans la suite
seulement des systémes en forme simplifiée (aucune régle de simplification ne
s’applique), dénotée par C|g. Notons que, dans un systeme simplifié, toutes les

?
contraintes d’appartenance sont de la forme x € Bd(T,u).
Le lemme suivant montre que les systemes simplifiés sont en effet des systemes
de contraintes et que les solutions sont préservées par simplification.

Lemme 61 Soit D un ensemble de contraintes élémentaires. Alors,
1. si D est un systeme de contraintes, D] g est un systéme de contraintes;
2. Sol(D|g) C Sol(D) et Solnc(D) C Solnc(Dlg).

Preuve: Montrons les deux points séparément.

1. II suffit de montrer que chaque regle transforme un systéme de contraintes
en un systéme de contraintes. Supposons que D — D’. La monotonie
est évidemment préservée. L’origination reste vraie car, quand on enleve
une contrainte sans obtenir un systéme trivial (e.g. Sy), il est clair qu’elle
n’introduit aucune variable nouvelle. Il nous reste & montrer que la derniere
condition sur les variables dans la définition 38 est satisfaite. Supposons
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que D' # L et soit © € Var(D') = Var(D). S’il existe une contrainte
?

T, - u € D avec z € Var(u), alors cette contrainte de déductibilité
est présente aussi dans D’ et on peut facilement conclure. Sinon, il ex-

?
iste une contrainte d’appartenance v € Bd(T,,u) € D avec x € Var(u)
et T, C T,, pour chaque y € Var(v). Le seul cas ol on ne peut pas

conclure immédiatement est celui de la régle S,. Cependant, puisque
Var(u) C Var(blind(u,v)), on conclut facilement.

2. Soient D, D’ deux ensembles de contraintes tels que D — D’. Pour établir
les deux résultats, il suffit de montrer que Sol(D’") C Sol(D) et Solyc (D) C
Solnc (D). Considérons chacune des regles de simplification. Dans le cas
de S; les deux inclusions suivent immédiatement par la sémantique de

" é Bd". Pour les autres régles, il est facile de voir que Sol(D") C Sol(D).
Pour lautre inclusion Solnc(D) C Solnc(D’), on se repose sur le fait que
la solution o considérée est non-confondante. Dans le cas de S, (le cas de
S3 est similaire), puisque blind(u,v) # w, on a aussi que blind(uc,vo) #
wo. Puisque blind(uo,vo) € Bd(To,wo), on doit nécessairement avoir
uo € Bd(To,wc) et To b vo. Ceci nous permet de déduire o € Sol(D’).
Puisque les regles de simplification n’introduisent pas de nouveaux sous-
termes, on conclut que o € Solyc(D’). Dans le cas de Sy, en reposant
sur le fait que o est non-confondante, on obtient une contradiction, d’ou

SOlNc(D) = 0. O

12.2.2 Formes résolues et systemes bien-formés

Comme dans le chapitre précédent, nous considérons une notion de forme résolue.
Celle-ci doit cependant étre étendue (cf exemple), afin de prendre en compte le
nouveau prédicat.

Exemple 61 Considérons le systéme suivant:

?
a F =z
?
a, sign(z,b) F sign(a,b)
L’ensemble des solutions de ce systéme est |, so{z — bn(a,...,a)}. Sans avoir

recours aux contraintes d’appartenance, cet ensemble ne peut pas étre décrit par
un ensemble fini de formes résolues.

La forme résolue de ce systéme sera, d’aprés la définition suivante et nos
regles de transformation,

a T

Bd({a},a)

M~ T~

T

L’idée dans la définition des formes résolues pour les signatures en aveugle
est que, pour chaque variable x, ou bien on arrive a une description de z sans
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contrainte d’appartenance (c’est le cas pour toutes les variables dans les formes
résolues génériques), ou bien, comme dans l'exemple ci-dessus, on a une seule
contrainte d’appartenance pour x dont I’ensemble des termes associé est le méme
que pour la (seule) contrainte de déductibilité qui introduit z.

Definition 39 (Forme résolue) Un systéme de contraintes C = {Cy,...,Co}

est en forme résolue si chaque C; est ou bien une contrainte de déductibilité de la
?

: ?
forme T; = x; ou bien une contrainte d’appartenance de la forme x; € Bd(T;, u;),
ot x; est une variable. De plus, on demande que pour chaque x € Var(C):

?
1. il existe une unique contrainte de déductibilité T & x; et

?
2. il existe au plus une contrainte d’appartenance x € Bd(T',u) et on a
nécessairement T' =T .

Exemple 62 Considérons les systémes de contraintes suivants:

?
a b v L blind(z,y)
? a xZ,
Ci=9 y € Bd({a},a) Cs = AN
? y € Bd({a},x)
y € Bd({a,b},a)
?
a F x }Z
C3 = a,x IZ Yy Ci=q " ? !
? HOS Bd({a}7b)
y € Bd({a,x},x)

Seulement Cs et Cy4 sont en forme résolue.

Notons que, méme si Cy de 'exemple 62 est en forme résolue, il n’a pas de
solution. Cs3, oui - une infinité -, car il est bien-formé.

La notion de bonne-formation, introduite ci-dessous, assure que les con-
traintes d’appartenance d’un systéme suivent une certaine structure, qui va
aider a la construction d’une solution d’une forme résolue. Elle est basée sur un
ordre d’occurence entre les variables:

Definition 40 (Ordre d’occurence) SoitC un systéme de contraintes en forme
simplifie. On définit <¢ sur Var(C) comme étant la plus petite relation close
par transitivité et réflexivité telle que

?
xz € Bd(T,u) €CetyeVar(u) =y <cx
Notons que, grace a Sy, six <cy ety <c x, alors x =y et donc <¢ est un
ordre partiel. On ’étend a un pré-ordre partiel sur des ensembles de variables

comme suit:

Vi =¢c Vo si et seulement si Vo € Vi Jy € Vs tel que x <¢ y.
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Pour un unsemble de variables V', on va dénoter par C‘; l’ensemble des
contraintes dans C qui ne contiennent que des variables plut petites (par =¢)
que celles dans V', i.e.

Ci ={CeC|Var(C) < V}
Pour un ensemble de termes T, on ecrira Cp pour C\?ar(T).

Exemple 63 Considérons le systéme de contraintes suivant:

?
a F =z
?
C .= a F y
: 2
a,blind(r,a) F =z
?
y € Bd({a,blind(z,a)},z)

2

?
) =CetC> y = {atFx, a,blind(z,a) F z}.

{z,x

<
On az<cuy, C*Em:

Pour deux ensembles de contraintes M, M’, on notera par M = M’ si toute
solution de M est une solution de M.

Definition 41 (Systéme bien-formé) Un systéme simplifié C est bien-formé
?
st pour chaque contrainte d’appartenance y € Bd(T;,u;) dans C on a:

1. ou bien Ty, C T;;

?
2. ou bien Ty =T; et C‘; = (Ti - u;), ou V= Var(T; U{u;}).

Exemple 64 Le systéme C de l'ezemple 63 et les systémes C1,Cs de 'exemple
62 sont bien-formés:

o C, puisque T, = {a} C {a,blind(x,a)}.
e Cy, puisque a b a et {a} C {a,b}.
e C3, puisque a,x - x.

Les systémes Co et Cy de lexemple 62 ne sont pas bien formés, car a ¥ x et
a¥b.

Le lemme suivant motive le fait que, dans la suite, nous aurons des regles
de transformation qui meénent vers une forme résolue, en gardant a chaque pas
Iinvariant de bonne formation.

Lemme 62 SiC est un sytéme des contraintes bien-formé et en forme résolue,
il a toujours une solution.

Preuve: On considere un ordre parmi les variables de C défini comme suit:

158



ou bien T, C Ty,

<y si i
x <y siet sulement si { ou bien T, = T, et z <¢c y

Notons que = <¢ y implique T, C T,. En effet x <¢ y implique qu'’il existe

n > 1 et n contraintes d’appartenance dans C de la forme x; é Bd(T;, u;)
(1 <i < n), avec y = x1, ziy1 € Var(u;), pour 1 < i < n, et © € Var(uy).
Puisque le systeme C est en forme résolue, on a T, = T; et, en utilisant en plus
Porigination, T;1 C T;, pour chaque i. On obtient donc T, C T},.

On en déduit donc que x <¢ y implique = < y.

Soit x1,...,x, les variables de C renommées de maniere a ce que z; < x;
implique i < j. Considérons que les contraintes dans C sont ordonnées suivant
la séquence x1, ..., Ty, i.e.

? ?
TiFx1 A [1‘1 S Bd(Tl,ul)]
C:=

) ,
Tk an A [xn € Bd(Th, up)]

La notation [z é Bd(T,u)] est utilisée pour indiquer que cette partie est
optionelle. Par définition de <, il est clair que T} C ... C T,,. Montrons que,
pour chaque i, Var(T;,u;) C {z1,...,2;_1}. En effet, pour chaque y € Var(T;),
on a par origination que T, C T; et donc y < z;, i.e y € {z1,...,2;-1}. De

méme, pour chaque y € Var(u;), on a y <¢ z; et donc y < wx;, i.e. y €
{z1,. . @i}

Soit maintenant o la substitution définie, par:

?
e z;0 = w0, six; € Bd(T;,u;) est dans C.
e x;,0 € T;o, sinon.

pour tout 1 < ¢ < n. Grace a nos observations précédentes, o est une sub-
stitution bien-définie. Il nous reste & montrer que o € Sol(C). On le fait par
récurrence sur 1 < i < n. Cas de base: i = 1. S’il n’existe pas de con-

trainte d’appartenance pour xy, on a Ti0 b xy0 par construction. Sinon, la
contrainte d’appartenance est satisfaite par construction et il nous reste a mon-
trer que 17 F uy, car T1 et u; sont clos. On a C\?ar(Tlu{ul}) = () et, puisque C est
?

bien-formé, on en déduit que 0 = (T1 F uy), et donc que Ty F u;.

? ?
Pas de récurrence: on doit montrer que les contraintes T; - x; et ; € Bd(T;, u;)
(si elle existe) sont satisfaites par 0. Comme dans le cas de base, la difficulté

?
est de montrer que T;o t w;0, quand x; € Bd(T;,u;) est dans C. On a Var(T; U
{u;}) € {x1,...,2,-1}. Soit V; = Var(T; U{u;}). En reposant sur 'hypothese
de récurrence, on sait que o satisfait toutes les contraintes dans C% . Puisque C

?
est bien-formé, on a C;i = (T; + u;) et on conclut que T;o F u;o. O
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12.3 Transformation des contraintes et invari-
ants

Les regles de transformation Axiom, Triv,R;y — R4 de la figure 12.1 ne suffisent
pas pour mettre un systeme en forme résolue. En effet, elles ne s’appliquent
pas par exemple sur le systeme C de 'exemple 63 et le systeme C; de 'exemple
62. Pourtant, ces sytemes ne sont pas en forme résolue. Il nous faut donc des
regles additionnelles (Rs, Rg et R7) pour traiter les contraintes d’appartenance et
arriver & une forme résolue. Les systémes sont (implicitement) simplifiés apres
I’application de chaque regle.

Donnons quelques explications pour ces regles. Notons que, par définition,

une solution o d’une contrainte d’appartenance x é Bd(T’,v) vient avec des
témoins vy, ..., v, tels que xo = b, (vo,vy,...,v,) et T'o b vy,...,T'c F v,.
La regle Rs va s’appliquer quand on peut trouver des preuves de vq, ..., v, avec
un ensemble d’hypotheses plus petit 7’c € To. La régle Rg va s’appliquer
lorsque seulement quelques-uns des v, ..., v, peuvent étre prouvés avec moins

d’hypotheses. Si on a deux contraintes d’appartenance x é Bd(T,v) et x ;
Bd(T,v"), une des séquences témoin est forcement un prefixe de autre. La
regle R7 va garder seulement une copie de cette partie commune.

Nous considérons dans la suite ’ensemble des regles Triv, Axiom,R; — Rz,
modulo les regles de simplification.

12.3.1 Correction

Lemme 63 (Correction) Soit C un systéme de contraintes (simplifié) tel que
C ~ C'. Alors C' est un systéme de contraintes tel que st(C') C st(C) et
Sol(C") C Sol(C).

Preuve: En reposant sur le lemme 61, on peut supposer qu’aucune simplifica-
tion ne s’effectue lors de la transition C ~ C'.

Montrons d’abord que C’ est en effet un systeme de contraintes. 11 est facile
de voir que la monotonie et l'origination sont préservées. Vérifions que la
troisieme condition de la définition 38 est aussi satisfaite, apres chaque regle
de transformation.

Les régles Ry, Triv ne posent aucun probleme.

Les régles Ry, R3 et Axiom affectent seulement des contraintes qui n’introduisent
pas de nouvelles variables. Elles ne posent donc aucun probleme.

Si la regle Ry est appliquée, alors, méme si la contrainte d’appartenance in-
?

troduite, i.e. w € Bd(T,v), introduit une variable pour la premiere fois, on a
T, C T pour tout y € Var(w), par origination de C et puisque w € st(T'). Ceci
nous permet de conclure.

Dans le cas de Rs (resp. Rg ), la contrainte d’appartenance additionnelle n’introduit
pas de nouvelles variables, grace a la présence de la contrainte de déductibilité

? ?
T+ v (resp. T F w). Dans le cas de Rg, supposons que la contrainte d’appartenance
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?
w € Bd(T',v) introduit une variable. On a alors T, C T C 1" pour chaque
y € Var(w), car w € st(T). On peut ainsi conclure.

Dans le cas de Ry, la contrainte d’appartenance additionelle ne nuit pas a notre
condition, puisque v’ ne peut pas introduire de variable. En effet, dans le cas
contraire, C ne satisfait pas lui-méme la condition.

Ceci nous permet de conclure que nos regles transforment un systeme de
contraintes dans un systeme de contraintes.

L’inclusion st(C’) C st(C) est immédiate pour toutes les regles.

Montrons maintenant que Sol(C’) C Sol(C). Soit o € Sol(C’) et considérons
le cas de chaque regle de transformation. En fait, il suffit de considérer les
regles qui transforment des contraintes d’appartenance, car dans le cas des regles
Axiom, Triv, Ry, Ry, R3, R4 on peut conclure par le lemme 45.

Cas Rs: Les arbres de preuve qui témoignent que o € Sol(C') peuvent étre

utilisées pour montrer que o € Sol(C). L’arbre de preuve qui témoigne du fait
?

que T F v n’est méme pas utile pour cela.

?
Cas Rg: On doit grouper les séquences de preuves témoignant x € Bd(T,w) et

?
w € Bd(T',v) pour voir que zo € Bd(T'o,v0).

?

Cas R7: On doit grouper les séquences de preuves témoignant de faits = €
?

Bd(T,v) et v € Bd(T,v") pour voir que zo € Bd(To,v' o). O

12.3.2 Complétude

Mesure PS. Pour prouver la complétude de notre systéme de regles pour Zpiing,
par rapport a la nouvelle notion de forme résolue, on étend la mesure de com-
plexité PS pour les systemes de contraintes avec des contraintes d’appartenance.
Soit C un systeme de contraintes et o une solution de C. Comme avant, pour

? ?
toute contrainte de déductibilité T+ u € C, PS(T F u,0) est la taille d’une
preuve simple et minimale de To - uo. Pour une contrainte d’appartenance

?
x € Bd(T,u), il existe par définition uq,...,u, tels que zo = b, (u,u1,...,uy,)

et ToFuy,...,To b u,. On définit alors PS(x é Bd(T,u),o) comme étant la
somme des tailles de preuves simples et minimales de To F uy,...,To = u,,
pour un n minimal. La mesure PS est étendue aux systémes de contraintes
en définissant, pour toute solution o de C, PS(C,0) comme étant le multi-
ensemble de paires (lev(C, C), PS(C, o)), pour toutes les contraintes élémentaires
C € C. Les multi-ensembles PS(C, o) sont comparés en utilisant I'extension
multi-ensemble de la composition lexicographique des ordres. Notons que, si
le systeme ne contient pas de contraintes d’appartenance, la définition de PS
coincide avec la définition donnée dans la partie générique.

L’idée de la procédure est la méme: on va considérer la premiere con-
trainte non-résolue et montrer qu’on peut appliquer une reégle de transforma-
tion et diminuer la mesure PS. Lorsque cette contrainte est une contrainte de
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déductibilité, les arguments sont les mémes que dans notre procédure générique.
Pour une contrainte d’appartenance, on va montrer qu'une des regles Rs, Rg, R7
s’applique et que la mesure diminue.

Etant donné un ensemble de termes 7', on dénotera par C (T') les contraintes
de C dont T est ’ensemble de termes associé, i.e.

C(T)={CecC| C:TFuouC:véBd(T,u) pour certains u, v}

Definition 42 (contrainte minimale non-résolue) Soit C un systéme de con-
traintes (simplifié) qui n’est pas en forme résolue. Soit Ty, 'ensemble minimal
(par rapport a Uinclusion) de termes tel que C~ = U C(T;) n'est pas résolu.
T; CTmin
Parmi C(Twin), soit S un ensemble mazimal de contraintes tel que U C(T;)u
T3 G Tmin

S est en forme résolue. Alors M¢ = C(Tmin) NS sont les contraintes non-résolues
minimales de C.

Pour une contrainte C' € M¢, on pose S(C,C) = U C(T;)uSuC.

T; CTmin

Notons que M¢ n’est pas toujours unique:

Exemple 65 Considérons le systéme de contraintes suivant, ot T = {a,b}.

Tk
L ?
C:=19 € Bd(T,blind(a,b))
x é Bd(T, a)

Il n'est pas résolu. On a C = C(T) et Tymin = T. Cependant, pour Mc, on a
2 ?
deuz possibilités: Me = {x € Bd(T, blind(a,b))} ou M¢ = {z € Bd(T,a)}.

Pour montrer quun systeme C, qui n’est pas en forme résolue, peut étre
simplifié, nous distinguons deux cas: ou bien parmi les contraintes minimales
non-résolues il existe une contrainte de déductibilité (lemme 64) ou bien toutes
ces contraintes sont d’appartenance (lemme 65). Les différents cas sont résumés
dans le tableau 12.3.

Lemme 64 (complétude - contrainte de déductibilité) Soit C un systéme
de contraintes non-résolu tel que M¢ contient une contrainte de déductibilité.
Soit 0 € Solnc(C). 1l existe un systéme de contraintes C' tel que C ~~ C’,
o € Solnc(C') et PS(C,0) < PS(C,0).

?
Preuve: Soit T+ v une contrainte de déductibilité dans M. Alors, par

?
définitions, on peut extraire de S(C,T + v) un systeme de contraintes D qui
ne contient que des contraintes de déductibilité, n’est pas en forme résolue et
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C contient Mec contient C' La derniere regle dans la preuve P, | regle

parmi d’autres témoin de C'
T}?—f(ul,ug) (S),(B) Ry
T E U (UB) Ra
T lz U (Q) Rs3
T Iz sign(uy,uz) (UB,) Ra
T }: x x é Bd(T',v) avec T C T’ T’ peut étre affaibli & T Rs
dans toutes les preuves auxiliaires
T }: x T é Bd(T',v) avec T C T’ T’ peut étre affaibli & T Re
dans certains des preuves auxiliaires
T }Z x x é Bd(T,v) Ry

x é Bd(T,v")

Figure 12.3: Résumé: preuve de complétude

o
dont la contrainte minimale non-résolue est T v. Par le lemme 49, il existe un
systeme de contraintes D’ tel que D ~» D', en utilisant Axiom, Triv, R1, Ry, R3 ou
Dec’(UB,) et tel que o € Sol(D'), PS(D',0) < PS(D, o). Si la regle utilisée est
differente de Dec’(UB,), alors, par définitions, on peut étendre cette transition
aC: C~ C avec o € Sol(C') et PS(C',0) < PS(C,0). Si la regle utilisée est
Dec’(UB,), alors, par le lemme 60, il existe un D" tel que D ~ D", en utilisant
R4, 0 € Sol(D") et PS(D",0) = PS(D’,0). Encore une fois, on peut étendre
cette transition & C, pour obtenir le ' demandé. (|

Lemme 65 (complétude - contrainte d’appartenance) SoitC un systéme
de contraintes non-résolu tel que M¢ ne contient que des contraintes d’appartenance.
Soit o € Solnc(C). 1l existe un systeme de contraintes C' tel que C ~~ C’,

o € Solnc(C') et PS(C', o) < PS(C,0).

Preuve: Notons que, puisque C est simplifié, toutes les contraintes d’appartenance

?
portent sur des variables. Soit Vi = {z | x € Bd(T",v) € Mc} et choisissons une

?
contrainte x € Bd(T',v) dans M¢ telle que x est maximal dans Vi pour l'ordre
d’occurence <. Notons que, grace a lorigination et & la maximalité de x, il
?

existe une contrainte T + qui apparait dans C, avec T' C T’. En effet, sup-
?
posons que x est introduite dans une contraite y € Bd(T",u), avec x € Var(u)

?
et 7 C T'. Par la maximalité de z, nous avons y € Bd(T",u) ¢ M¢. Par
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?
définition des formes résolues, il existe T C T" tel que T + x € C.

On distingue plusieurs cas, suivant si T C T ou T = T".

e Supposons que ' C T7”. On va montrer que dans ce cas on peut appliquer

Rs ou Rg. Par définition d’une solution, on a zo = blind(...blind(vo,vy),...

avec T’c + vy, ..., T'0 + vi. Notons que k > 0 puisque o est non-
confondante et C est simplifié. Suivant si toutes les preuves de T"c F v;
peuvent étre affaiblies ou pas, on applique Rs ou Rg.

— Supposons que To b v;, pour tout 1 <4 < k. Soit C’ le systeme de
contraintes obtenu en appliquant la regle Rs a C. On a To - xo et
donc T'o F vo. Une preuve témoignant de ce fait peut étre obtenue en
appliquant k fois la regle d’inférence UB a la conclusion de la preuve
de T F zo et en utilisant les preuves qui témoignent de T'o - v;, pour
chaque 1 < i < k. Par conséquent, on obtient o € Sol(C’) et, puisque

aucun sous-terme n’est introduit, on a o € Solnc(C’).

/

De plus, on a PS(C’,0) < PS(C,0): on a remplacé une paire (77, n)

par deux paires (T, ny), (T,ng) avec T C T".

— Sinon, soit iy tel que T'o - v; pour chaque j > iy et T'o I/ v;,. Notons
que, si on n’est pas dans le premier cas, un tel ig existe et ig > 1.
Notons aussi que, si ig = k, toute preuve (donc toute preuve simple)
de To b xzo finit avec un axiome ou une reégle de décomposition.
Par le lemme 48, on en déduit qu'il existe un t € st(T) \ & tel que
toc = xo. Puisque o est non-confondante, ce cas est impossible et on
obtient 1 < ig < k.

OnaTo F blind(...blind(vo,v1),...,v;,), en considérant la preuve
de To + zo, les preuves de To = vy, ..., To = v;,11 et en appli-
quant k — iy fois la regle d’inférence UB. Soit P une preuve simple
de To F blind(...blind(vo,v1),...,v;,). Puisque To I/ v;,, en in-
spectant les regles d’inférence, P ne peut pas se terminer avec une
regle de composition ou un regle versatile. En conséquence, par le
lemme 48, on en déduit qu’il existe un w € (st(T) \ X) tel que wo =
blind(...blind(vo,v1),...,v;,), impliquant que wo € Bd(T'o,vo).
On peut donc appliquer la regle Rg pour obtenir un systeme de con-
traintes C’. Comme on vient de voir, o satisfait chaque contrainte
rajoutée a C’, donc o € Sol(C’) et o € Solnc(C').

Enfin, on a PS(C’,0) < PS(C,0): on remplace une paire (77,n) par
trois paires (T,n1), (T, n2) et (T7,n3), avec T C T" et n3 < n. Cette
derniere inégalité est due au fait que 79 < k.

?
e Cas T'=T". Dans ce cas, puisque = € Bd(T",v) € Mc, il doit exister une
?
autre contrainte d’appartenance x € Bd(T”,v") € C. Deplus,ona T, =T.
?
En effet, autrement on aurait T+ x € M¢, contredisant les hypotheses du

lemme. Ainsi on a
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— xo = blind(...blind(vo,vy),...,vg) avec To F v;, pour 1 < i < k;
et

— w0 =blind(...blind(v'0,v}),...,v,) avec T'o I vj, pour 1 <i < p.

Clairement, on a ou bien vo € st(v'o) et v'o € Bd(To,vo), ou bien,
symétriquement, v'c € st(vo) et vo € Bd(To,v'c). Supposons, sans
perte de généralité, que nous sommes dans le deuxieme cas. On peut
appliquer la régle R; pour obtenir un systéme de contraintes C’. Selon nos
observations précédentes, il est clair que o € Solyc(C').

Il nous reste & montrer que la séquence de preuves témoignant du fait que
vo € Bd(To,v'o) est strictement plus petite que la séquence témoignant
du fait que zo € Bd(To,vo). Ceci provient du fait que v'o est un sous-
terme strict de zo. En effet, on a v'o € st(zo) et wo # xo, car o est
non-confondante et le systeme est simplifié. O

Corollaire 7 Soit C un systéme de contraintes et o € Solnc(C). Il existe un
systéme de contraintes C' en forme résolue tel que C ~~* C' et o € Solyc(C').

Preuve: C’est une simple récurrence sur PS(C, o), en appliquant, selon le cas,
le lemme 64 ou le lemme 65 et en utilisant le fait que les regles de simplification
ne font pas croitre la mesure PS. (]

12.3.3 Bonne-formation

Comme montré dans la section 12.2.2, une forme résolue n’a pas nécessairement
une solution. Conformément au lemme 62, il nous faut un invariant de bonne-
formation pour utiliser le corollaire 7 dans une procédure de décision. Le but
de cette section est de montrer cet invariant: si C est un systeme bien-formé et
C ~ (', alors C’ est un systéme bien-formé.

On montre d’abord que la relation <¢ peut étre seulement raffinée par les
regles de transformation.

Exemple 66 Considérons le systéeme C de l’exzemple 63. On ay >¢ z et C ~ C’
(par Re):

'_7
a F =z
?
a F
C = , Y
a,blind(x,a) + =z
y € Bd({a}, blind(z,a)) A & Bd({a,blind(z,a)}, )

ot Y >cr x >er 2.

Lemme 66 (propriété de <¢) Soit C un systéme de contraintes simplifié et
C" un systéme de contraintes tel que C ~ C' et C' # 1. Alors <¢ C <¢r.
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Preuve: Considérons chaque regle de transformation. Le cas des regles Axiom, Triv, Ry, Ry
et R3 est trivial, car elles n’affectent pas les contraintes d’appartenance. La regle

R4 introduit une nouvelle contrainte d’appartenance et donc il est facile de voir

que <¢ C <¢r. Il nous restent les trois cas suivants:

? ? 7 ? ?
e Rs: CoANTHazAx € BA(T',v) ~ CoANTHFaATFvAz e Bd(T,v) avec
T C T'. Dans ce cas, I'ordre n’est pas affecté: <¢ = <c».

? ? ? 7 ? ?
e Re: CoATFaxAx € Bd(T,v) ~ CoANTFaATFwAz € Bd(T,w) \Nw €
Bd(T',v) avec T C T' et w € st(T). On doit montrer que y <¢/ z, pour

?
chaque y € Var(v). Les régles de simplification appliquées a w € Bd(T",v)

?
menent & une contrainte d’appartenance de la forme z € Bd(T’,v), avec
z € Var(w), ou & un contrainte vide seulement si v € st(w). Dans les deux
cas, on conclut facilement.

7 ? ? ? ?
e Ri: CoNT FaAx € Bd(T,v) Nx € Bd(T,v') ~ CoANTFaxAhx €
?
Bd(T,v) Av € Bd(T,v") avec T, = T'. On doit montrer que y <¢ x, pour
?
chaque y € Var(v'). Les régles de simplification appliquées & v € Bd(T,v")

?
menent & une contrainte d’appartenance de la forme z € Bd(T,v"), avec
z € Var(v), ou & une contrainte vide seulement si v/ € st(v). Dans les
deux cas, on conclut facilement. ]

Un résultat essentiel avant la preuve de 'invariant est la compatibilité en-
tre la projection d’un systéme sur un ensemble de variables V' et les regles de
transformation.

Exemple 67 Considérons les systémes C et C' de Uexzemple 66. On a Cy , ~~
C'y.z, tandis que Cy» C C'y .. Dans les deux cas, on en déduit que C'y = Cy .

Lemme 67 Soit D un ensemble de contraintes simplifié et D’ tel que D ~ D’.
SiV est un ensemble de variables, alors Dj, = Dy .

Preuve: Chaque régle de transformation appliquée dans D ~» D’ est de la
forme Cy,...,Cy, ~ Cf,...,C/ . On sépare la preuve dans deux cas: ou bien
{Cl,...,Cn} ,¢_ DV ou bien {Cl,...,Cn} - D\/.

Supposons d’abord que {C4,...,C,} € Dy. On montre que Dy C Dy,. En
effet, soit C € Dy. Si C ¢ {C4,...,Cy}, on obtient C' € Dy, par le lemme
66. Supposons maintenant que C € {C1,...,C,}. Puisque {C,...,C,} € Dy,

?

ceci est le cas seulement si C' est la contrainte 7' - = dans les régles Rs et Rg.
Donc C € D’ et, par le lemme 66, C € Dj,. On conclut que Dy C Dj, et donc
Di, = Dy.

Supposons maintenant que {C,...,C,} C Dy. On montre que Dy ~» DV,
pour un ensemble de contraintes DV tel que DV C Dy,. En effet, on a Dy =
{C1,...,CL,} UM ~ {C},...,Cl,} UM. Ceci nous donne DV. Montrons que
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chaque contrainte dans DV = {C1,...,C), }UM est un élément de Dy,. D’abord,
pour les contraintes C' € M C Dy, on peut répeter 'argument d’avant, basé sur
le lemme 66. Ensuite, pour tout 1 <i < m, on a Var(C}) C Var(C1,...,C,) et,
puisque {C1,...,Cy} C Dy, on en déduit que Var(C}) <p V. Par le lemme 66,
on obtient Var(C}) <p: V et donc C! € Dj,.

On obtient donc Dy ~» DV C Dj,. On en conclut que Dj, =DV = Dy, en
utilisant la correction des regles de transformation pour obtenir DV = Dy. O

On est maintenant pret a prouver notre invariant.

Exemple 68 Dans la transformation suivante, le premier systéme est bien-
formé grace a la premiére condition de la définition, tandis que le deuxieme est
bien-formé grace a la deuxieme.

2

C/ o a l_ X
- ?
z € Bd({a,b},y)

mene, par Rs, d la forme résolue bien-formée:

?
a F =z
C/I: ?
a F y
x € Bd({a},y)

Lemme 68 Si C est un systéme de contraintes bien-formé et C ~ C’, alors C’'
est bien-formé.

?
Preuve: On doit montrer que chaque contrainte d’appartenance M = x €
Bd(T,u) dans C’ est telle que:

e oubien 7, C T

2

e oubien T, =T et Dy = (T Fu), ot V = Var(T U {u}).
?
Considérons d’abord une contrainte d’appartenance M = z € Bd(T,u) qui
est aussi dans C. Si T, C T dans C, alors T,, C T reste vraie dans C’ et on peut
?
conclure. Sinon, on a T, =1 et C‘; = (T F u). Par le lemme 67, on en déduit

?
que C7 }=C5. On adonc CiFf = (T F u).

Par conséquent, dans la suite on considere seulement des contraintes d’appartenance

dans C’ \. C. Prenons chaque cas & part.

e Dans le cas des regles Axiom, Triv, Ry, Ry et R3, on n’a pas de nouvelles
contraintes d’appartenance et on peut conclure.

e regle Ry, Dans ce cas, si la nouvelle contrainte d’appartenance ne dis-

? ?
parait pas par simplification, on a ¢’ = (C ~ {T F sign(v,u)}) U{T F
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? ? ?
sign(w,u), y € Bd(T,v),T v wy,...,T F w,} avec sign(w,u) € st(T),
y € Var(w) et wy, ..., w, € st(w). Puisque w € st(T'), on a par origination
T, C T et on peut conclure.

? ? ?

régle Rs. Dans ce cas, on a C' = (C ~ {x € Bd(T",v)}) U{T F v,z €
?

Bd(T,v)}, avec T'C T". Clairement, on a C\Er(T ) E(TFwv).

? ? ?
reégle Rg. Dans ce cas, on a C' = (C ~ {x € Bd(T,v")})) U{T F w, z €

? ? ?
Bd(T,w),y € Bd(T',v),T" + wy,...,T" + wy}, avec w € st(T), y €
?

Var(v) et wy,...,w, € st(w). Puisque, d’une part, T Fw e C et, dautre
part, T, C T (par origination), on peut conclure.

regle R7. Dans ce cas, si la nouvelle contrainte d’appartenance ne disparait
?

? . ?
pas,onaC’ = (C~{z e Bd(T,v)})U{y € Bd(T,v"), T F v1,.... T+ v,},
avec y € Var(v) et vy,...,v, € st(v). En utilisant T,, = T et la bonne-

? ?
formation de x € Bd(T,v") dans C, on en déduit que C‘;, E (T Fv), ou
”

V' = Var(TU{v'}). En conséquence, grace au lemme 67, on a C(,j, E (T -

v') et on peut conclure.

12.4 Résultat principal et discussion

O

Le dernier élément qui nous manque pour avoir une procédure de décision est
un argument de terminaison des regles. Cependant, elles ne terminent pas:

Exemple 69 Considérons le systéme de contraintes suivant:

?
c F
?
c F oy
?
T =c,z,y,sign(blind(x, sign(y, k)), k), sign(blind(y, sign(x,k)), k) + sign(x, k)

ot ¢,k sont des constantes et, pour toute solution possible, k ne peut pas étre
déduite. La seule maniére pour obtenir une solution (non-confondante) est

Ceci

d’utiliser (UBy) pour déduire sign(x,k)o dans la troisiéme contrainte.
nous donne (par Ry):

?

c F =z
?

c F oy
?

T F  sign(blind(z, sign(y, k)), k)
?

blind(x, sign(y, k) € Bd(T, z)
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Par Axiom et S1, nous revenons au systéme de départ, dans lequel les variables
x ety ont été interchangées.

La non-terminaison pourrait étre évitée avec un controle minutieux de ’application
des regles. Cependant, ceci n’est pas nécéssaire, grace a notre résultat de
complétude plus précis. En effet, on montre non-seulement qu’une forme résolue
peut étre atteinte, mais que sur le chemin qui nous mene vers elle la mesure PS
decroit a chaque pas. Maintenant, si on a une derivation infinie, comme on
n’introduit pas de nouveaux sous-termes, on doit avoir une boucle. Mais alors
on a une partie du chemin sur laquelle la mesure PS n’a pas decru: toutes les
formes résolues peuvent étre atteintes en ne considérant que des chemins qui ne
bouclent pas, donc que des chemins finis.

Procédure de décision pour la satisfaisabilité. Soit Cy un systéme de con-
traintes.

1. On devine les égalités entre les sous-termes de Cy; soit Cq,...,Cx les
systemes de contraintes ainsi obtenus.

2. on applique les regles de transformation a chaque C; jusqu’a obtenir une
forme résolue ou bien un systéme de contraintes qui a été déja considéré
par la procédure; pour chaque C;, soit C},...CP" les formes résolues at-
teignables a partir de C;.

3. Si une forme résolue est atteinte, Cy est satisfaisable, sinon, non.

Théoréme 8 Soit Cy un systéeme de contraintes. La procédure décrite ci-dessus
est correcte et compléte.

Preuve: C’est une conséquence directe des lemmes 59, 62, 63, 68 et du corollaire
7. |

Méme plus, nous calculons un ensemble fini de formes résolues qui représente
symboliquement toutes les solutions de C. Comme expliqué dans [CLCZ10],
c’est une propriété qui permet de décider d’autres propriétés de trace. On
étend ainsi un résultat de [BCO8], qui montre déja que le probléme du se-
cret dans un nombre borné de sessions est décidable pour les signatures en
aveugle. La nouveauté de notre approche est aussi méthodologique, en nous
rattachant a la notion classique de localité et a l’algorithme général que nous
avons présenté dans le chapitre précédent. Ceci se fait a travers 'introduction
d’un nouveau prédicat pour couper le branchement infini, qui est inhérent pour
certaines théories saturées.

Nous suggérons maintenant que cette construction s’adapte facilement a
d’autres théories saturées infinies.

Chiffrement homomorphique. Nous enrichissons la syntaxe de contraintes

?
avec un prédicat u € P(v). Les solutions de tels contraintes sont des substitu-
tions o telles que ou bien uo = vo ou bien il existe uy, us tels que uo = (uq, us)

? ?
et o est une solution de uy € P(v) ou de uz € P(v).
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flur, ... un) € Plu) —  flur,...,up) =u
Slf%<v>

2

uy € P(orfug]) A ... Auy, é PopJur]) — wp =vrfug] Ao Ay, = vy [ug]
) = (wv) =wVue Pw) Ve Plw)
HI?—x/\xéP(u) ~o Hlix/\xéP(u)/\Hliu
) HI?—enc(v',w,r’)/\wéP(u)/\v:v’/\r:r’
si enc(v',w,r’) € st(H)

Figure 12.4: Regles de transformation

Des regles de simplification et de transformation spécifiques gerent le nou-
veau prédicat, dans la figure 12.4.

?
La relation 2z € P(u) définit encore une fois un ordre entre les variables:

?
y <p xsiy € Var(u) et x € P(u) est dans D. Cet ordre nous permet de
construire une solution pour une forme résolue bien-formée:

Definition 43 Une forme résolue D est un systéme de contraintes de la forme

? ?
1=t AN...ANxp=t, NHiFy1 Ao .ANHpy Fym
? ?
Az1 € P(ur) A ... Az € P(uy)

avec
® x1,...,x, des variables qui apparaissent une seule fois dans le systeme,
® Y1,...,Ym des variables distinctes,

?
o {z1,..., 2} C{y1,...,ym} et, si z; =y;, alors DHij{ui} = Hy, Fu;

Ainsi, le cas des signatures en aveugle n’est pas atypique et il pose les bases
pour un travail futur important: sa généralisation.
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Chapitre 13

Conclusion et travaux
futurs

Pour les théories locales, nos regles de transformation associent & un systeme de
contraintes C un ensemble de formes résolues, qui représente symboliquement
toutes les solutions de C.

Un premier travail futur consisterait a lever les restrictions syntaxiques
posées sur la théorie dans la section 10.2.2. Ceci permettrait le traitement
de la théorie du rechiffrement dans le cadre presenté ici.

D’autres travaux futurs, plus ambitieux, sont esquissées dans la suite.

13.1 Théories saturées infinies

La question principale ouverte par le chapitre 12 est la généralisation du prédicat
qui coupe le branchement infini des théories saturées. Ceci nous permettrait un
traitement systématique des théories de l'intrus, dans un aller-retour entre la
théorie de départ, le systéme saturé infini (implicite) et le systéme saturé fini
(explicite) grace au nouveau prédicat.

Est-il possible de mettre en place une construction générale pour couper le
branchement infini des théories saturées, qui aurait les signatures en aveugle et
le chiffrement homomorphique comme des cas particuliers d’application ?

13.2 Propriétés d’équivalence

Les propriétés d’équivalence [Bau07, CD09] demandent le méme ensemble de
preuves pour deux systémes de contraintes C,C’. C’est un des problémes ouverts
les plus stimulants pour l'analyse formelle des protocoles de sécurité. Si on
considere les arbres C ~ Cy,...,Cp et C' ~ Cq,...,C,, construits par nos regles
de transformation, peut-on traduire I’équivalence de C et C' comme une relation
de bisimulation entre ces deux arbres ?
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13.3 Symboles AC

Il y a maintes travaux qui considerent déja des symboles AC, mais la plupart dans
le cadre de théories particulieres. De plus, c’est 'existence d’une solution qui est
presque toujours decidée, sans avoir une représentation de toutes les solutions.
En l'occurence, aucun résultat existe ne permet de décider 1’équivalence de
systemes de contraintes en présence de symboles AC. Méme si on peut voir
une certaine similarité avec les systemes saturés infinis, I’étude de la recherche
de preuve pour les systemes d’inférence avec des symboles AC est pour l'instant
le travail futur le plus ambitieux.
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Chapitre 14

Conclusion et perspectives

Les deux parties de cette these sont fortement liées. On a vu d’abord qu’il y a un
passage logique entre la premiere et la deuxieme partie, pour traiter des théories
non-décomposables et étudier des propriétés plus générales que l'existence d’une
solution.

Cependant, des liens plus profonds unissent les deux parties: la localité, les
variants finis, les sous-termes sémantiques dont le pendant dans la deuxieéme par-
tie est la saturation ... Pour cela, nous pensons qu’elles sont des instances d’un
résultat encore plus général (notons comment le chiffrement homomorphique
surgit dans les deux parties). Quelques pas vers sa recherche et des perspectives
pour la résolution de systéemes de contraintes sont esquissés dans les conclusions
de chacune de parties.

Nos résultats s’encadrent aussi dans des perspectives plus générales.

Combinaison. Les principes de la combinaison sont universels: identifier les
éléments de base d’un systeme et les lois qui régissent leur interaction.

Correction calculatoire. Maintes travaux, e.g. [CLC08, CKKW06, CW05],
ratachent la sécurité logique a une notion de sécurité plus forte, ou les
actions des agents sont modélisées par des calculs de machines de Turing.
Si deux modeles logiques sont corrects, est’ce-que leur combinaison ’est?

Protocoles. De plus en plus, les protocoles sont éxécutés ensemble, en inter-
dependance. Par exemple, google permet de lire le mail, effectuer des
achats, publier des contenus, etc, a partir d’'un seul compte. Quel est
I'effet de la combinaison de protocoles sur leur sécurité? Peut-on utiliser
sans dommage le méme mot de passe pour deux services?

Propriétés. Si un protocole satisfait la propriété A et un autre satisfait la
propritété B, peut-on construire un protocole qui satisfait A A B? Plus
généralement, sur quelles conditions la conjonction A A...AA; est réalisable?
Par exemple, c’est une question pertinente pour les protocoles de vote
électronique, ou 'existence de protocoles pour assurer & la fois ’anonymat,
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I’absence de coercion et la vérifiabilité de son vote par un votant n’est pas
évidente.

Aspects. Les systemes informatiques sont concurents (réseaux de petri) en
temps (automates temporisées) [Emo], utilisent des listes d’entiers [YKB02],
melangent horloges et compteurs [BFS09]. Peut-on vérifier de maniére
hiérarchique la combinaison de ces aspects, ou est-on obligés a faire les
raisonements directement dans le modele complexe qui les unifie?

Localité et formes résolues. Les principes de la localité sont universels:
toute solution efficace d’un probleme passe par des éléments qui lui sont intrin-
seques, meéme si souvent elle lui rajoute des constructions théoriques.

Correction calculatoire. Plus riche le modele formel, plus de chances d’avoir
la correction calculatoire. Y a-t-il alors une contradiction entre la correc-
tion calculatoire et la localité? Si oui, comment concilier les deux, pour
avoir a la fois des fortes garanties et des preuves automatiques de sécurité?

Protocoles. Le calcul des formes résolues nous pointe non seulement 1’existence
d’une attaque, mais aussi les actions de l'intrus qui y menent, sa cause.
Serait-il possible de retourner en arriere sur cette trace et corriger (semi-)
automatiquement le protocole?

Propriétés. Y a-t-il une hiérarchie des propriétés? Etant donné une propriété,
les executions qui la satisfont sont’elles ”locales”? Est’ce qu’une propriété
peut étre simplifiée, reduite a des propriétés résolues?

Aspects. Pour voir le role de la localité dans d’autres aspects de la vérification,
citons par exemple [SS06, JSS07, 1JSS08]. Ces travaux et le notre sont
liés, par un fil qui reste a découvrir.
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