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Neue, einfache Algorithmen
für Petrinetze1

Alain Finkel · Jérôme Leroux

Einleitung
Zu den bekannten schwierigen theoretischen Pro-
blemen von Petrinetzen gehört die Entscheidbarkeit
einer Reihe grundlegender Fragestellungen, dar-
unter die Überdeckbarkeit, die Beschränktheit, die
Platzbeschränktheit und die Erreichbarkeit. Die
bislang publizierten Beweise der Entscheidbarkeit
dieser Probleme sind lang und kompliziert. In die-
sem Beitrag präsentieren wir neue Algorithmen
zur Entscheidung dieser vier Probleme, die einfach
sind, alle dem selben Prinzip folgen und für weitere
Probleme verallgemeinerbar sind.

Unsere Algorithmen sind auch für Studenten
durchaus verständlich. Für das Beschränkt-
heitsproblem vermeiden wir die nichttrivialen
Baumkonstruktionen von Karp und Miller, und be-
schränken uns auf Invarianten. Unser Beweis des
Erreichbarkeitsproblems ist um Größenordnun-
gen einfacher als die Beweise von Mayr, Kosaraju,
Lambert etc.

Strukturell geht es in jedem der vier Algo-
rithmen darum, durch einfaches systematisches
Durchprobieren Invarianten zu finden. Dieses
einfache Prinzip vereinheitlicht die Beweise und
erleichtert ihr Verständnis.

Schlussendlich hängen unsere Algorithmen
nicht von allen Feinheiten der Petrinetze ab. Sie
können vielmehr auf ähnliche Modelle verallgemei-
nert werden. Ein Beispiel dafür ist der Algorith-
mus für das Erreichbarkeitsproblem: Er kann leicht
verallgemeinert werden auf Lossy Channel Sys-
tems, indem man Presburger-Invarianten durch

1 Dieser Beitrag wurde von der Agence Nationale de la Recherche REACHARD und
von Chaire DIGITEO unterstützt.

andere entscheidbare Invarianten ersetzt (diese Idee
hat Pachl 2003 für (perfekte) FIFO-Kanal-Systeme
verwendet [15]).

Unsere Algorithmen sind nicht nur einfach; ihre
Komplexität ist quasi-optimal für alle Probleme mit
Ausnahme der Erreichbarkeit. (Die Komplexität
dieses Problems ist unbekannt.)

In diesem Beitrag schildern wir die Struktur der
Beweise und verweisen für technische Einzelheiten
auf die Literatur.

Petrinetze

Notationen
Mit Z,N,Q und Q≥0 bezeichnen wir die ganzen,
die natürlichen, die rationalen bzw. die nichtnega-
tiven rationalen Zahlen. Vektoren und Mengen von
Vektoren werden fett geschrieben.

Die übliche Ordnung auf Z schreiben wir als ≤
und erweitern sie komponentenweise auf Zd : x ≤ y
gdw für jedes 1 ≤ i ≤ d gilt: xi ≤ yi. Für einen Vektor v
sei ‖v‖+ und ‖v‖– die Menge der Indizes i mit v(i) > 0
bzw. v(i) < 0.

Petrinetze
Ein Petrinetz (kurz: Netz) schreiben wir als Tripel
N = 〈P, T, F〉. Dabei sind P und T disjunkte Mengen
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Zusammenfassung
Wir zeigen, wie die Entscheidungsprobleme der
Überdeckung, der Beschränktheit und der Er-
reichbarkeit mithilfe induktiver Invarianten
einfacher lösbar sind als mit herkömmlichen
Methoden.

(„Plätze“ bzw. „Transitionen“). F : (P ×T) ∪ (T ×P)
→ N ist die Flussfunktion. Im Weiteren setzen wir P
als Menge mit d Elementen voraus, deren Elemente
über ihre Indizes 1, . . ., d geordnet sind. Eine Markie-
rung m ist ein Vektor inNd. Intuitiv beschreibt m(i)
die Zahl der Marken auf dem i-ten Platz. Wir verwen-
den die übliche grafische Darstellung für Petrinetze:
Kreise und Quadrate für Plätze und Transitionen,
und für F(a, b)= n > 0 einen mit „n“ beschrifteten
Pfeil. Für n= 1 entfällt die Inschrift. Abbildung 1
zeigt ein Beispiel.

Die operationelle Semantik eines Petrinetzes ist
wie übliche eine Relation über Markierungen x, y ∈
N

d, beschriftet mit Transitionen t, so dass x
t

–→ y gdw

Abb. 1 Das Hopcroft und Pansiot-Netz

für alle Plätze p ∈ P gilt: x(p) ≥ F(p, t) und y(p)=
x(p) – F(p, t) + F(t, p).

Für Worte w= t1, . . ., tk aus Transitionen tj ∈ T ist
die binäre Relation

w
–→ über den Markierungen defi-

niert als x
w

–→ y gdw es gibt eine Sequenz m0, . . ., mn

von Markierungen so dass m0 = x, mn = y, und

m0
t1–→ m1. . .

tn–→ mn .

Für eine Sprache W ⊆ T∗ sei
W

–→=⋃
w∈W

w
–→. Die

Relation
T∗

––→ heißt Erreichbarkeit, geschrieben
∗

–→.
T

–→ ist die Ein-Schritt-Relation, kurz →. Offensicht-
lich ist

∗
–→ die reflexive und transitive Hülle von →.

Für eine Menge M ⊆ Nd von Markierungen führen
wir folgende Mengen ein:

Post(M)=
⋃

m∈M

{y ∈Nd | m –→ y}

Pre(M)=
⋃

m∈M

{x ∈ Nd | x –→ m}

Post∗(M)=
⋃

m∈M

{y ∈Nd | m
∗

–→ y}
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Pre∗(M)=
⋃

m∈M

{x ∈Nd | x
∗

–→ m} .

In diesem Beitrag beschreiben wir einfache Algo-
rithmen zur Lösung folgender klassischer Probleme:

Erreichbarkeit Eingabe: (N, m0, m)
Frage: Gilt m0

∗
–→ m ?

Überdeckung Eingabe: (N, m0, m)
Frage: Gibt es ein y mit m0

∗
–→ y und y ≥ m ?

Beschränktheit Eingabe: (N, m0)
Frage: IstPost∗(m0) endlich ?

Platzbeschränktheit Eingabe: (N, m0, p)
Frage: Ist {m(p) | m ∈ Post∗(m0)} endlich ?

Beispiel 1. Das Petrinetz aus Abb. 1 wurde in [11] als
Beispiel eines Petrinetzes angegeben, dessen Menge
erreichbarer Markierungen nicht als Pressburger-
Formel darstellbar ist. In der Tat istPost∗({m0}) für
m0 = (1, 1, 0, 0, 0)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

(x1, x2, x3, x4, x5) ∈N5 |
( x1 = 1 ∧ x4 = 0∧

1 ≤ x2 + x3 ≤ 2x5 ) ∨
( x1 = 0 ∧ x4 = 1∧

1 ≤ x2 + 2x3 ≤ 2x5+1 )

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

.

Aufwärts und abwärts
geschlossene Mengen

Eine Menge U ⊆Nd ist aufwärts geschlossen wenn
für alle u ∈ U und m ∈ Nd gilt: u ≤ m ⇒ m ∈ U.
Der Aufwärts-Abschluss eines Vektors u ⊆Nd ist die
Menge {m ∈ Nd | u ≤ m} und wird geschrieben als
↑u. Für eine Menge M ⊆Nd ist die Menge

⋃
m∈M ↑m

der Aufwärts-Abschluss von M, geschrieben ↑M.
Offenbar ist ↑M die kleinste aufwärts geschlossene
Teilmenge vonNd, die M als Teilmenge enthält. Da
N

d mit ≤ wohlgeordnet ist, gibt es für jede auf-
wärts geschlossene Menge U ⊆ Nd eine endliche
Menge F ⊆ U sodass U= ↑F. Somit ist jede aufwärts
geschlossene Menge symbolisch als eine endliche
Menge F ⊆Nd repräsentierbar. Eine solche Menge F
heißt Aufwärts-Basis von U. Man sieht leicht, dass
die kleinsten Elemente von F bereits selbst eine
Aufwärts-Basis bilden, die minimale Aufwärts-Basis
von U .

Beispiel 2. InN2 ist
{

(x, y) | x ≥ 3 ∨ y ≥ 1
}

auf-
wärts geschlossen. Eine nichtminimale Basis ist
{(3, 0), (3, 1), (0, 1)}. Die minimale Basis ist {(3, 0),
(0, 1)}.

Symmetrisch zu aufwärts geschlossenen Men-
gen ist D ⊆Nd abwärts geschlossen, wenn für alle
d ∈ D und alle m ∈ Nd gilt: m ≤ d ⇒ m ∈ D. Der
Abwärts-Abschluss eines Vektors d ∈ Nd ist die
Menge {m ∈Nd | m ≤ d}, geschrieben ↓d. Für eine
Menge M ⊆Nd ist die Menge

⋃
m∈M ↓m der Abwärts-

Abschluss von M, geschrieben ↓M, Offenbar ist ↓M
die kleinste abwärts geschlossene Teilmenge vonNd,
die M enthält. Für eine endliche Menge F ⊆Nd ist ↓F
offensichtlich endlich. Aber eine unendliche abwärts
geschlossene Teilmenge von Nd, beispielsweiseNd

selbst, kann nicht mit einer endlichen Teilmenge
F ⊆Nd repräsentiert werden.

Dieses Problem lösen wir folgendermaßen: Jede
geordnete Menge kann (unter passenden Annah-
men) topologisch so ergänzt werden, dass abwärts
geschlossene Mengen endlich charakterisiert wer-
den können [9, 10]. Für Nd wählen wir Nd

ω, mit
Nω = N∪{ω}. Die Ordnung ≤ aufNd erweitern wir
durch n ≤ ω für alle n ∈ Nω. Für x ∈Nd

ω sei nun ↓x
die Menge {d ∈ Nd

ω | d ≤ x}. Für eine Menge X ⊆Nd
ω

sei ↓X=
⋃

x∈X ↓x. Nach den Resultaten von [9, 10]
ist jede abwärts geschlossene Menge D ⊆ Nd der
Durchschnitt D= Nd∩ ↓F, für eine endliche Menge
F ⊆Nd

ω. Dann heißt F eine Abwärts-Basis von D. Die
maximalen Elemente von F formen selbst schon
eine Abwärts-Basis von D. Sie ist die minimale
Abwärts-Basis der abwärts geschlossenen Menge D.

Beispiel 3. Abbildung 2 skizziert die inN2 abwärts
geschlossene Menge

{
(x, y) ∈ N2 | x ≤ 3 ∨ y ≤ 1

}∪{
(4, 2), (4, 3), (5, 2)

}
. Die fett gezeichneten Punkte

({0, 1, 2, 3}×{ω}) ∪{(4, 3), (5, 2)}∪ ({ω}×{0, 1})
bilden eine Basis; ihre minimalen Elemente sind
umkreist.

Für das Weitere wird die operationale Semantik von
Petrinetzen in Nd

ω erweitert. Technisch sei x
t

–→ y
für erweiterte Markierungen x, y ∈ Nd

ω gdw x(p) ≥
F(p, t) und y(p)= x(p) + (F(t, p) – F(p, t)) für alle
p ∈ P, mit der Addition ω + z = ω für alle z ∈ Z. Die
Relationen

w
–→ für w ∈ T∗, sowie

∗
–→ und –→, und die

Mengen Post(M), Pre(M), Post∗(M), und Pre∗(M)
sind entsprechend definiert.

Die Überdeckungsmenge von N und m0 ist der
Abwärts-Abschluss der Erreichbarkeitsmenge:
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Abb. 2 Eine abwärts geschlossene Menge

Cover(m0)= ↓Post∗(m0). Damit gibt es eine end-
liche Basis F ⊆ Nd

ω so dass Cover(m0)= Nd∩ ↓F.
Wenn man nun für ein Petrinetz N mit der
Anfangsmarkierung m0 eine endliche Basis
der Überdeckungsmenge berechnet, kann man
Überdeckbarkeit, Beschränktheit, und Platzbe-
schränktheit (sowie andere Fragen, beispielsweise
die Regularität der Trace-Sprace) unmittelbar
entscheiden.

Beispiel 4. Im Netz N aus Abb. 1 gilt:Cover(m0)=
N

5∩ ↓F mit der minimalen Basis F= {(1, ω, ω, 0, ω),
(0, ω, ω, 1, ω)}.

Überdeckbarkeit
Wie üblich zeigen wir die Entscheidbarkeit der
Überdeckbarkeit durch den Nachweis, dass Über-
deckbarkeit und Nichtüberdeckbarkeit beide
semi-entscheidbar (rekursiv aufzählbar) sind.

Überdeckbarkeit ist semi-entscheidbar
Überdeckbarkeit ist nicht nur für Petrinetze
semi-entscheidbar, sondern für viele ähnliche Ma-
schinenmodelle (beispielsweise Minsky-Maschinen
oder oder Turing-Maschinen) mit endlich vielen
Transitionen und einer effektiv berechenbaren
Ein-Schritt-Relation:

Semi-algorithm coverability(N, x0, x)

1. Enumerate all the words w ∈ T∗ and check:

2. if x0
w

–→ y and y ≥ x

3. return „x is coverable“

Im Fall der Nichtüberdeckbarkeit terminiert dieser
Algorithmus nicht. Deshalb suchen wir für diesen
Fall nach einem „Zeugen“, der für eine Markierung
m beweist, dass m nicht überdeckbar ist.

Nichtüberdeckbarkeit
ist semi-entscheidbar

Der Beweis basiert auf folgender Äquivalenz:
Für jedes y mit m0

∗
–→ y gilt y �≥ m ⇐⇒

Es gibt eine endliche Menge F ⊆Nd mit m0 �∈ ↑F,
m ∈ ↑F undPre(↑F) ⊆ ↑F.
(⇐) : Sei also F ⊆ Nd, m0 �∈ ↑F, m ∈ ↑F, und Pre(↑
F) ⊆ ↑F. Durch Induktion folgt Pre∗(↑m) ⊆ ↑F.
Da m0 �∈ ↑F, folgt m0 �∈ Pre∗(↑m). Für jedes y mit
m0

∗
–→ y, gilt deshalb y �≥ m.
(⇒) : In diesem Fall gilt m0 �∈ Pre∗(↑m). Für

alle wohlgeordneten Transitionssysteme, und damit
auch für Petrinetze, ist diese Menge aufwärts ge-
schlossen. Sie hat also eine endliche Basis F ⊆Nd mit
Pre∗(↑m)= ↑F. Nun gilt per Konstruktion: m0 �∈ ↑F
undPre(↑F) ⊆ ↑F.

Nun geht es darum, den Test Pre(↑F) ⊆ ↑F zu
implementieren. Zunächst beobachten wir, dass
Pre(↑m) für jedes m ∈ Nd aufwärts geschlossen ist.
Um eine endliche Basis von Pre(↑m) berechnen zu
können, brauchen wir die Gleichung

Pre(↑m) =
⋃

t∈T

↑mt

wobei mt die kleinste Markierung mit mt
t

–→ m′
t ist,

für eine Markierung m′
t ≥ m. Für die Markierung mt

und jeden Platz p ∈ P gilt:

mt(p)=max{F(p, t), m(p) + F(p, t) – F(t, p)} .

Damit ist pb(m)= {mt | t ∈ T} eine endliche Basis
von Pre(↑m). Sie ist aber nicht notwendigerweise
minimal! Für eine endliche Menge F ⊆ Nd sei
pb(F) die Menge

⋃
m∈F pb(m). Damit erhalten wir

folgenden Algorithmus:
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Semi-algorithm non-coverability-1(N, m0, m)

1. Enumerate all the finite subsets F ⊆ Nd and

check:

2. if m0 �∈ ↑F and m ∈ ↑F and pb(F) ⊆ ↑F

3. return „m is not coverable“

Zeile 1 kann implementiert werden durch Be-
trachten der Teilmengen von {1, . . ., n}d für
n = 1, 2, . . . Die drei Tests in Zeile 2 sind ent-
scheidbar. Beispielsweise ist m ∈ ↑F äquivalent
zu ∃f ∈ F, m ≥ f. Das ist entscheidbar, weil F
endlich ist. Die Bedingung pb(F) ⊆ ↑F ist äqui-
valent zu ∀x ∈ pb(F), ∃f ∈ F, x ≥ f. Mit der
Ausführung von Zeile 3 folgt die Korrektheit der
Semi-Entscheidung aus der Äquivalenz am Anfang
dieses Beweises.

Ein Algorithmus zur Entscheidung
der Überdeckbarkeit

Wir betonen noch einmal, dass „m ist überdeckbar
von m0 aus“ äquivalent ist zu „m0 ∈ Pre∗(↑m)“. Fol-
gender Algorithmus berechnet eine endliche Basis
der aufwärts geschlossenen MengePre∗(↑m):

Algorithm Coverability(N, m0, m)

1. Let F := {m};

2. while pb(F) �⊆ ↑F

3. F := F ∪pb(F);

4. If m0 ∈ ↑F then return „m is coverable“

else return „m is not coverable“

Terminierung und Korrektheit dieses Algorithmus
sieht man schnell: Sei Fn der Wert von F in Zeile
2 beim n-ten Durchlauf der While-Schleife. Per
Induktion sieht man sofort:

↑Fn =
⋃

y∈↑m

{x ∈Nd | ∃w ∈ T∗, x
w

–→ y ∧ |w| ≤ n}

Wenn die Bedingung „pb(Fn) ⊆ ↑Fn“ der While-
Schleife gilt, gilt also auch ↑Fn = Pre

∗(↑m). Falls
der Algorithmus also terminiert, ist das Resultat
korrekt.

Der Beweis der Terminierung basiert auf ei-
ner endlichen Basis G von Pre∗(↑m). Da G für
ein hinreichend großes n eine Teilmenge von ↑Fn

ist, gibt es also ein n0 mit G ⊆ ↑Fn0 . Daraus folgt
↑Fn0 =Pre

∗(↑m). Insbesondere gilt pb(Fn0 ) ⊆ ↑Fn0 ,
und somit terminiert der Algorithmus.

Beschränktheit und Platzbeschränktheit

Ein Algorithmus zur Entscheidung
von Beschränktheit

Semi-Entscheidbarkeit für Beschränktheit ist of-
fensichtlich: Wenn von m0 aus nur endlich viele
Markierungen erreichbar sind, terminiert folgender
Algorithmus:

Semi-algorithm boundedness(N, m0)

1. F ← {m0}
2. while Post(F) �⊆ F do

3. F ← F ∪Post(F)

4. return “bounded”

Der Algorithmus zur Semi-Entscheidbarkeit der
Unbeschränktheit basiert auf der Beobachtung,
dass der Erreichbarkeitsbaum eines Netzes endlich
verzweigt. Der Baum eines von m0 aus unbe-
schränkten Petrinetzes hat deshalb mindestens
einen Pfad der Form m0

w
–→ x

σ
–→ y mit x ≤ y

und x �= y. Auf dieser Eigenschaft beruht fol-
gender Algorithmus, der alle Worte w, σ ∈ T∗
durchprobiert:

Semi-algorithm non-boundedness(N, m0)

1. Enumerate all the pair of words (w, σ) and check:

2. if one have: m0
w

–→ x
σ

–→ y with x ≤ y and x �= y

3. return “unbounded”

Ein Algorithmus zur Entscheidung
der Platzbeschränktheit

Der Algorithmus zur Semi-Entscheidung der Be-
schränktheit eines Platzes p beruht auf folgender
Äquivalenz

p ist beschränkt
⇐⇒

Es gibt eine endliche Menge F ⊆Nd
ω so dass

m0 ∈ ↓F,Post(F) ⊆ ↓F und m(p) �= ω für alle m ∈ F.

(⇒) : Sei F ⊆Nd
ω eine endliche Basis der Über-

deckungsmenge von m0. Da p beschränkt ist, gilt
m(p) ∈N für alle m ∈ F. Nach Definition gilt m0 ∈ ↓F
undPost(F) ⊆ ↓F.

(⇐) : Sei F ⊆ Nd
ω mit m0 ∈ ↓F, Post(F) ⊆↓F

und m(p) ∈ N für alle m ∈ F. Da Post∗(m0) ⊆ Nd∩
↓F, folgt die Beschränktheit von p. Somit ist die
Platzbeschränktheit mit folgendem Algorithmus
semi-entscheidbar:
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Semi-algorithm place boundedness(N, m0, p)
1. Enumerate all the finite subsets F ⊆Nd

ω and check:
2. If m0 ∈ ↓F andPost(F) ⊆ ↓F and m(p) �= ω

for every m ∈ F
3. return “place p is bounded”

Der Beweis der Semi-Entscheidbarkeit der Nicht-
platzbeschränktheit [5] basiert auf Higmanns
Lemma. Danach ist ein Platz p eines Netzes mit d
Plätzen genau dann von m0 aus unbeschränkt, wenn
es w1, σ1, . . ., wd, σd ∈ T∗ und einen Ablauf

m0
w1––→ x1

σ1–→ y1 · · · wd
––→ xd

σd
–→ yd

gibt, für den gilt:
(1) y1 + · · · + yj ≥ x1 + · · · + xj für alle 1 ≤ j ≤ d, und
(2) y1(p) + · · · + yd(p) > x1(p) + · · · + xd(p).

Damit hat der folgende Algorithmus die gewünsch-
ten Eigenschaften:

Semi-algorithm place non-boundedness(N, m0, p)
1. Enumerate all the finite sequences of 2d words
(w1, σ1, . . ., wd, σd) and check:
2. if m0

w1––→ x1
σ1–→ y1 · · · wd

––→ xd
σd

–→ yd and
3. y1 + · · · + yj ≥ x1 + · · · + xj for every 1 ≤ j ≤ d
and
4. y1(p) + · · · + yd(p) > x1(p) + · · · + xd(p)
5. return “place p is unbounded”

Ein gemeinsamer Algorithmus
für alle drei Probleme

Die Algorithmen für die drei geschilderten Probleme
beruhen letztlich alle auf den selben Konzepten. Das
gilt auch für weitere Probleme, beispielsweise die
genaue Grenze im Fall der Platzbeschränktheit. Der
folgende Algorithmus berechnet eine endliche Basis
der Überdeckungsmenge von m0:

Procedure clover(N, m0)
1. F ← {m0}
2. while Post(F) �⊆ ↓F do
(a) Choose fairly (see below) (w, m) ∈ T∗ × F
such that m

w
–→ y with m ≤ y

(b) F ← F ∪{m + ω(y – m)}
3. return F

Hier bezeichnet m + ω(y – m) den Vektor v ∈ Nd
ω

mit v(i)=m(i) falls y(i)=m(i) und v(i)= ω falls
y(i) > m(i).

Die Fairness-Bedingung in Zeile 2(a) wird fol-
gendermaßen implementiert: Fn sei die Menge F

beim n-ten Durchlauf der While-Schleife. Zudem sei
M=

⋃
n∈N Fn. Die Fairness-Bedingung verlangt nun,

dass jedes Paar (w, m) ∈ T∗ × M mindestens einmal
in Zeile 2 gewählt wird.

Wenn der Algorithmus terminiert, ist Nd∩ ↓F
die Überdeckungsmenge. Königs und Dicksons
Lemmata garantieren, dass der Algorithmus
terminiert.

Man kann auch die eindeutige Menge aller maxi-
malen Elemente der Überdeckungswege berechnen
(in [7] als minimal coverability set, in [10] als clover
bezeichnet).

Erreichbarkeit

Erreichbarkeit ist semi-entscheidbar
Das Erreichbarkeitsproblem ist mit folgendem
Algorithmus semi-entscheidbar:

Semi-algorithm reachability(N, m0, m)
1. Enumerate all the words w ∈ T∗ and check:
2. if m0

w
–→ m

3. return „m is reachable“

Nichterreichbarkeit ist semi-entscheidbar
Um zu beweisen, dass Nichterreichbarkeit semi-
entscheidbar ist, suchen wir für jede nicht
erreichbare Markierungen einen Zeugen. Als
Zeugen verwenden wir die Formeln der Presburger-
Arithmetik. Das ist die Logik für die Struktur der
natürlichen Zahlen mit den Konstanten 0 und 1, und
der Addition als einziger Operation. Mit solchen
Formeln kann man Mengen M von Markierun-
gen charakterisieren. Die Semi-Entscheidbarkeit
der Nichterreichbarkeit basiert nun auf folgendem
Theorem:

Theorem 5 ([13]). Sei m eine Markierung, die von m0

aus nicht erreichbar ist. Dann gibt es eine Menge
M ⊆Nd von Markierungen, die als Presburger-For-
mel darstellbar ist, und für die gilt:Post(M) ⊆ M,
m0 ∈ M, und m �∈ M.

Damit terminiert folgender Algorithmus genau
dann, wen m nicht erreichbar ist. Die Bedingungen
aus Zeile 2 sind als – entscheidbares – Erfüllbarkeits-
problem der Presburger-Arithmetik realisierbar:

Semi-algorithm non-reachability(N, m0, m)
1. Enumerate all the Presburger formulas denoting
Presburger sets M ⊆ Nd
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Tabelle
1

Die Komplexität wichtiger Petrinetz-Eigenschaften

Abschnitt Algorithmus Kleinste Größe für
gewisse Beispiele

Überdeckbarkeit ist semi-entscheidbar Coverability 2-EXP [4, 16]
Nichtüberdeckbarkeit ist semi-entscheidbar Non-coverability-1&2 2-EXP [3, 4]
Ein Algorithmus zur Entscheidung der Überdeckbarkeit Coverability 2-EXP [3, 4]
Ein Algorithmus zur Entscheidung von Beschränktheit Boundedness Ackermann [6, 14]
Ein Algorithmus zur Entscheidung von Beschränktheit Non-boundedness 2-EXP [4, 16]
Ein Algorithmus zur Entscheidung der Platzbeschränktheit Place boundedness Ackermann [6, 14]
Ein Algorithmus zur Entscheidung der Platz-Unbeschränktheit Place non-boundedness 2-EXP [3, 16]
Ein gemeinsamer Algorithmus für alle drei Probleme Clover Ackermann [6, 14]

2. if Post(M) ⊆ M, m0 ∈ M, and m �∈ M
3. return “m is not reachable”

Fazit
Der Beweis der Entscheidbarkeit der drei Probleme
der Überdeckbarkeit, Beschränktheit und Platz-
beschränktheit gelang mithilfe aufwärts oder
abwärts geschlossener induktiver Invarianten. Für
das Erreichbarkeitsproblem verwendeten wir in-
duktive Invarianten in der reicheren Klasse der
Presburger-definierbaren Mengen.

Mit dieser Art von Algorithmen können weitere
Probleme gelöst werden. So sind das Boundness-
Problem und das Platz-Boundness-Problem für
Lossy Channels rekursiv aufzählbar (das ist nach
unserer Kenntnis bisher unbekannt gewesen [1, 17]).

Aus Sicht der Komplexitätstheorie zeigt Rack-
offs Technik, dass Überdeckbarkeit, Beschränktheit
und Platzbeschränktheit EXPSPACE-vollständig
sind. Tatsächlich gibt es für den positiven Fall des
Überdeckbarkeitsproblems und den negativen Fall
von Beschränktheit und Platzbeschränktheit Ab-
läufe, deren Länge doppelt exponentiell in der Größe
der Eingabe ist. Das zeigt, dass die drei Algorith-
men zur Überdeckbarkeit, Nichtbeschränktheit
und Nichtplatzbeschränktheit unmittelbar in opti-
male EXSPACE-Algorithmen transformiert werden
können. Für weitere Algorithmen und Semi-
Algorithmen stellt Tab. 1 die Größe von Strukturen
(Worte, Wortfolgen, endliche Mengen) zusammen,
die ggf. zur Terminierung führen. Ein Beispiels ist
der Boundness-Algorithmus aus Abschnitt ,,Ein Al-
gorithmus zur Entscheidung von Beschränktheit“.
Aus [6, 14] wissen wir, dass es eine unendliche Se-
quenz (Nn)n∈N von Petrinetzen Nn mit jeweils nur
endlich vielen erreichbaren Zuständen gibt, sodass

die Anzahl der erreichbaren Zustände in der Se-
quenz nicht primitiv rekursiv ist, sondern in der
Größenordnung der Ackermann-Funktion ist. Der
Semi-Algorithmus boundedness sucht eine Invari-
ante F, die die erreichbaren Markierungen enthält.
Aus der Sequenz (Nn)n∈N entsteht also eine Sequenz
Ack(size(Nn)). Sie bestimmt die Komplexität des
Problems. Die selbe Argumentation trifft auf place
boundedness und auf clover zu.

Tabelle 1 gibt optimale Größen an, die von
gewissen Beispielen tatsächlich erreicht werden.

Die Komplexität des Erreichbarkeitsproblems
ist mindestens EXSPACE-hard [4]. Von Mayr und
Kosaraju, und seit kurzem von Leroux [13] wissen
wir, dass es entscheidbar ist. Die genaue Komplexi-
tät ist unbekannt. Es ist sogar noch unbekannt, ob
das Erreichbarkeitsproblem eine primitiv-rekursive
obere Schranke hat. Die in [2] aufgestellte Schranke
erwies sich als falsch [12].
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