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Resune

Notre société actuelle dépend fortement de systeniesmatiques : appareils méd-
icaux, transports en commun, voitures, téléphones pledacentrales nucléaires, as-
censeurs, banques, industrie, exploration spatialeCet systemes prennent une place
de plus en plus grande dans notre vie quotidienne, que cdestaon directe ou non.
Les enjeux du bon fonctionnement de tels systemes sorst@lociaux, tant sur le plan
économique qu’environnemental ou humain. La sophistioadt I'omniprésence de ces
systemes font qu’ils deviennent de plus en plus complexes point que les techniques
d’'ingénierie actuelles sont généralement incapabdegatantir le bon fonctionnement
des systémes qui nous entourent.

Le model-checking est une technique basée sur la motiétisde systemes (no-
tamment par des automates finis ou étendus avec des varidespiles, des files, etc.),
et sur la modélisation de propriétés du bon fonctionngndes systémes par des lo-
giques temporelles. La complexité des systemes acto@a@a s'intéresser au model-
checking de systemes infinis, en particulier en ajoutartaaiomates la capacité de
manipuler des variables non-bornées afin de mieux maatéasréalité. Les variables
considérées sont de type réel, entier, ou mixte (i.edées a la fois).

Afin de représenter des ensembles infinis de valeurs powadebles, on utilise des
logiques arithmétiques du premier ordre. On propose unemaoyg décomposer ces lo-
giques réelles ou mixtes en logiques entieres et en legigécimales (i.e. réelles entre
0 et 1). On définit également une logique mixte décidableegt plus expressive que la
plupart des logiques du premier ordre connues.

On étudie des modeles de systemes infinis temporis@snateurs, ou les deux a la
fois. On s’intéresse alors a leurs problemes d’accégsih.e. savoir si I'on peut cal-
culer, dans un modele donng, I'ensemble de ses confignsaticcessibles. On introduit
un nouveau modele de systemes a compteurs tempor@@slgguel on généralise la
construction du graphe des régions, ce qui permet de eléleisl problemes d’accessibi-
lité en fonction de I'expressivité des compteurs. Enfimcompléte I'étude du modele
des DCM introduit par Ibarra et San Pietro, en générdligsrgardes sur les transitions,
en apportant de nouveaux résultats de décidabilité) et@ntrant que toute formule de
I'arithmétique linéaire mixte est définissable par ur@NDa renversements bornés.

Mots-clés :Vérification formelle, Logique arithmétique, Systenassompteurs, Au-
tomates temporisés, Systemes hybrides, Accessibilité






Abstract

Our current society heavily relies on computer systems:icaédevices, public
transit, cars, cellphones, nuclear plants, elevatorkdandustry, spatial exploration,
etc. These systems are becoming more and more important ttady life, directly or
not. The correct performance of such systems is a major stalee economical level,
as well as on both environmental and human levels. Thesemgsare getting more
and more complex due to their sophistication and omnip@seso much that current
engineering techniques are generally unable to guaraméteéhte systems surrounding
us are operating correctly.

The model-checking technique relies on the modelling ohssgstems (namely
using finite automata, possibly extended with variablesskst, channels, etc.), and on
the modelling of properties ensuring correct operationysteams (using temporal lo-
gics). The complexity of current systems suggests the egapn of model-checking
techniques to infinite-state systems, in particular by @mdg automata with the ability
to use unbounded variables so that the models get closalityr€onsidered variables
are either real-valued, integer-valued, or mixed (i.ehlatthe same time).

In order to represent infinite sets of values for such vaesblve use first-order
arithmetical logics. We introduce a means to decomposiaguaued or mixed logics
into integer-valued logics and decimal logics (i.e. realbed between 0 and 1). We also
define a decidable mixed logic which has a greater expregsaer than most known
first-order logics.

We study models for infinite-state systems extended witle ticounting, or both at
the same time. We then look into their reachability problgresknowing whether for a
given model, the set of its reachable configurations is cdaipe. We define a new mo-
del for timed counter systems, for which we generalize tiggoregraph construction,
enabling to decide rechability problems according to tharession power of counters.
Finally, we complete the study of DCM (a model introduced bgrta and San Pietro)
by generalizing the guards allowed on transitions, by bnggew decidability results,
and by showing that every formula of the mixed linear aritiimes definable by a
reversal-bounded DCM.

Keywords : Formal verification, Arithmetical logics, Counter systermsned Au-
tomata, Hybrid systems, Reachability.
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Introduction

Enjeux de la verification

Dans notre société actuelle, force est de constater gquerthatique est devenue
omniprésente. En effet, notre vie quotidienne fait sasseappel a des bases de données,
des appareils électroniques, des dispositifs de cantdids technologies de transport,
des télecommunications, etc. Ces applications infarquas régissent le fonctionne-
ment de ce que I'on appelle degsémesdont voici quelques exemples : téléephones et
ordinateurs portables, automobiles, cartes bancairesnssurs, logiciels, composants
électroniques, centrales nucléaires, accélératipmrticules, etc.

Ces systemes, qu'ils soient logiciels ou matériels,entivaturellement I'évolution
technologique : ils bénéficient donc de plus en plus de ail@net sont de plus en plus
rapides. Par conséquent, ils deviennent de plus en plupleses, ce qui les rend de
plus en plus difficiles & concevoir sans erreur! Cela peggegnment un probleme ma-
jeur, étant données les conséquences désastreugesujaoir un dysfonctionnement,
aussi infime puisse-t-il paraitre.

En 1996, la fusée Ariane 5 a explosé 30 secondes apresesoliatje, suite a une
erreur de programmation apparemment mineure. Entre 198888, en Amérique du
Nord, les appareils médicaux Therac-25 ont tué plusiparsonnes en les exposant
a des doses trop élevées de radiations a cause d'une deeconception logicielle.
Ces deux exemples illustrent la nécessité de vérifierlggisystemes soient sdrs, afin
d’éviter les colits potentiellement dramatiques d’urrewat sur le plan financier mais
aussi écologique ou humain.

On imagine facilement les conséquences d’une défadlaians un métro, un avion,
ou encore une centrale nucléaire. Il est donc crucial dangarla fiabilité de tels
systemes, en certifiant gqu’ils respectent certains stdsdie qualité. Les erreurs dans
ces systemes sont généralement dues a une concepparfaite ; les concepteurs sont
en effet des étres humains, et le@rificationdu bon fonctionnement d’'un systeme est
limitée, ne serait-ce qu’a cause de la complexité deteByess en question.



Introduction

De plus, les besoins d’un systeme sont généralemeigé®dous la forme d’un ca-
hier des charges, dans une langue naturelle (francaisisygfc.), ce qui est une source
majeure d’ambiguités, d’'imprécisions, voire d’'omiss ou de contradictions! C'est
pourquoi la vérification de systemes doit étre effeetdé facon rigoureuse, systéma-
tique, et avec le moins d’intervention humaine possibleirRe faire, on utilise des
outils issus des mathématiques et de I'informatiquerijge, afin de prouver de fagon
formelle qu’un systeme fait bien ce que I'on attend de lugell ne comporte pas
d’erreur.

On parle alors de vérification formelle.

M ethodes formelles

Il existe principalement trois techniques de vérificatfonmelle, qui se placent
dans ce que l'on appelle les “méthodes formelles” : le te@stiémonstration auto-
matique, et le model-checking (qui se traduit par “vértima de modele”). Toutes
ces techniques visent a prouver qu’un systeme foncticonectement : on modélise
mathématiquement le systeme, d’'une part, et le cahiecttirges, d’autre part, puis on
appligue une de ces techniques (par exemple, le test) poifiey que les deux modeles
sont bien compatibles. En d’autres termes, on vérifie quaddele du systeme réel
répond bien aux exigences présentes dans le cahier dggsha

Cependant, le test n’est pas toujours applicable ; et laodétration automatique
fait souvent appel a I'expertise humaine, qui est rapiddrtimitée par la complexité
du probleme. Le model-checking, lui, n’a pas ces incora@s ; par contre, il utilise
differents algorithmes (difféerentes approches) sedoroimplexité des types de modeles
utilisés. La recherche en model-checking consiste gralement a trouver des algo-
rithmes de plus en plus efficaces, sur des types de modelglsisien plus puissants,
afin de pouvoir vérifier les systemes réels dans leugnaléé. C’est dans ce cadre-la
que se placent les travaux présentés dans cette these.

Depuis les premieres idées du model-checking il y a umediee d’années, de nom-
breuses applications industrielles ont prouvé l'effitiadie cette technique : citons no-
tamment les microprocesseurs Intel et Motorola, la lignmé&o automatique de Paris
[Bou99], quelques logiciels Microsoft, et des protocolescommunication. De plus,
les chercheurs considérés comme les inventeurs du nobdeking (E.M. Clarke, E.A.
Emerson, et J. Sifakis) ont recu en 2007 le prix Turing, gil@quivalent d’'un prix
Nobel pour I'lnformatique.

Cette technique de vérification est en plein essor depuisgsdion, tant sur le plan
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Introduction

de larecherche académique (voir [BBH]) que, plus recemment, dans le milieu indus-
triel. Quoi qu’il en soit, certains domaines d’applicatimecessitent toujours de trouver
de nouveaux algorithmes de model-checking, fonctionnanties nouveaux types de
modeles de systemes. La spécification du systeme,ed, peut donner lieu a de nou-
veaux algorithmes : selon les propriétés du systemeiiasadans le cahier des charges,
de nouveaux modeles de spécification peuvent en effetiBanécessaires.

De fagon générale, on cherche constamment a ce que @slescsoient plus puis-
sants, de sorte qu’ils décrivent plus fidelement la téalies modeles ne sont en effet
que des représentations mathématiques de cetteeréslite la décrivent que de fagon
partielle. Le plus souvent, les systemes peuvent avoiriniirgté de comportements
differents ; on ne peut donc pas assurer que tous ces canpnts sont slrs et corres-
pondent a leur spécification.

De plus, cette infinité implique qu'un &tre humain est@atement incapable de
penser a tous les cas de figure envisageables. C’'est poorgfait appel a des modeles
qgue lI'on appellesysemes infinisdont on cherche a vérifier le bon fonctionnement et
I'absence d’erreurs.

Pour ce faire, I'algorithme de model-checking utilise ubsteaction qui réduit I'in-
finitte de comportements possibles a un nombre fini d’astide sorte qu’il devienne
calculable en pratique. Cette abstraction est une simgdiibic ; le fait qu’elle reste fidele
au systeme réel dépend alors fortement de la spéaificets propriéetés que le systeme
doit satisfaire, ce qui donne lieu a differents algorieselon les cas de figure.

Logiques et mockles de systmes pour la \erification

L'algorithme de model-checking dépend de deux composaniacipales : un mo-
dele du systeme (généralement, automatg, et un formalisme de spécification des
propriétés que le systeme doit satisfaire (générafgmunelogique temporelle Afin
d’augmenter leur pouvoir d’expression, les automates getiitre étendus par des va-
riables, notamment desompteurset deshorloges Ces deux types de variables sont
parmi les plus utilisés, par exemple pour des disposiéfsamptage, de la communica-
tion par messages, ou de I'empilement de données (pouotegteurs), ainsi que pour
le temps-réel ou la synchronisation (pour les horloges).

Dans cette these, on définit de nouveaux modeles densgsterenant en compte de
tels automates qui combinent compteurs et horloges. Ld'tditiser ne serait-ce qu’un
seul compteur discret non-borné, ou une seule horlogamentfait que le modele
du systeme (en I'occurrence, l'automate) peut se trouagasdine infinité de configu-
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rations, d’ou la difficulté de combiner ces deux sourcesfitiitude. Couplées a des
automates, diverses logiques sont utilisées de deuxsagifferentes.

Premierement, les opérations sur les variables de Faate sont décrites par une
logique arithnétique(notamment la logique de Presburger pour les compteureset d
contraintes linéaires pour les horloges), afin de gérpatéie infinie du comportement
du systeme. Ce type de logique sert eégalement a cassmtéensemble des comporte-
ments possibles du systeme.

Deuxiemement, des logiques temporelles (telles que LTI, B1ITL, etc.) servent
a exprimer les propriétés du systeme que I'on veufiegrici, on se place dans le cadre
du model-checking, mais on ne s’intéressera pas aux legitmporelles.

Contributions de cette these

Les travaux présentés dans cette these portent priaoieat sur deux éléments
importants dans la vérification de systémes infinis ldgggues arithmétiqueset les
modeles de systmes

Les principaux résultats obtenus ont été publiés das#rbis articles suivants :

— Dans [BELO8], on définit un opérateur de décompositieniagiques arithmeé-
tiques. On applique cet opérateur sur trois logiques cesinet on en présente
une implémentation. De nouveaux résultats, en courgdaction pour une re-
vue, proposent deux nouvelles logiques définies a I'aedest opérateur, I'une de
ces logiques étant plus expressive que les autres tousmtelécidable.

— Dans [[BES09], on définit un modele de systemes combicamipteurs et hor-
loges, en proposant un moyen de l'analyser et en identifiarg sous-classes
décidables.

— Dans [BESPQ9], on clarifie et on étend la définition d'undéle de systémes
original, en motivant son étude. On donne de nouveauxteéswle décidabilité
sur ce modele, ainsi gu’une caractérisation logigue @’smus-classe analysable.
Dans la version “revue” de cet article (pas encore puhli@eyelie ce modele a
un modele de systemes a compteurs plus connu.

Dans le reste de cette section, on détaille la facon dartt@@sentés ces résultats
dans chacune des deux parties de cette these.
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Introduction

La premiere partie est consacrée a I'etude des logigt#snétiques permettant de
représenter des ensembles infinis de variables. Ces higbrvent a modéliser des
phénomeénes discrets, notamment par des compteurs @rs/aetieres, ainsi que des
phénomeénes continus, notamment par des horloges arsatzlles (ou rationnelles).
Lorsqu’une logique permet de représenter a la fois deahlass entieres et des variables
réelles, on dit que c’est une logiguexte

Voici la liste des sections présentant les résultatsmistelans la premiere partie de
cette these :

—1 - Danslasectidnd.2, on définit un opérateur permet@adécomposer les logiques
réelles ou mixtes en logiques entieres d’'une part, et@qles décimales d’autre
part. Notons que I'on utilise le terme “décimal” pour dgeer les nombres dans
le sous-ensemble régl, 1].

— 2 — Danslasectidnd.3, on utilise cet opérateur pourmi@oser trois logiques mixtes
connues, permettant de les caractériser.

— 3 — Danslasectidnd.4, on définit deux nouvelles logiquetasgrace aux nouvelles
perspectives engendrées par notre opérateur de désaimpoOn montre que
I'une de ces logiques, appelée RDM, est plus expressivdeguautres, tout en
restant décidable.

— 4 — Dans la section 3.4, on présente notre implémentdtdiopérateur de décom-
position, dans un prototype appelgsl

Les résultats énoncés dans les points 1, 2, et 4 songsuldins [BEL08], tandis que
ceux du point 3 sont en cours de rédaction pour une revue.

La deuxieme partie de cette these est consacrée ad&tas modeles de systemes
infinis. Ces systemes ont la particularité de manipular\giables soit entieres, soit
réelles, soit mixtes (i.e. les deux a la fois). Les mosi@rudiés dans cette these sont
principalement des systemes a compteurs et des systempsrisés, et sont parfois les
deux en méme temps.

Cette deuxieme partie peut étre lue indépendamment piefaiere ; toutefois, elle
nécessite que I'on ait pris connaissance des prélingsainr les logiques (sectibnll.2).

Voici la liste des sections présentant les résultatsmisteans la deuxieme partie de
cette these :

13



—5— Dans la sectidn4.5, on définit les systemes a congpteixtes, et on montre que
la théorie de l'accélération développée dens [Ler§8iend directement a ces
systemes.

— 6 — Dans la sectidn4.6, on compare les differents syst@eempteurs étudiés dans
cette these. Dans la sectlon513.3, on donne une compaystelle des differents
systemes temporisés étudiés dans cette these.

— 7 — Dans la sectidn 8.4, on définit un nouveau modele demyest a compteurs tem-
porisés, appelé TCS. On montre comment analyser ces TOB em exhibe trois
sous-classes décidables.

— 8 — Dans les sectiofis6.1[€116.2, on clarifie et on étendflaitién d’un modele de
systemes peu commun, en motivant son étude. On appelkystsnes DCM :
ce sont des machines a choix non-déterministe d’incnémense, qui se situent
en quelque sorte “a cheval” entre les systemes a congpétles systemes tem-
porisés.

— 9 - Danslasectidn@.3, on donne de nouveaux résultaesaigadbilité pour les DCM,

et on donne une caractérisation logique d’une sous-ctiess®CM dans la sec-
tion[6.4.1.

— 10— Dans la sectidn6.4.2, on compare les DCM a un modadggiemes a compteurs
relationnels.

Les résultats présentés dans les points 5 et 6 sont rsie¢ume font pas I'objet de
publications. Les résultats détaillés au point 7 sortlips dans[I[BES09], et ceux des
points 8 et 9 sont publiés dans [BESP09]. Le résultat é@aians le point 10 sera pro-
bablement publié dans une version “revue”de [BESPO@parée tres prochainement.
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Chapitre 1

Preliminaires

1.1 Notations

Nombres. Dans cette théseéR représente I'ensemble des nombres réRls,l'en-
semble des nombres réels non-négafiffensemble des nombres rationnéls, I'en-
semble des nombres rationnels non-négdfifdensemble des nombres entiers relatifs,
etN I'ensemble des nombres entiers naturels.

Ensembles et vecteurs. Les symboles en majuscules (€4) désignent en général
des ensembles, et les minuscules (glésignent des éléments de ces ensembles. Les
symboles en caracteres gras (€pdésignent des vecteurs, et les symboles indicés (eg.
x;) désignent des composantes de ces vecteurs. Parfoigapiiter la lecture, on écrira

x au lieu der; (sans ambiguité).

Variables. Les variables sont représentées sous forme d’ensemduld. pBecision
contraire,n € N est le nombre de variables (que ce soit pour une logique, au po
les compteurs d’un systéeme, par exemple). Une valuatisvaéables sera simplement
une affectation d’'une valeur numérique a chacune deahlas, le plus souvent sous la
forme d’un vecteur d’entiers ou de réels.

Intervalles. Un intervalle fermé entre deux nombrestb est notéa, b], tandis qu’un
intervalle ouvert entre ces deux nombres sera neté . De méme, si est compris
dans l'intervalle mais pals alors on notergu, b| (et réciproquementja, b)).

Suites. Une suiteu, indicée par un ensembled’entiers, est notée = (u;);c;. Quand
I est clairement défini par le contexte, on notera la Suitg. La suite(u;);c; est finie
(respectivement, infinie) si et seulement @st fini (respectivement, infini).



Chapitre 1. Préliminaires

Fonctions. Une fonctionf : D — E est une relation dan® x E telle que pour
toutd € D, il existe au plus un éléemente E vérifiant(d,e) € f. On notef(d) = e
cet element ef2” 'ensemble des fonctions dB vers E. Etant donnée une fonction
f : D — E, on définit son domaindom(f) = {d € D | Je € Etelquee =
f(d)}. On dit qu’une fonctionf’ : D’ — FE’ étend une fonctiorf : D — FE Si
D C D'etE C E' etsipourtoutd € D, on af'(d) = f(d). La restriction d’'une
fonctionf : D — E aD, C D est la fonction noté¢|p, : D, — Y définie par
dom( fip,) = Do N dom(f) et pour toutr € dom(fp,), On afip,(z) = f(x). Une
fonction f : D — E est une fonction totale giom(f) = D ; dans le cas contraire, on
parle de fonction partielle. On dit qu’une fonctign D — FE est :

— injective, si pour tout, d’ € D, f(d) = f(d') impliqued = d',

— surjective, si pour tout € F, il existed € D tel quef(d) = e,

— bijective, sif est injective et surjective.

1.2 Logiques arithmétiques du premier ordre

Afin de représenter des ensembles de nombres ou de vecteungntbres, on utilise
des logiques. Ces ensembles que I'on manipule étant sbinferns ou difficilement
descriptibles de maniéere simple et concise, on se baseslore formalisme des lo-
giques et du calcul des prédicats. En effet, on cherchprasenter et étudier de tels en-
sembles de vecteurs numériques ; on les décrit alors cdasselutions de formules, et
on s'intéresse a caractériser et classifier ces fornarieggandes familles qu’on appelle
deslogiques On compare alors ces logiques selon leur expressivité.

Les logiques étudiées dans cette these sont toughupgemier ordre c’est-a-dire
que les variables sont des éléements, mais pas des ense@éddogiques sont également
ditesarithmétiques puisque les variables sont des nombres, avec comme igpédat
base I'addition, et parfois la multiplication. On utiliseles relations classiques pour
I'ordre et I'égalité, ainsi que d'autres prédicatstaiiges dans la premiere partie de cette
these. On parlera parfois d’arithmétique au lieu de logigrithmétique, indifferemment.

Formellement, soifX un ensemble de variables. Soi{D, P, ..., P;) une struc-
ture, ouD est le domaine de valuation des variables (typiqueme&ri, R, etc.) et
Py, ..., P, sont des prédicats (typiquemenrt, =, +, etc.). On définit alors lfogique
sur cette structuréD, P, ..., P), notéee FQD, P, ..., F;), comme étant I'ensemble
des formules que I'on peut écrire au moyen de variablespdeicatsP, . . ., P, des
connecteurs booléengy, et , non), et des quantificateurs (existentiel, universel).

Prenons un exemple, qui est a la base de la plupart des exy@udiées dans cette
these : la logique de Presburger. Les autres logiqueséetsiiti ne seront pas autant
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1.2. Logiques arithmétiques du premier ordre

détaillées, mais les notions suivantes (variablesdijsatisfiabilité, etc.) seront tres si-
milaires.

L'arithmétique de Presburger [Pre91], définie en 1929 Jae$ogique du premier
ordre sur les entiers, avec comme seuls prédicats 'ad#t I'égalité; on la note
FO(N, +,=). Comme on le verra par la suite, on pourra exprimer |'ordigtbal & par-
tir de ces prédicats, mais pas la multiplication. L'ensknadles formules de I'arithmétique
de Presburger peut étre décrit par la grammaire suivantegest un termeg est une
formule, etz est une variable :

/ O1|a|t+t
¢ t=t|-¢|dVe|Izrd

L'ensemblevar(¢) des variables libres d’'une formule de Presburgest défini par
induction de la fagon suivante :

— var(0) = var(1) =0
—var(z) = {z}
— var(t +t') = var(t) U var(t')
— var(t =t') = var(t) Uvar(t')
(
(

t
t
— var(—¢) = var(¢)

—var(¢ VvV ¢') = var(¢) U var(¢')
— var(3z.¢) = var(¢) \ {z}

On notePresb(X), I'ensemble de formules de Presburger qui ont leurs vasabl
libres dansX.

Soient une formule de Presburgeet une fonctionf : var(¢) — N. On définit la
fonctionApp, qui, a chaque terme dg associe un entier de la fagon suivante :

— App;(0) =0

— App,(1) =1

— App(z) = f(z)

— ApD(t + 1) = App,(t) + App,(t')

Grace a cette fonctioApp, on peut définir la relation de satisfiabilife= ¢ par :

— f |t =1t'sietseulement $h\pp,(t) = App (t')
— [ E —¢ sietseulement sf £ ¢
- fE¢V ¢ sietseulementsi =pouf=¢ (ouf=opetf =)

— [ | Jz.¢ si et seulement s'il existé¢’ : var(¢) — N étendantf et telle que
f"Ee
Deux formules de Presburgeret ¢’ sont équivalentes (notg = ¢') si pour toute
fonction f : var(¢) U var(¢') — N, on afjvarg) = ¢ Si et seulement fiyarg = ¢'.
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Chapitre 1. Préliminaires

On interpréte ainsi les formules de Presburger sur I'ebéeRdes entiers naturels.
On peut ensuite étendre la grammaire avec les autrestepésdogiques classiques,
comme le &t ” (noté A) qui se définit facilement pas A ¢’ = —(—¢ V =¢’), ou en-
core le quantificateur universeldéfini parvz.¢p = —3z.—¢. On notetrue la valeur
de vérité, qui peut étre définie parue = Jx.x = x; on note sa négatiofialse. De
la méme facon, on peut ajouter a la grammaire d’autresatplrs arithmétiques clas-
sigues, commet, <, <, > ou >, qui peuvent aussi étre définis dans I'arithmétique de
Presburger. Par exemple< ¢ = Jz.(t' =t + ) A =(x = 0). Cependant, on ne peut
pas simuler la multiplication dans K®, +, =), mais seulement la multiplication d’'une
variable par une constante : par exemple,= = + = + x.

Le probleme auquel on s’intéresse pour toute logique ekt ce sa satisfiabi-
lité, c’est-a-dire savoir décider s'il existe, pour uisemule donnée, une valuation des
variables rendant cette formule vraie. Plus formellemeoigi comment on pose le
probléme de satisfiabilité d'une logiqué = FO(D, Py, ..., P) :

Probleme 1.1.Probleme de satisfiabiitdans? :
Données :Une formulep de Z.
Question : Existe-t-il une fonctiory : var(¢) — D telle quef = ¢ ?

Remarque : On dira souvent, par abus de langage, qu’une logigfuest décidable ;
cela signifiera que le probleme de satisfiabilité estatae quelle que soit la formule
¢ de Z considérée.

La logique de Presburger est souvent utilisee pour lafigétion de systemes a
compteurs, principalement parce qu’elle est décidabiEdH et qu’elle est particuliere-
ment adaptée au mécanisme des compteurs, comme on Ipaefeasuite (notamment
dans le chapitrgl4). En revanche, si I'on rajoute la postldle multiplier les variables
entieres, c’est-a-dire si I'on autorise des termes deraét « ¢/, alors le probleme de
satisfiabilité devient indécidable.

Voyons a présent la notion de définissabilité d’un ertdlerdans une logique. La en-
core, on détaille les notions sur 'exemple de la logiqu®desburger, mais ces notions
(interprétation, définissabilité, etc.) sont simiéa celles des autres logiques que nous
verrons par la suite.

Soita € N™ un vecteur. On définit la fonctiofi, : X — N telle que pour tout
i € [1,n], fa(z;) = a(i). Si¢ est une formule darBresb(X), soninterprétation[¢] x
est définie par :

[6]x ={ae N"[ fa = ¢}
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1.2. Logiques arithmétiques du premier ordre

En d’autres termes, l'interprétation d’une formule eshBemble des valuations de ses
variables libres qui la rendent vraie. On écrit parfpi$ au lieu deJ¢] x lorsqu’il n’y a
pas de confusion possible sur les variables libfesonsidérées. On peut écrire, infor-
mellement, que est vraie pounsia = ¢.

Définition 1.2 (Ensemble définissable dans Presburg€gitn € N. Un ensemble
E C N" est cefinissable dans Presburger si et seulement s'’il existe daables
X ={x,...,z,} etune formule de Presburgerc Presb(X) telles queE = [¢] x.

Une propriété intéressante de la logique de Presbusjepueelle permet de définir
tous les ensembles semi-linéaires. On rappelle qu’unnebisesemi-linéaire est une
union finie d’ensembles linéaires, et qu’'un ensemblec N" est linéaire s'il existe
k + 1 vecteursvg,Vy, ...,V € N telsqueE = {v e N" | v =Vvy+ A\.vi + ...+
Ar.V avec); € N pour touti € [1, k] }.

Théoreme 1.3.[GS66] SoitE C N™. E est cefinissable dans Presburger si et seulement
si E est semi-ligaire.

Exemple 1.4.L’'ensemblée?; des entiers pairs esédinissable dans Presburger. En effet,
si I'on consickre la formulep, = Jy.o = y + y, on a bienE; = [¢4].

La proposition suivante fournit un exemple d’ensemble desinpas définissable
dans Presburger :

Lemme 1.5.L’'ensembleF, = {2" | n € N} des puissances den’est pas éfinissable
dans Presburger.

Démonstration.Raisonnons par I'absurde : supposons que I'ensefiple {2" | n €
N} soit définissable dans Presburger. D’apreés le théofefé&’, serait semi-linéaire,
donc une union finie d’ensembles linéaires. Comieest infini, on en déduit qu'il
existe au moins un ensemble linéaire infiniC FE,. PuisqueL est linéaire, il existe
ap,...,ar € NtelquelL = {ag + A\j.a; + ...+ M\p.ag | Vi € [1, k], \; € N}. Prenons
a; = max({a; | i € [1,k]}). CommeL est infini, on a forcément; > 0, et de plus,
il existen € N tel que2” € L eta; < 2". Par définition del, 2" + a; € L et donc il
existem tel que2"™ + a; = 2™ avecn + 1 < m. Commea; > 0, on en déduif” < a,,
ce qui contrediti; < 2. O
Etantdonné un ensemhle = {z,, ..., x,} devariables, on not&’ = {z}, ..., 2/
I'ensemble des variables “primées” obtenu a partirdet tel queX N X’ = 0, et
Presb(X, X’) 'ensemble des formules de Presburgeelles quevar(¢) C X U X'.
Pour deux fonctionsf : X — Net f/ : X’ — N ainsi qu'une formulep €
Presb(X, X’), on note(f, f') = ¢ le fait que la fonctiory : X U X’ — N, définie
pargx = f etgx = f’, vérifieg = ¢. On note ainsf¢] x x» = {(a,&) € N* x N" |
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(far fa) = 0}

Précisons la définition1l.2 dans le cas particulier degtiogls binaires :

Définition 1.6 (Relation binaire définissable dans Presburgene relation binaire
R C N" x N" est céfinissable dans Presburger si et seulement s’il existe ameule
de Presburger) € Presb(X, X’) telle queR = [¢]x x/, avecX = {zy,...,2,} et
X' ={a,..., 2}

Cette définition permet alors de passer a I'étape sudvdans la vérification de
systemes : on va en effet décrire les changements d’&tatsysteme au moyen de
formules issues d’'une logiqu#’ (X, X’), X symbolisant la valeur des variables avant
ce changement, ét’, apres. Souvent, on identifiera la relation binaire a tenfde qui
la définit; il y a en effet une difference de type, mais efiesufisamment minime pour
que I'on puisse la négliger et ainsi gagner en lisibilde.fagcon générale, on identifiera
parfois une logique avec les ensembles qu’elle peut reptés

1.3 Modeles de systmes et accessibil@

Les modeles de systemes décrits dans cette thése nentgrour la plupart des
systemes a compteurs et/ou des systemes temporisésydttme est généralement
décrit par deux modeles : un pour la syntaxe, et l'autre pppgémantique.

La syntaxe décrit la structure de contrdle du systemes sarme d’un graphe a états
et transitions, comme une machine a compteurs, un autdemafrisé, ou un réseau de
Petri, par exemple. Graphiquement, les états sont rept&s par des cercles, et les tran-
sitions par des fleches reliant ces cercles. Un état nsed&spect statique dans lequel
le systeme se trouve, tandis qu’une transition modé&isiyhamique du systeme, en le
faisant passer d’un état & un autfela base, ce modéle est celui d’un automate fini;
mais leur expressivité étant tres limitée, on y ajouts dariables, comme des comp-
teurs, des horloges, des piles, des files, etc. Dans ceie,tbn étudie divers modeles
de systéemes, tous basés sur cette approche. La plupamtnghston aura un ensemble
fini d’états de controle, un ensemble fini de transitiotisungé ces états de controle, ainsi
gu’'un ensemble de variables prenant leurs valeurs danssamdate donné.

La sémantique, elle, est définie parayseme de transitiongn effet, les transitions
définissent la dynamique du systeme, dont on peut andtysetes cas possibles : c’est
ce gu’'on appelle leomportementu systeme. Un systeme de transitions sert donc a
décrire tous ces comportements : il indique, a tout morfweatdu fonctionnement du
systeme, dans quel état il se trouve et quelles sont lesrsables variables. C'est ce
gu’on appelle uneonfiguration: un état de contrdle et une valeur pour chaque variable.
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1.3. Modeles de systemes et accessibilité

Les comportements possibles du systeme sont donc des daitonfigurations reliées
par des transitions : une telle suite est appeléeevideutiondu systeme. Lorsque I'on
ajoute des variables discretes non-bornées (ou dedblesieontinues) au modele, alors
I'ensemble de ses configurations devient infini!

Formellement, voici comment on définit un systeme gigier et son systeme de
transitions associé. Notons que cette définition tersegale sera précisée pour chaque
modele dans la deuxieme partie de cette these ; I'olbjecést de définir les problemes
qui nous intéresseront sur de tels systemes.

Soit X un ensemble de variables. Une variable prend ses valeurs dans un ensemble
D qui dépend du modele de systeme considéré : typiqueregmeut etre égal &, Z,
Q,, ouR,. On désigne pay € D" une valuation des variables.

Soit.# une logique donnée, par exemple PresburgeEO(R, Z, +, <), etc. Une
formule F(X, X’) définie sur.Z, avec2n variables libres, est interprétée comme la
transformation de&X en X’. Une telle formule est donc une relation binaire, et délgsit
valeurs des variables/antetapresl’exécution d’une transition étiquetée paf.x, X’).
Souvent, on fait 'amalgame entre une variableet sa valeur, lorsque le contexte est
clair (et de méme pour un ensemble de variables).

Définition 1.7. Un #-sysémea n variables est un quadruplét = (Q,n, £, T) ou :
— (@ est un ensemble fini &fats de confile
— n est le nombre de variables
— Z estlalogique du syste, donnant I'ensemble de valuation des variables et les
formules permettant de les manipuler
- T CQ xZ x @ estun ensemble fini de transitioggqueées par des formules
de?

Remarque : Le plus souventn et . seront omis, puisqu’ils seront clairs dans le
contexte ; on parlera alors d’un systete- (Q, 7).

On appellestructure de confile d’'un systéeme@, T') le graphe orienté induit p&p
etT : 'ensemble des sommets &gt et 'ensemble des arcs €5f dans lequel on omet
les étiquettes (on peut aussi laisser les étiquettes, megpas les interpréter).

Visuellement, on représente habituellement un systémseebasant sur sa struc-
ture de contrdle. L'exemple sur la figure1l.1 représentesysiemeS = (Q,7) ou

Q= {q, 2} etT = {(q1, b1, @), (g2, 2, 42) }-
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@ P1 @‘ &,

FIG. 1.1: Un exemple de systeme

Une configuration dé& est un coupléq, v) tel queq € Q) etv € D" est une valua-
tion des variables. Le comportement du systeme, “navigartte ces configurations,
est donné par un systeme de transitions.

Définition 1.8. Un syséme de transitions d’'un sysheS = (Q,T) est un couple
TS(S)=(C,—)ou:

— C'=Q x D™ est'ensemble des configurationsfle

— —C O x T x C estune relation telle que pour toutgg v), (¢’, v') € C et pour

toutet € 7', on a(q,v) 4 (¢',v') si et seulement gi= (q, ¢, q') et(v,v') = ¢

Remarque : La notation standardy, v) N (¢, v') signifie ((q,v),t, (q’,v’)) €—,
et sera utilisée frequemment tout au long de cette thpese, divers systémes de transi-
tions.

Remarque : On définit parfois la relatior- dansC x ¢ x C au lieudeC' x T' x C.

En effet,7 C Q x £ x @ : la seule information disparaissant avec cette définition
sont les états de controle, mais ils sont déja conteans tés configurations, puisque
C=Q xD".

Le systeme de transitions peut étre vu comme un grapheteyiayant pour som-
mets les configurations, et pour arcs des instances de teoretke transition. Afin de
simuler un comportement précis du systeme, on s’'ingerasin chemin dans ce graphe:
un tel chemin est en fait une exécution du systeme. Uneuticd peut alors étre finie
ou infinie ; parfois, on exclura un cas ou l'autre, selon leetge comportement auquel
on s'intéresse.

En considérant une configuration de départ, les exampossibles qui en partent
ne passent pas forcément par toutes les configurations pkid souvent, beaucoup de
configurations (voire une infinité !) ne font pas partie desoaitions considérées. On dit
gu’une configuratiom € C estaccessibléou atteignablé si et seulement s’il existe un
chemin dans le graphe de transitions, qui débute par lagroation initiale donnée, et
gui passe au moins une fois pat’ensemble des configurations accessibles depuis une
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configuration initiale donnée est appeléisemble d’accessib#itu systeme. Dans les
systemes étudiés dans cette these, I'ensemble degua@tions est presque toujours
infini : 'ensemble des configurations accessibles, quanti,geut &tre fini ou infini
(cela dépend du systeme et de la configuration de départ).

Formellement, unexécution finiede S est une suitéc;);c(o,..;3, [ € N, telle qu'il

existe des transitions € T telles que; L, ¢i+1 pour touti € [0,1 — 1]. Similairement,
uneexécution infiniede S est une suitéc;);>o telle qu'il existe des transitions € 7'

telles quer; L, ¢i+1 pour touti > 0.

Soit¢y € C une configuration initiale donnée. Une configuration C' est diteac-
cessibles’il existe une exécution de la forniey, . . ., ¢). Lensemble d’accessibilité de
S relativement &, notéReach(S, ¢,), est défini comme I'ensemble des configurations
accessibles danS depuiscy. Plus précisément, cet ensemble est obtenu en prenant la
fermeture réflexive transitive de la relation de transitiBeach(S, co) = {¢ | co —* ¢}.
Par abus de langage, on parlera de 'ensemble d’accetsi®ly, notéReach(S), sans
préciser la configuration initiale (qui sera implicite mdievra néanmoins étre définie).
Parfois,Reach sera not&ost™ : cela vient du fait qu®ost désigne I'image d’une confi-
guration par une transition, et que I'on s’intéresse a&saéture réflexive transitive.

Pour poursuivre I'exemple de la figurell.1, on représentdasiigure[T.2 le début
de son systéme de transitions, en partant de la configoratitiale (¢;, vo). Notons
que pour l'instant, on ne précise pas de quel type sont lesblas ni quelles sont les
formules étiquetant les transitions : on ne manipule qesendens, pas des valeurs. Cer-
taines des valuations suivantes peuvent étre égales jcgaras, si I'état de contrdle est
le méme, alors on fusionnera les configurations égaleleggraphe, et on pourra donc
avoir des circuits. On a ici les valuatiorsg, vy, vy, vs, ... telles que(vy, vi) = ¢4,
(v1,Va) E &9, (v2,v3) = 09, etc. (le systéme peut a priori boucler indéfiniment sur
¢2, tant qu'il produit des valuations de variables telles qu'il existev; telles que
(vi,v;) = ¢2). Par convention, on ne représente que les configuratioressaibles
depuis la configuration initiale donnée.

FiG. 1.2: Début du systeme de transitions de I'exemple de lad[d.1

Notons qu’il est possible de définir un ensemble de configura initiales, plutdt
qu'une seule : il suffira d'utiliser des états de contrdieermédiaires, ayant comme
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source une seule et méme configuration initiale fictive (turerajoute). Au moyen de
transitions, en partant de cette configuration fictive, omrgodonner aux variables les
valeurs souhaitées dans les états de controle dédeé&orte qu’il existe au moins une
exécution passant par chacune des configurations isitiatpiises.

Un des problemes principaux en vérification par modekkhng consiste a déterminer
si, pour un systeme donné, on peut calculer son ensendateatsibilité. Par “calculer”
un tel ensemble infini, on entend qu’il existe un algorithroaestruisant une formule
dont I'ensemble des solutions est précisement I'ensemié I'on cherche a calculer.
On dispose ainsi d'une représentation finie (la formulejrpm ensemble infini.

Plus précisément, il existe deux principales formes derobleme d’'accessibi-
lité : un probleme de décision, et un probleme de calemisdune logique donnée. La
premiere variante, généralement plus simple a réspednsiste a décider si une confi-
guration donnée est accessible depuis une configuratibeien La deuxieme variante,
elle, consiste a calculer 'ensemble de tous les coupledfgurationgcy, c) telles
¢, est accessible deputg, en construisant une formule dans une logique donnée.

Formellement, voici les énoncés de ces deux problemes :

Probleme 1.9.Probleme d’accessibili (d’'une configuration) :
Données :Un sysemeS et deux configurationg, etc deS.
Question : Est-ce que: est accessible depuig danss ?

Il existe des variantes de ce probléme, notamment I'aduibesd’un état de contrdle
(et non pas d’une configuration complete) ; dans ce cas, antijie existentiellement
sur les valeurs de variables dans la configuration a ateirRhr la suite, lorsqu’une
telle variante sera utilisée, '@noncé formel seraiét

Le deuxieme probleme, lui, nécessite de calctbertesles configurations acces-
sibles depuigoutesles configurations initiales possibles : on cherche donaléuter
la relation d’accessibilié —*, c’est-a-dire trouver une formule dont les solutions sont
exactement I'ensemble des couples de configuratians,) tels quec; —* cs.

Probleme 1.10.Probleme d’accessibilé binaire :
Données :Un sysemeS et une logique?.
Résultat : Une formulep de Z telle que[¢] =—*.

On s’intéresse généralement a la décidabilité dmpeeprobléeme. Pour le deuxieme
probleme, plus difficile, on s’intéresse a plusieursaates, selon les cas. Une premiere
variante (1) est de savoir s'il existe une telle formylale ., avant de chercher a
la calculer. Une autre variante (2), étant données unaute ¢ et une relation—*,
consiste a décider §] =—*. Dans tous les cas, ce probleime1.10 est tres difficile : par
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exemple, pour les réseaux de Petri (voir sediioh 4.2) etdale de Presburger, on ne
sait résoudre ni le probleme d’accessibilité binaiieses variantes (1) et (2)! Pour le
cas des automates binaires (voir secfioh 3.1) et de la legiguPresburger, Jerome Le-
roux a montré dan$ [LerD5] que ce probleme est décidaklei nécessite une preuve
de 130 pages!).

Ces problemes sont donc tres difficiles a resoudregeéglement indécidables sur
la plupart des systemes; on s’intéressera alors a desctasses de systemes pour les-
quelles on obtient la décidabilité d’un de ces problerbe® autre variante du probleme
[L.I0 consiste a ne pas se donér mais plutdt a se demander si une telle logique
décidable existe; en pratigue, on commence habituellepsnchercher a calculer la
formule ¢, en utilisant le moins de prédicats possibles, puis onatteela logique mini-
male requise pour pouvoir définix

Remarque : Souvent, on dira par abus de langage qu’un systeme eslatbdej pour
dire en fait qu'’il appartient a une classe de systemesaoshit que le probleme d’ac-
cessibilité est décidable (de méme que I'on dira gu’'agggue est décidable pour parler
de sa satisfaisabilit€). De facon générale, lorsqyrarie du probleme d’accessibilité,
on parle du problemeZl.9.

Dans le cadre du model-checking, on s’intéresse souve@tembreuses variantes
de ces problemes et définitions. Le probléeme du modetichg fait lui-méme appel a
ces problemes d’accessibilité : c’est pourquoi il estassaire d’étudier en profondeur
I'accessibilité d’'un modele de systemes, avant de&'agser a son model-checking. En-
suite, on peut définir des variantes, comme les conditi@tEdptation d’une exécution,
ou I'étiquetage d’états ou de transitions par des prdjpos atomiques. De maniere
générale, pour étudier les modeles de systemes plpoémndeur, on étiquette les tran-
sitions par des symboles d’'un alphabet donné; on carsetators le modele par le
langage (obtenu en ne gardant que les symboles) que gérs&® exécutions. Cette
these ne traite pas de ces variantes-la, mais pose fgatbases théoriques concernant
les modeles décrits ici, principalement en termes d’ssibdité.

La finalité envisagée pour les modeles étudiés darte tedse est la vérification
par model-checking. Ce type de vérification distingue gletment deux familles de
propriétés que le systeme doit satisfaire : des progsidesireté, et des propriétés
de vivacite. Les propriétés de slreté sont généralement pluk$aa vérifier, puis-
gu’elles nécessitent de garantir qu’'une configuratioppéatient pas a I'ensemble d’ac-
cessibilité du systeme. Les propriétés de vivacilesenécessitent de garantir que les
exécutions passeront toujours (au sens “infiniment sdtivpar certaines configura-
tions; il y a plusieurs cas de figure, selon les configurati@nagsiter, et selon que
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I'on s’intéresse a au moins une exécution (quantificagristentielle) ou a toutes les
exéecutions (quantification universelle). De facongy@fg, dans cette these, on se pla-
cera dans I'optique de la vérification de propriétésuets.
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Logiques arithmétiques du premier ordre : introduction

Les logiques étudiées dans cette these ont pour objectédprésenter des ensembles
infinis de vecteurs numériques. On cherche donc a mamigeteformules qui puissent
représenter le plus d’ensembles possibles, tout en tafdas des logiques décidables.
En effet, I'objectif est de vérifier des modeles de sysgnaont les valeurs de variables
sont représentées par de telles formules; il faut aloov@io calculer effectivement ces
formules, pour pouvoir ensuite espérer que le model-dhgaleste faisable, déja d’'un
point de vue théorique.

Cette partie est déecoupée en deux chapitres. Le pren@septe des principales lo-
giques réelles, entieres, et mixtes, sur lesquelles drase, puis se focalise sur I'etude
des logiques mixtes, notamment a I'aide d’'un opératepasint un ensemble réel donné
en ensembles d’entiers et de décimaux. Le deuxieme mootnenent représenter ef-
ficacement des formules, en les encodant au moyen de quatittefade mécanismes
appelées “représentations symboliques”, dans I'optidgiles implémenter.






Chapitre 2

Decomposition de logiques mixtes

Ce chapitre se focalise sur les logiques mixtes, et propaseouvel opérateur
décomposant des ensembles de vecteurs réels en une egsuhide vecteurs d’en-
tiers et de vecteurs de réels dans l'intervdlliel[ . Apres avoir appliqué cet opérateur
sur trois logiques mixtes utilisées en vérification, oogwse une nouvelle logique les
unifiant tout en restant décidable. Les travaux présetdds les sectidn 2.2[efR.3 ont
été publiés dan$ [BEL08]. Les travaux de la secfioh 21, a’ont pas encore été pu-
bliés. Avant tout cela, on commence par présenter lesqgesllogiques connues qui
seront abordées dans cette théese.

Notations. Dans ce chapitre, on no][EI’intervalleﬁO, 1[, que I'on appelle 'ensemble
des nombres décimaux, ou simplementdesimaul. Toutd € D est appelé (hombre)
décimal et toutD C D est appelé&nsemble &imal De plus, les variables sont ma-
nipulées ici comme des vecteuts= (z1,...,x,), plutdt que comme des ensembles;
on fera trivialement le lien entre les deux, puisqu’un vectgeut étre vu comme un
ensemble muni d’'une relation d’ordre sur ses élémentst Bo ensembld’, on note
P(FE) I'ensemble des parties de.

2.1 Quelques logiques

Cette section présente les logiques décidables qui satbisées par la suite et
dont les variables sont soit uniguement réelles (seEfibA R soit uniguement entiéres
(sectioZ112), ou les deux a la fois (seclian2.1.3).

10On aurait pu choisir le mdtactionnelplutdt quedécimal mais il contient I'idée trompeuse que les
décimaux devraient étre rationnels (ce qui n'est passg ca



Chapitre 2. Décomposition de logiques mixtes

2.1.1 Logiques eelles

Dans cette section, les logiques sont de la formeRQPred;, ..., Predy), et les
prédicatsPreds, . .., Pred, ne permettent pas de savoir si une variable a une valeur
entiere ou non. Les variables prennent donc leurs valeamsIg, et si par moments
elles sont dandl ou Z, on n’a aucun moyen de le savoir (les sections PIT.B[ZReP.3
[Z.4 sont consacrées au cas contraire).

Cette restriction a des variables “purement réelles’m@trde considérer direc-
tement I'arithmétique réelle, notée KR, +, x, <). En effet, on sait depuis Tarski
[Tar4€] que cette logique est décidable, bien qu’elle asgpde la multiplication. On
s'intéressera également a la logique additive surdetsy FQR, +, <), qui est natu-
rellement décidable ; on peut la considérer comme le “pehdeel” de la logique de
Presburger.

Le fait que la multiplication réelle soit décidable peutgrendre, puisque la mul-
tiplication entiere est connue pour rendre une logiquetaedndécidable. En fait, on
peut ajouter a I'arithmétique réelle un prédicat uedts(z) = 3i € Z(z = 2') don-
nant les puissances de deux, tout en restant décidablst €Zegqu’a montré Lou van
den Dries en 1985 [vdD85], en donnant un argument (bas@ghébrie des modeles)
pour la décidabilité de FQR, +, x, <, P»). Cependant, la complexité n’est pas connue,
puisqu’il n’a pas donné de procédure de décision; c'e@sirguoi Avigad et Yin ont
donné dans [AY(J7] une procédure de décision, qui estipvarécursive (quoique non-
élémentaire).

Bien gu’elles restent décidables, les logigues que 'omimde peuvent atteindre
des complexités peu encourageantes pour une utilisatadigpe, comme c’est le cas
pour FO(R, +, x, <, P,). Toutefois, cette logique peut encore étre génémrakd&ester
décidable, et ce, a faible colt : plutdt que de se rexlreiaux puissances entieres de
2, on peut considérer les puissances entieres de n'impaghke constante entiere. La
deuxieme logique réelle a laguelle nous nous interessapres I'arithmétique réelle,
est donc FOQR, +, x, <, B,), oub € Z.

2.1.2 Logiques entgres

Dans cette section, on s’intéresse aux logiques dont léghblas prennent unique-
ment des valeurs entieres. Pour un survey couvrant la gildpaces logiques entieres
(et bien d’autres), voii [Bés02].

La premiere logique, a la base de toutes les logiquesrestconsidérées dans cette
thése, est la logique de Presburger (FD+, =). Une logique qui lui est équivalente
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est FOZ, +, <), et correspond davantage au formalisme manipulé ici. i, ¢4 re-
lation d’ordre < peut s’exprimer dans Presburger;: < zy = Jxg.(z2 = x1 + z3).
Réciproquement, I'égalité peut s’exprimer dans(#Z0+, <), puisquer; = x5 = a1 <
9 A\ 29 < 1. Enfin, on peut exprimer les entiers négatifs dans Presbusgen qu’une
variable ne puisse pas directement prendre une valeutim&gan peut en effet en-
coder un entier négatif comme la difference de deux enpesitifs (voir la remarque
suivante). Par la suite, on parlera alors de Presburgerdaésigner indifferemment les
logiques FQN, +, =) ou FO(Z, +, <).

Remarque : De maniere générale, on peut faire 'amalgame entre agiguie sur les
entiers naturels FQW, . . .) et cette méme logique étendue aux entiers relatifé&0. .).
En effet, on supposera que les partieZfiesont encodées dans les parties\de sim-
plement en prenant la difference de deux variablest~ € N pour exprimer chaque
variablex € Z. On considére alors la fonction affing_, : N>* — Z" telle que
définie dans([LerQ3], c'est-a-dire pa§ .z (], 2 ,..., x5, x,) = (¢ —x, ...,z —
x,, ). Les représentations obtenues a partir de cet encoasgssiteront deux fois plus
de variables, mais on s’intéresse plus a I'expressoét&es représentations qu’a leur

concision.

La deuxiéme logique entiere qui nous intéresse ici estaxtension de Presburger
avec un prédicat donnant les puissances entieres dansagee > 2. Cette logique,
notéee FQZ, +, <,V,), a été montrée décidable dahs [BHMV94], pour tbut 2. Le
prédicatV;, est défini comme la fonctioh, : Z \ {0} — Z telle queV,(z) = ¥/, ou
j € N est le plus grand entier tel que’z € Z, avec la conventio,(0) = 1. En
d’autres termesy,(z) donne la plus grande puissance entiére positiiedigisantz.

Ce prédicatl}, a été étudié sous differents aspects. Un résultateassant est que
I'on ne peut pas combiner n’importe comment ce prédicasdiaux bases différentes.
En effet, soient deux bases entiebg®t b,. Deux entierg, g sont ditsmultiplicative-
ment @&pendants’il existek, [ > 1 tels quep” = ¢'. Sib, etb, sont multiplicativement
dépendantes, alors R@, +, <, V;,, V},) est décidable [BHMV94]. Par contre, l5i et
b, sont multiplicativement indépendantes, alors (FO+, <, V;,, V;,) est indécidable
[ViI92Db} Mil9Zal.

D’autres variations de F(Z, +, <,V;) ont été étudiées : par exemple, la logique
FO(Z,+, <, P,), ouP,(x) est le prédicat vrai si et seulementsst une puissance de
(tel que défini dans la section précédente). Cette lagest décidable, et méme incluse
dans FQZ, +, <,V}). En effet, le prédicab,(z) est exprimable dans F&, +, <, V}),
car P,(z) = Vy(z) = x; par contre, on sait queé, n’est pas définissable dans la logique
FO(Z,+, <, P,) grace al[Sem79, BHMV94].
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Une autre variation est F(Z, +, <, bZ) (parfois notée FQZ, +, <, b")), elle aussi
déecidable [Sem83, CP86], mais incomparable avedZ£Q-, <, V;) [BHMV94]. Le
prédicath? est en fait la fonction exponentielle, donnant les puissamntieres dé :
on peut alors exprimér’ = y, ce qui est plus expressif qu&(y), puisque I'on dispose
alors duz tel queb” = y. La combinaison dé” avecV;, cependant, donne la logique
indécidable FQZ, +, <, V;, b*) [CP86].

2.1.3 Logiques mixtes : sur les&els et les entiers

Cette section présente les logiqueites c’est-a-dire a la fois réelles et entieres.
Cette mixité des variables peut paraitre étrange, peifgn a défini les logiques sur des
structuresD, Pred,, . .., Predy), dont les variables ne prennent leur valeur quelsur
qui est soit réel, soit entier. Les logiques mixtes sontd@rdefinies sur ces mémes struc-
tures(D, Predy, ..., Predy), avec la particularite qu® = R et3i € [1, k](Pred; :=
Z), le prédicatZ(x) étant vrai si et seulement sic Z.

On dispose donc de variables réelles, et on peut testentsi Waleur est entiére ou
non, ce qui revient en quelque sorte a avoir deux types digblas difféerents (en exploi-
tant le fait que les entiers sont un sous-ensemble de3.r@glsotera alors ces logiques
mixtes FQ(R, Z, Predy, . .., Predy), ce qui signifiera en réalité que I'un des prédicats
estZ et que les variables sont daRs

La logique mixte la plus souvent rencontrée en vérificagst probablement la lo-
gique additive mixte, notée F@®, Z, +, <). On peut la voir sous deux angles difféerents :
comme Presburger étendue aux réels, ou comme l'arithoeetéelle avec entiers dans
laquelle on enleve la multiplication afin de rester débldaElle est parfois appelée
“arithmétique linéaire”, ce qui montre bien qu’il ne mamque la multiplication a
cette logique pour avoir toute I'arithmétique.

Cette logique peut admettre de nouveaux prédicats et dstedable, comme c’est
le cas notamment pour F@®, Z, +, <, X,) : cette logique sera étudiée en détail dans
la sectiorZ.313. Intuitivement, le prédicai(z, u, a) est vrai si et seulement si le bit
en position indiquée par vauta, dans la décomposition deen basé. La logique
FO(R,Z,+, <, X;) esten quelque sorte la version “mixte” de la logique(FO+, <, V},),
combinée avec FQR, +, <, 1V,) : on verra dans la sectign 2.2 comment cette combinai-
son s’effectue. Les prédicats et 17, sont similaires ¥, donne les puissances entieres
(comme expliqué dans la section précédentd)/glonne les puissances négatives (i.e.
dans l'intervalle]0, 1]), le tout dans une base entiére> 2. En fait, X, est exprimable
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2.2. Un opérateur décompos@nenz v D

en fonction dé/, et 1, comme on le verra dans la sectlon 2.3.3.

2.2 Un operateur decomposanfR enZ w D

Dans cette section, on introduit un opérateur permettantambiner entiers et
décimaux pour représenter des réels ; on peut égaldenasit comme une décomposition
des réels en une combinaison d’entiers et de décimauxo@mence par donner une
motivation a la définition d’un tel opérateur. On montreseite qu’extraire les entiers
contenus dans les réels peut générer une formule plugssogue si elle n’était com-
posée que de réels. On définit ensuite formellement oetadgur combinant des en-
sembles de vecteurs d’entiers et de décimaux, dans |l@sSECH.2.

2.2.1 Motivation

Afin de motiver la définition de I'opérateur, on illustrersintérét a travers un
exemple. Cet exemple fait appel a des notions que I'on y#asen détail par la suite :
les automates temporisés (secfian 5.2) et les DBM (selGiidd).

Automates temporigs et DBM

Les automates temporisés constituent probablement I@&lmdal plus utilisé pour
les systemes dont le comportement dépend de I'écouledoetemps. Tels que définis
dans [AD94], et comme détaillé dans la secfion 5.2, lesraates temporisés sont es-
sentiellement des automates finis munis de variablesegalppelées horloges. Ces
horloges modeélisent le comportement temps-réel desysten s’écoulant toutes a une
méme vitesse constante. Chaque horloge peut étre cempauhe constante entiere
et éventuellement remise (& les seules autres actions permises dans les formules
étiquetant un automate temporisé sont des contrairagedales, qui consistent a com-
parer la difference de deux horloges a une constanterenfuisque les valeurs d’hor-
loges ne sont pas bornées, I'espace des configurationsadtomate temporisé est in-
fini ; c’est pourquoi on utilise une abstraction finie de cgiae®, en utilisantle mécanisme
des régions (voir le paragraphe pagel106 et la sdclion)5Eh2ratique, I'ensemble des
régions n’est pas facilement calculable & cause de $a;taiest pourquoi les régions
sont encore abstraites en zones, ce qui constitue le nsgcamnplémenté dans la plu-
part des outils de vérification de systemes temporisés fB®5, [LPY97, BDM"98,
LL98].
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Chapitre 2. Décomposition de logiques mixtes

Techniguement, dans ces outils, les zones sont repeesepér des matrices a dif-
ferences bornées, appelées DBM (pour Difference Boumtrites) [BM83, Dil89].
Une DBM est une matrice carrée représentant les conesagnttre les horloges, qui
constituent une zone. Ici, on considere une DBM comme umledit, <), ouc =
(Cijlo<ij<n, < = (<ij)o<ij<n Cij € Z U {+00}, et <;;€ {<, <}. Chaque couple
(¢i,j, <ij) est un éléement de la matrice carrée, définissant un dseeia . comme
Ceci :

Rc,-< = {T’ e R" ‘ /\ Ty — T '<Z',j Ci,j}

0<i,j<n

Afin de représenter les contraintes non-diagonales {iex ane seule horloge), on uti-
lise une horloge fictive, qui vaut toujour$ (ce qui explique qu’ily aib+1 €léments, et
non pasy). Un éléementc; ;, <; ;) signifie que;—r; <, ; ¢; j, our;, r; sontdes horloges.
Ainsi, chaque élément d’'une DBM représente une cortgaliagonale, c’est-a-dire une
difference bornée. Enfin, les termgg ne constituant pas de véritable contrainte sont
symbolisés pat; ; = +o0.

Extensions des DBM

Dans I'exemple suivant tiré de IBBELD3], I'automate temipé possede deux hor-
logesz ety, et un seul état de contrdle. Le comportement de I'auterasttres simple :
y est remise & des qu’elle atteint, alors quer progresse continuellement. Dans la
configuration initiale, les horloges valent toutes les deéuRe plus, un invariant dans
I'état de contrdle s’assure que I'horlogae dépasse jamals

SIS
I

(y<1)

FIG. 2.1: Un automate temporisé

Le diagramme d’horloges associé a cet automate montileggment ce compor-
tement :
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On considére ici une analyse en avant classigue [BIL.ROSgadculant les confi-
gurations(état de controle, valuation d'horloges) accessibles depuis la configuration
initiale (dans laquellee = y = 0). Ensuite, on construit les zones correspondantes,
chaque zone étant représentée par une DBM ; ici, on dhtreensemble infini (quoique
dénombrable) de DBM. Notons que dans cet exemplest toujours<, et n’apparait
donc pas dans les matrices :

0 x oy
0 0 — 0
c [e+1 0 2
y 1 —i 0

>0

Afin de pouvoir calculer 'ensemble des configurations asibéss, il existe diverses
techniques d’abstraction donnant un nombre fini de zonabskraction la plus souvent
utilisée en pratique est basée sur les constantes madmek valuation d’'une horloge
est fixée ao des qu’elle dépasse la plus grande constante a laquieleea comparée.
Sur I'exemple, si on ajoute une transition gardéespar 10°, menant a un autre état de
contrble, alors le diagramme d’horloges devient comme:cec

.............................

0 T Y 0 T Y
of 0 —2 0 0o/0 oo O
y 1 =2 0 y\1 —10° 0

0<i<106

Cet ensemble de DBM est fini, mais reste trés gro@ .+ 2 matrices doivent étre
calculées et mémorisées, ce qui semble disproporiaiintitant plus pour un exemple
gui semble relativement simple. Dans |[BBFI.03], une abstvaae zones un peu plus
élaborée est proposée : les constantes maximales daehagoge ne sont plus glo-
bales, mais dépendent de I'état de contrble. Une autsgaion est proposée dans
[BBLOG], en distinguant les constantes maximales qui sestlibrnes supérieures de
celles qui sont des bornes inférieures. Ces abstractianmis sont les seules existantes
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(& notre connaissance) ; dans chacune d’elles, le nomdpBd¥edépend toujours for-
tement de la valeur des constantes maximales.

Ecrire ici un tel nombre de DBM, infini (ou simplement trésud), aurait été im-
possible (ou trop fastidieux) si on n'avait pas utilisé waprésentation paramétrique
de ces DBM. C’est en fait un idée déja utilisée par les BRD(Constrained Parame-
tric DBM) [AABOQ], qui sont la structure de données implémée dans I'outil TRX
[ABSO1]. Les CPDBM sont en effet une version plus expresdie® DBM, étendues
de deux fagons. Premierement, on obtient les PDBM, dagitdles les constantes;
deviennent des parametrigs. Ces termes arithmétiquesont définis par la grammaire
tx=0|1]a|t—t|t+1t]|txt ouzappartienta un ensemble de variables réelles.
Deuxiemement, une PDBM devient une CPDBM lorsque ses tesmet contraints par
des formules, du premier ordre, mais sans quantificateurs. Ces formatggi&finies
parg :=t <t|-¢| Vel lsint(t)(oule prédical s_int(t) est vrai si et seulement
sit est un entier, et correspond donc au prédi€aéfini a la section 2.11.3). Chacun des
deux ensembles de matrices ci-dessus est en fait une CPDBM.

N.B.: Dans le reste de cette sect[on]2.2, le symboleprésente le produit cartésien
(et non pas la multiplication).

On considere a présent un autre moyen de représentseligble des valeurs d’hor-
loges accessibles. Sur le deuxieme diagramme d’horlogedgrant I'abstraction de
zones (pag€42), on remarque trois motifs”:, .4, et l. On peut définir chaque
motif comme suit ;= {(z,y) € [0,1]* | z = y}, M= {(z,y) € [0,1]* | = > y},
et M= {(z,y) € [0,1]*}. Sil'on veut représenter le méme ensemble que les zorses ab
traites precédemment, mais sans DBM, on peut exprimegriagiicité de chaque motif
avec des entiers. Formellement, il suffit de prendre I'uietrois sommes d’ensembles
en dimensior :

({0,...,106—1}x{0}+%)
U({106} x {0} +2)
U({106+1,...,oo} X {0}+I>

Cette derniere représentation d’ensemble d’acces8il@st plus concise que les
DBM. En effet, représenter les zones par des DBM impliquaémoriser un nombre de
matrices potentiellement tres grand, dépendant de lastaote maximale des horloges
(un million, dans I'exemple). Cependant, en introduisasg dntiers pour exprimer la
périodicité, on peut réduire cette représentatioroes ttombinaisons d’intervalles. De
plus, on peut méme se passer de I'abstraction par constextinale, et ainsi obtenir
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2.2. Un opérateur décompos@nenz v D

une représentation exacte pour le méme colt. Les CPDBMgaslement ces avan-
tages, mais sont généralement indécidables a causenidtiplication. Pour une étude
de I'expressivité des CPDBM, voir [DFVB@]

Précisons a présent la nouvelle représentation : amdpdes unions finies de réels,
chague nombre réel étant decomposé en sommes d’eeatidesréels plus petits (les
décimaux). Ces entiers et décimaux peuvent alors &fiiaig en utilisant la quantifica-
tion, I'addition, et les opérations booléennes.

En fait, cette nouvelle approche revient a représentsretsembles de nombres
réels en extrayant leurs composantes entieres ; uneteasiique intéressante est que
le fait d'ajouter des entiers a des ensembles de réeldiiapur représentation et leur
manipulation! On pourrait penser qu’ajouter des entiars&logique réelle du premier
ordre la rendrait indécidable, mais la section 2.3.2 peolevcontraire. Tout d’abord,
formalisons cette nouvelle représentation.

2.2.2 Composition d’entiers et de eels

Soient3 C P(Z") et® C P(D"); on suppose que les vecteurs sont de taill®ut
comme les vecteurs de variables. On npte © la classe des vecteurs réétsC R”
p

telle queR puisse s’écrireR = U(ZZ- + D;), avec(Z;, D;) € 3 x © etp > 1. Notons

=1
que le symboles ne désigne pas l'union disjointe, comme c’est parfois Edans la
littérature ; il N’y a pas de confusion possible, puisq@iae union disjointe n’est uti-
lisée dans cette these.

Voici quelques exemples d’ensembles basiques auxqueloomait faire appel,
écrits sous la forme d’unions finies de sommes d’entierg elatimaux :

Exemple 2.1.L’'ensemble vidé peut sécrire ) + (. L'ensembléR” peut sécrire Z" +
D". L'ensembleZ" peut sécrire Z™ + {0}.

Exemple 2.2.L'ensembleR_ = {r € R? | r; = ry} peut secrire {z € Z* | z; =
22}+{dED2|d1:d2}

Exemple 2.3.L’'ensembleR< = {r € R? | r; < ry} peut sécrire :

{Z€Z2|21§22}+{dED2|d1§d2}
H{zeZ |21 <2} +{deD’|d > dp}

2Une précision : dan§ [DFVB0D5], les “Constrained PDBM” reBttes aux entiers sont appelées “Ex-
tended PDBM".
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Exemple 2.4.L'ensembleR, = {r € R® | r; + 1y = r3} peut sécrire U .y {2z €
Z3| 21+ 2 +c=z2}+{d € D?| dy+dy = d3+c}, oli c représente la retenuedrry,
en anglais).

Les limites de cette représentation peuvent étre rendasjavec le contre-exemple
. L s 1 .

suivant. Considérons I'ensemblgy = U ({y} + {?} ) ; notons que I'on utilise

. J

7=1
j+1 (et pas simplemeni) afin d’éviter le cas ou la partie décimale jés-t: 1pourj =1
(ce qui ne serait plus un décimal, da¢ [0, 1[). Cette représentation ne fonctionne ap-
paremment pas pour un tel ensemble ; en effet, bienfjusoit une union de sommes
d’entiers et de décimaux, cette union semble intrinseopre infinie. On insiste sur la
finitude de I'union dans cette représentation, principedet parce que I'un des objectifs
est de I'implémenter, comme on le verra dans la se€fidn 3.4.

On s’intéresse maintenant a la stabilité de cette sgmi@ation. On prouﬁeque Si
3 € U,enP(Z) et ® C |,y P(D") sont stables par les opérations classiques
du premier ordre, alors la clas$es © = J,cy3n W Dy, 003, = 3N P(Z") et
D, =DNP(D"), est elle aussi stable par ces opérations. Les opératimssdérées ici
sont les combinaisons booléennes (union, intersectitiarehce), le produit cartésien,
la quantification, et la permutation. On utilise les défams suivantes pour ces deux
dernieéres opérations. La quantification est effectueprejetant des variables du vec-

teur considéré YR C R™, ;R = {(r1, ..., "1, 15 Tn) | I (11, ... 71,74,
ris1,---,7n) € R}. Une permutationr est simplement une fonction modifiant I'ordre
des variables dans un vecteMRR C R", 1R = {(r=q),---,"xm)) | (11,...,70) € R}.

On utilise alors une définition générale pour la stabilit

Définition 2.5. Une classeér C J,.y P(R") est ditestablesi elle est close par les
opérations bockennes, le produit cagsien, la quantification, et la permutation.

On remarque que dans cette représentation, prendre fal@aleux ensembles est
trivial, puisqu’ils sont déja des unions de parties em@$ et décimales. On remarque
également quéZ;, + Dy) N (Zy + Dy) = (Z1 N Zs) + (D1 N Dg) pour toutZy, Z, C 7
et pour toutD,, D, C D™; ainsi, la stabilité par uniop,, & ©,, garantit la stabilité par
intersection. On obtient la stabilité par differencagea I'égalité suivante(Z; + Dy ) \
(Zy+ Do) = ((Z1\ Z2) + D1) U(Zy + (D1 \ D2)). La stabilité par produit cartésien est
donnée patZ, + D1) X (Zy+ Ds) = (Z1 x Z3) + (D; x Ds). La stabilité par projection
vientde3;R = (3,Z) + (3,D), ou R = Z + D. Enfin, la stabilité par permutation est
obtenue grace &(Z + D) = (7 Z) + (zD).

On a alors prouvé la proposition suivante, qui sera e#liplus tard (notamment
dans les theoremgsP.9ef 2.13) :

30n utilise ici desunionsde parties (et non plus simplement des parties) pour unergisrement
technique. On a en effet besoin de modifier la dimensides vecteurs lors de I'opération de projection.
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2.3. Applications de 'opérateur de décomposition

Proposition 2.6(Stabilité) La classe3 W D est stable sp et® sont stables.

On montre enfin que I'opérateur de décomposition pr&skrndécidabilité. En ef-
fet, les algorithmes permettant de calculer les opératrequises pour la preuve de
la propositioZJ6 sont trés simples, comme le montrenétgdités précédentes : ces
opérations se distribuent sur I'opérateurOn rappelle qu’une classe (d’ensembles) est
récursivesi chacune de ses parties est représentable dans unedalgigigdable. Ainsi,
si les ensembles dadset dans® sont récursifs, alors les ensembles dans® sont
eux aussi récursifs :

Proposition 2.7. La classe3 W ® est tecursive sp et® sont ecursifs.

Démonstration.ll suffit de ramener toute formule décrivant un ensembles@das © a

une union finie de sommes d’ensembles damt ©. Pour ce faire on distribue toutes
les opérations sur I'opératew, comme indiqué precédemment : pour tous ensembles
E., E, € 3¥D, on utilise les encodages donnés a la fjage 46 pour desamipa Es,
E\NE,y, Ey\ Ey, 3,1, etr By en formules entieres et décimales. De plus, on utilise les
encodages de I'exemgdleP.1 pour décomposer I'ensembdg(@tdson dual). O

2.3 Applications de I'opérateur de decomposition

Dans cette section, on appliqgue successivement I'opérale décomposition sur
trois logiques : la logique des CPDBM et ses variantes (@e€fi3.1), la logique additive
mixte (sectio 2.3]12), et la logique additive mixte étemdwec le prédicak’, (section

233).

2.3.1 Decomposition de repesentations baées sur les DBM

Une premiere application de I'opérateur de decompasipiorte sur les extensions
des DBM, qui nous permet de les caractériser. On h$pRBMy, pour désigner les
unions finies de DBM-ensembles qui sont inclus dafsOn remarque quie) DBMy,
est stable par les opérations du premier ordre, gracglienihation de quantificateurs
de Fourier-Motzkin[[Fou26, Mot51].

On définit une CP-DBM comme une DBM dans laquelle le vecteur'est plus une
constante, mais un vecteur de parametres contraints paiounule¢(c) définie dans
une logiqueZ. Plus précisément, une CP-DBMest un couplé¢, <) qui représente
un ensemble?, - tel que :

Ry < = U Re <
c=¢
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Chapitre 2. Décomposition de logiques mixtes

Telles gu’introduites dan$ [AAB0O], les CPDBM correspondaux CP-DBM, dans
lesquelles? est I'arithmétique du premier ordre, mais sans quantdioat; en parti-
culier, la multiplication est autorisée dans cette logigOn étudie ici une autre varia-
tion des DBM : les CP-DBM, qui sont des CP-DBM pour lesquelles? est la lo-
gique Presburger F(Z, +, <), qui est décidable. Les CP-DBMsont en quelque sorte
des CPDBM avec quantificateurs mais sans multiplicationn@e( J CP-DBM,. pour
désigner les unions finies de&; -, c’est-a-dire les unions finies d’ensembles représent-
ables par CP-DBM.

On montre que les unions finies d’ensembles représentphtedSP-DBM, sont en
fait une combinaison d’ensembles définissables dansgstet dans les unions finies
de DBM-ensembles inclus daf$ :

Proposition 2.8. JCP-DBM, = FO(Z, +, <) & |J DBMp,

Démonstration.Prouvons d’abord I'inclusio®. Prenons une DBNic, <) représentant
un ensembled C D", ainsi qu'une formule de Presburgefx) représentant un en-
sembleZ C Z™; on prouve alors que/ + D est un ensemble dahg CP-DBM,.
Remarquons que € Z + D si et seulement s’il existe € Z tel quer — z € D. La
conditionr — z € D est équivalente A, ;.7 — 7 <i; ¢ij + zi — 2;. Considérons
la formule de Presburgef(p) := 3z € Z" p;; = ¢;; + 2z — z; €t remarquons que
Ry < = Z + D. On vient donc de prouver I'inclusioD.

Pour l'inclusionC, considérons un ensemble représentable par CP-DBdté
Ry <. Soit Zg = 7" N (Ry,< — d), indicé pard € D". Remarquons qu&y est en
fait 'ensemble de vecteurs suivant :

Za= U{zeZ”| /\ 2 — 2 <ij Ci,j+(dj_di)}

c=¢ 0<i,j<n

Puisquel; —d; € |-1,1] etz — 2, ¢; ; € Z, onen déduit que; — z; <;; ¢;;+(d; —d;)
est équivalenta; — z; < ¢; ; sid; —d; <, ; 0 etaz; —z; < ¢; ; — 1 sinon.Etant donnée
la matricem = (m; ;)o<i j<n telle quem,; ; € {0, 1} pour tout0 < i, j < n, on écritl,,
et D,,, pour désigner les ensembles suivants :

Im={z€Z"|Fecopc) A \ z—2z <cij—mi;}
0<7,5<n
Dm={deD"| N (di—dj=i;0<=m;=0)}

0<i,j<n

Notons queD,,, est un ensemble représentable par DBM, et gye= I,,, pour tout
d € Dp,. OrJ,, D = D", etdoncRy, < = Ugepn Za + {d} = U, Im + Dm-On a
alors prouvé que?,, < est définissable dans R@, +, <) & | DBMp,. O
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2.3. Applications de 'opérateur de décomposition

2.3.2 [Decomposition de la logique additive mixte

On sait que l'arithmétique mixte est indécidable, mai&lg devient décidable
si I'on enleve la multiplication. On obtient donc la logeEwadditive mixte, dont la
décidabilité a été suggérée par Buchi, puis preudans [BRW9B] en utilisant des
automates binaires (voir sectibn13.1) et ddns [Wei99] elisatit une élimination de
quantificateurs. Cette logique additive mixte est en fait extension de Presburger aux
réels (ou une restriction de I'artithmétique mixte sanmltiplication).

Cette logique FOR, Z, +, <) peut encoder des contraintes linéaires complexes qui
combinent des variables entiéres et réelles. Dans cetteos, on prouve que les en-
sembles définissables dans cette logique se decompasantans finies d’ensembles
Z+D, ou chaqué’ est définissable dans K@, +, <) et chaqueD est définissable dans
FO(D, +, <). Ce résultat montre que des contraintes linéaires comagleombinant
des variables entieres et réelles, peuvent étre déas®@ag en contraintes linéaires sur
les entiers et en contraintes linéaires sur les réels@&aterdécimaux). Plus précisément,
on prouve la décomposition suivante :

Théoreme 2.9.FO(R,Z, +, <) = FO(Z,+, <) Wy FO(D, +, <)

Démonstration.Observons tout d’abord que tout ensemble définissablelddogique
FO(Z,+, <)WFO(D, +, <) est également définissable dans(ROZ, +, <). De plus,

les ensembleR etZ, la fonction+ : R? — R, et le prédicak, sont définissables dans
FO(Z,+, <) W FO(D, +, <), comme le montrent les exemples|Z.T] 2.8 8t2.4. De
la stabilité par opérations du premier ordre, on obtiéntlusion FO(R, Z, +, <) C
FO(Z,+,<) W FO(D, +, <). On en déduit alors I'egalité. O

Onrappelle que les ensembles définissables dans la lodggRresburger FQZ, +, <)
peuvent sont exactement lessembles ligaires[GS66]. En fait, un ensemblg C Z»
est définissable dans Presburger si et seulement s’ilgegtaéune union finie d’en-
sembles linéaired + P*, ou b € 7Z", P est un sous-ensemble fini d&', et P*
décrit 'ensemble des sommes fini§§f:1pi avecpy,...,pr € P etk € N. Cette
caractérisation géométrique peut étre etendue #akse des ensembles définissables
dans FQZ, +, <)WFO (D, +, <), en introduisant la classe dessembles pogdriques
convexegvoir notamment les travaux de Nicolas Halbwachs, par exefifMG0€]).
Un ensemble€’ C R" est ditpolyédrique convexsi C peut &tre défini par une conjonc-
tion finie de formulesio, z) < ¢, ol a € Z", <€ {<, <}, ete € Z. En fait, une
élimination de quantificateurs de Fourier-MotzKirouZ26, Mot51] prouve qu’'un en-
sembleC' C R" est définissable dans K®, +, <) si et seulement s'il est égal a une
union finie d’ensembles polyédriques convexes. Dans [FL68 auteurs ont montré la
caractérisation géomeétrique suivante :
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Chapitre 2. Décomposition de logiques mixtes

Proposition 2.10. [FLO8] Un ensemble? C R™ est céfinissable dans FQR, Z, +, <)
si et seulement s’il eégala une union finie d’ensembles de la foraie P*, ou C' C R™
est un ensemble pdgrique convexe @t est un sous-ensemble fini de.

2.3.3 Au-deh de la logique additive mixte : les RVA

On vient de montrer que la décomposition peut s’appligquEO(R, Z, +, <) et a
une de ses sous-logigues. On prouve maintenant qu’ellplgjap également a des lo-
giques plus expressives. On prend le cas particulier des(Réal Vector AutomatE)
[BRWOYE], qui est & notre connaissance la représentaéoiddble d’ensembles de vec-
teurs réels et entiers la plus expressive, parmi cellesmjLgté implementées. Les RVA
sont utilisés dans 'outil AsH [BJWO1 [BJWO05], comme on le verra dans la sedfioh 3.1.
Ici, on montre que la classe des ensembles représentadrléd/A est decomposable
grace a notre opérateug”, en reprenant la présentation utilisée dans [Ler03].

Soit un entieh > 2, appelébase de dcompositionOn note¥, = {0,...,b — 1}
I'ensemble fini dedbitset S, = {0,b — 1} I'ensemble deits de signeUn mot infini
0 = 8ay...a * Qp41Qk42 . .. SUr lalphabets) U {x} est ditb-correctsi s € S;' et
a; € ¥} pour tout: > 1. On appellep, : £ U {x} — R" le décodaged’'un mot
b-correct Un motb-correct o est alors appelé ldecomposition “bit de poids fort en
premier” du vecteur réep, (o) € R™ :

po(c) = b* <1 7 + Z biai>

i>1

Remarques : Notons que le symbolecorrespond simplement au séparateur décimal
habituel, tout comme une virgule (ou un point dans la nornggcasaxonne). De plus,

le terme correct pour ce qu’on appelle ici un bit est en faigitti (chiffre, en anglais),
puisqu’on ne se restreint pas a une décomposition en bdke = binary digt, en
anglais).

Définition 2.11. [BRW98] UnRVA en baseé est un automate delBBhi A sur I'alphabet
Yy U {x} tel que le langagé (A) reconnu parA ne contient que des madtsorrects.

L'ensemble[A] représenté pad est défini de la fagcon suivantd A] = {py(0) |
o € L(A)}. Un ensemble? C R” est ditb-reconnaissablg’il existe un RVAA en base
btel queR = [A].

4Les RVA ont été définis pour la premiére fois d&ns [BBR®4is I'approche utilisée darls [BRW98]
correspond davantage a la notre.
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2.3. Applications de 'opérateur de décomposition

D’apres [BRW98], la classe des ensemblesconnaissables est caractérisée logi-
quement par FOR, Z, +, <, X}), ou X, est un prédicat supplémentaire. Ce prédicat
défini surR?, est tel queX,(z, u, a) est vrai si et seulement s'il existe une décomposition
“bit de poids fort en premiers = sa;...ag *x aiy1 ... pourz et un entieri € N tel
quea; = a etu = b'. Intuitivement, X, (z,u,a) est vrai si et seulement siest une
puissance entiere (positive ou négativepa s’il existe une décomposition dedans
laquelle le bit en positior} vauta.

Théoreme 2.12.[BRWYI8] Un ensembl& C R" estb-reconnaissable si et seulement
s'il est cefinissable dans FQR, Z, +, <, X}).

Afin de pouvoir décomposer F®, Z, +, <, X,) avec notre opérateur, on montre
que le prédicafX, peut s’exprimer au moyen de deux autres préeditaet 17, définis
comme des fonctions de valuation :

-V, : Z\ {0} — Z estlafonction de valuation erggreintroduite dans [BHMV94]
et définie pai;(z) = 7, olj € N est le plus grand entier tel qle’ z € Z.

— W, : D\{0} — D est lafonction de valuation&cimaledéfinie paiV,(d) = b7,
olij € N est le plus pefitentier tel quéyd ¢ D.

Intuitivement, pour ure € Z, V,(z) se “place” sur le bit de poids faible (i.e. en
positiont®) et “remonte” le long des bits vers la gauche (i.e. se placgositiont® en
faisant croitre), en s’arrétant sur le premier bit non-nul.

De maniére tout a fait symétrique, pourdig D, W, (d) se place sur le bit “décimal”
de poids fort (i.e. en positiobr ) et descend le long des bits vers la droite (i.e. se place
en positionh—* en faisant croitre), en s'arrétant sur le premier bit non-nul.

En exprimantX, dans FQR, Z, +, <, V;,, W,) etV,, W, dans FQR, Z, +, <, X;),
on en déduit que FR, Z, +, <, X;) = FO(R, Z, +, <, V,,, W}). Voici les encodages
de ces prédicats ; notons que I'on peut multiplier une Wigar la valeur de bit €
{0,1,...,b— 1} puisque la baskest connue et fixée.

Xp(z,u,a) =3weD,yeZ,FIzeRe=w+ty+z+aurz<u
A ((uzl/\Vb(y)zbu) Y <u< 1A Wy(w) Zbu>)

L'idée de cet encodage d&,(x, u, a) est de remarquer que la décomposition du réel
x estla somme de deux reelet = tels que la décomposition den’a que de® a droite

SDans [BEL08],; est défini par erreur comme le plus petit entier aMégd) = b’ et non pas avec
Wy (d) = b= (dans ce cas il faudrait prendfeomme le plugrandentier négatif).
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Chapitre 2. Décomposition de logiques mixtes

de la position indiquée par, et symétriquement quen’a que de$) a gauche de cette
position indiquée par. Deux cas de figure se présentent alors : soit cette postibn
a gauche du séparateyrdonc on utilise la valuation entiefig, soit elle est a droite,
et on utilise alors la valuation décimadli,. On sépare alorg de sa partie décimale,
parce qué/, n'est défini que suZ et W, n’est défini que sub.

Vi(x) =y = ElaER,Xb(:U,y,a)/\a#O/\VzEN<z<y = Xb(x,z,O))

L'idée de cet encodage dg(z) = y est simplement de considérer qugz) ne
fait que donner la valeuy indiquant la position du bit non-nul le plus a droite dans la
décomposition de I'entier. On indique alors que le bit a cette position est non-nul, et
gue tous ceux qui sont a droite de cette position sont nuls.

Wy(x) =y = EIaER,Xb(x,y,a)/\a%O/\VZ€D<(bz<1/\z>y) = Xb(x,z,0)>

Similairement, I'idée de cet encodageldig(z) = y est de considérer qué&,(x) ne
fait que donner la valeuy indiquant la position du bit non-nul le plus a gauche dans la
décomposition du décimal On indique alors que le bit a cette position est non-nul, et
gue tous ceux qui sont a gauche de cette position et a di®ii@ virgule sont nuls.

A l'aide de ces trois encodages patix, V,, W,, et grace a la propositidn 2.6 et au
théoremé2Z]9, on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 2.13.FO (R, Z, +, <, X,,) = FO(Z, +,<,V,)  FO(D, +, <, W,)

De plus, il est clair que la logique F@, +, <, V},) ¥ FO(D, +, <, W,) étend la lo-
gique FO(Z, +, <)WFO(D, +, <). Cependant, méme si le prédits} est crucial dans
la caractérisation logique des ensemblesconnaissables, ce prédicat n’est pas utilisé
en pratique. En fait, pour pouvoir obtenir des algorithnfésaczes manipulant des auto-
mates de Biichi (notamment pour la minimisation et la dit@sation), on ne considere
que les ensembled C R™ pouvant étre représentés [RWVA faibledBJWO1]. On rap-
pelle qu’'un automate de BucHiest ditfaible si chacune de ses composantes fortement
connexess satisfaits C F ouS N F = (), ou I’ est 'ensemble des états acceptants.

Malheureusement, la classe des ensemBle€sR" représentables par RVA faibles
n'est pas caractérisée par une logique, puisqu’elle pas stable par les opérations du
premier ordre, a cause de la projection (pour une exptinatétaillee, voir le Lemme
2 et le paragraphe qui le suit dans [BBI.09]). Notons enfin gseRVA faibles sont
utilisés dans I'outil LRA [BDEKO7], dont les bancs d’essais montrent des temps de
calcul efficaces pour des ensembles définis dans la logiQU& FZ, +, <).
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2.4. Aux frontieres de la décidabilité

Remarque : Les trois prédicats\,, V;, et W, ne donnent pas directement l'indice
d’un bit, mais la puissandé, bien que l'indice elt été généralement plus facitaa
nipuler. La raison principale est que si I'on disposait diedice, on pourrait exprimer
les puissances, ce qui rendrait les logiques indécidabéeparagraphe suivant prouve
cette affirmation.

Supposons que I'on définiss€ par X (x,i,a) = X,(z, 0", a) et V) parVy/(z) =
i = Vj(x) = b'. On amontré qu¥, est exprimable dans F®, Z, +, <, X;) avec un en-
codage fonctionnant également pour exprifiedans FQR, Z, +, <, X]), de maniére
presque identique (il suffit de changex y enz > y, puisque 'on numérote les indices
dans le sens inverse des puissanceg)dbe plus, d’apres [CP86], les prédicatset
b® sont incomparables et rendent la logique (FO+, <, V5, 27) indécidable (comme
on I'a rappelé dans la sectign Z]1.2). On obtient alorgdli®é FOR, Z, +, <, X]) =
FOR,Z,+, <, X;,V/). Or, de l'indécidabilité de la logique FQY, +, <, V5,2%), on
peut déduire que FQN, 4, <, V) est indécidable (en utilisant 'encodage du deuxiéme
paragraphe de la page 5 e [CP86]), et donc la logiquéRE@, +, <, X, V) est elle
aussiindécidable. Suite a I'eégalité precédente(R, +, <, X|) estdonc indécidable.
Or lalogique FAQR, Z, +, <, X,) a &té montrée décidable dahs [BRW98].

Par conséquent, les prédicats et V;, (et similairement}V,) ne peuvent pas étre
définis pour donner les indicésil doivent en effet donner directement la puissabice
a partir de laquelle on ne peut pas retrouv@tu moins, pas sans la multiplication, qui
menerait de toute facon a I'indécidabilité).

Notons également que le prédidat =), vrai si et seulement si est une puissance
de b, est moins expressif qué. En effet, on peut le définir par I'encodage suivant :
Py(zr) = Ji € Z (xz = V'). La encore, on manipule directement la puissance, mais on
ne connait pas I'exposantqui est quantifieé existentiellement (voir la fin de la secti
[Z.1.2 pour plus de détails sur ce prédicat).

2.4 Aux frontieres de la dkcidabilitée

Dans cette section, on étudie deux nouvelles extensioladogique additive mixte,
afin d’unifier ces logiques mixtes dans une seule logiquedagenant toutes et restant
décidable. En effet, la logique additive mixte a été&lée depuis une dizaine d’années,
notamment pour fournir des procédures de décision [WWBSIVIE], pour caractériser
des modeles de systemés [0J99, XDISP03, BESP09], po@éclantposer en fonction
d’autres logiques [BFEL08], pour la caractériser géamgaement [[FLOB], ou encore,
pour étre implementée [BJWIO5, BDEK(07, BHO6].

On aimerait cependant étudier ce qui se situe entre cefigue et I'indécidabilité.
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On a vu que les CPDBM, par exemple, correspondent a uneuegnglécidable, mais
que lalogique des RVA, FQR, Z, +, <, X,), reste décidablé [BRW98]. Or lorsque I'on
recherche des études de cas, on se rend compte que I'onsauna@nt besoin de la mul-
tiplication. Dans le cas du protocole BRP (Bounded Retrassion Protocol), on mul-
tiplie une variable (le délai de retransmission) par uneégaramétrée ; le parametre
est un objet mathématique qui se situe “entre” les notiensothstante et de variable, et
sa multiplication est possible dans la logique des CPDBMnpé#ant a I'outil TREX
[ABSO1] de vérifier ce protocole daris [AABOO].

La multiplication, couplée avec les entiers et 'additidanne une logique indécidable
(ce que I'on voudrait éviter). On envisage deux posséslppour combiner autant que
possible la multiplication et les entiers, tout en restamsiune logique décidable. Une
premiere piste serait de considérer I'arithmétiquedleg et d’y ajouter un prédicat don-
nant une partie des entiers ; par exemple, si I'on se resaexpuissances entieres2le
(ou d’'une base, plus généralement), on obtient la logique décidabléRG-, x, <, )
[vdD85,[AY01] (voir la section précédente ainsi que lateedZ.1.1). Une autre piste
serait de partir de la logique additive mixte, et d’y ajoutarfragment de la multipli-
cation, restreinte aux décimaux : c’est cette extensiauk I'on étudie dans la section

241.

2.4.1 PDM : Presburger avec multiplication cecimale

Cette section introduit une logique étendant la logiquditag mixte avec la mul-
tiplication décimale. On a en effet une partie de la multgtion, ainsi que les entiers,
et on reste dans une logique décidable. La multiplicatiecirdale peut avoir diverses
applications, comme par exemple dans les probabilitepeanen effet multiplier deux
variables comprises dans l'intervallg 1, ce qui suffit pour la plupart des calculs de
probabilités. Cette logique peut alors avoir des appboaintéressantes, hotamment
pour représenter des propriétés de vérification et desrables d’accessibilité pour des
modeles de systemes probabilistes (processus deat&cimarkoviens, automates pro-
babilistes, etc.).

Un exemple de tel systeme est le suivant : deux joudwsB s’affrontent dans un
jeu ou, en partant de I'état de controle initial, il fawgmer deux manches successives
pour que la partie se termine. Lautomate de la fiuré 2.2éessmte un tel jeu, sur
lequel chaque transition est étiquetéefét), ou la fonctiorg,; : {A, B} — D donne
la probabilité que le joueur € { A, B} remporte la manche au tempdonné.

Une exécution acceptante d’un tel automate représeetpantie, dans laquelle 'un
des deux joueurs a remporté deux manches successivesi@nt p I'étaty,) ; notons
gue chagque mancheest remportée a un certain tempsOn peut donc calculer, par
exemple, la probabilité qud gagne, en jouant a deux instamtst,, en calculant le
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2.4. Aux frontieres de la décidabilité

FIG. 2.2: Un automate modélisant un jeu probabiliste avec PDM

produité, (A) x &, (A). Autre exemple, un peu plus riche : on peut également caicul
la probabilité queB gagne la partie en 4 manches :

((ftl(A) X §t2(3)> + (gtl(B) X ftg(A)>) X &ty (B) % &, (B)

SiI'on se place dans un cadre stochastique et réalisteg olevrait pas avoir de proba-
bilités qui atteigne 1 ; ces deux exemples de formules somt dien définissables dans
FO(D, +, x, <).

On amontré dans le theoremel2.9 que(ROZ, +, <) = FO(Z, +, <)WFO (D, +, <).
On définit ici une extension de cette logique avec la mudiiion décimale, que I'on
appellePDM (pourPresburger with Decimal Multiplication

Définition 2.14. PDM est la logique éfinie par FO(Z, +, <) ¥ FO (D, +, x, <).

Soit la fonctionx : D? — Dtelle que(r, x roy = r3) = (ry Xry = r3Ary, 79,73 €
D). En d’autres termesg est la multiplication restreinte aux décimaux. On montre q
PDM est équivalente a la logique F(@, Z,+, X, g) :

Proposition 2.15.FO (R, Z, +, x, <) = FO(Z, +, <) 4 FO(D, +, x, <) = PDM

Démonstration.On montre les deux inclusions.

“2” : Tout ensemble définissable dans la logique (FO+, <) W FO(]D), +, X, g) est
également définissable dans E@, Z,+, X, g) de facon triviale. En particulier, les ap-
plications dex sont restreintes a des variables dé@nset correspondent donc a des
applications dex.

“C” : Tout comme pour le théorenie 2.9, on remarque que lesnanssR et Z, la
fonction + : R?> — R, et le prédicat<, sont définissables dans FD, +,<) w
FO(D, +, x, <) d'aprés les exemplés 21, P[212.3[€] 2.4. La fonctionD? — D
est, par définition, exprimable dans FQ) +, <) ¥ FO(D, +, x, <). De la stabilité par
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opérations du premier ordre, on obtient I'inclusion #OZ, +, <) C FO(Z,+,<) W
FO(D, +, x, <).
On en déduit alors I'égalité. O

Les diagrammes sur la figureP.3 illustrent une caractésisgéomeétrique de I'ex-
pressivité de FOR, Z, +, <) et de PDM.

FO(R,Z,+, <) FO(R,Z,+, x, <)

FIG. 2.3: Caractérisation géométrique de OZ, +, <) et PDM

On montre maintenant que PDM est une logique décidableffét &est la combi-
naison de la logique de Presburger 0+, <), qui est décidable, et de I'arithmétique
décimale F@D, +, x, <), elle aussi décidable, puisqu’elle est un fragment déttar
métique réelle (prouvée décidable par Tarski). Ceitalminaison est effectuée par unions
finies de sommes de la forme K@, +, <) W FO(D, +, x, <); par la stabilité par
opérations du premier ordre et en utilisant la propos[@ah on obtient le résultat sui-
vant :

Proposition 2.16. La logique PDM est écidable.

On s’intéresse alors a I'expressivité de cette logitjaeseule logique mixte décidable
gue nous avons vue jusqu’a présent, et qui contienndghiagtique linéaire, est la lo-
gique des RVA, notée FQR  Z, +, <, X;). On montre que la logique des RVA est in-
comparable avec PDM :

Proposition 2.17.PDM et FO(R, Z, +, <, X;) sontincomparables.

Démonstration.Montrons quel; = {27" | n € N\ {0}} (les puissances négatives de
2) n'est pas définissable dans PDM. Le RVA sur la fiduré 2.4ésgmtel); (i.e. son
langage esb x 0*10“) : Supposons qué’; soit définissable dans PDM ; alofg =
Ui<icp(Di + Zi), 0uD; C P(D") etZ; C P(Z") pour toutl <4 < p, avecp € N. Par
définition, E; C10,1[, etdoncE; C D. On a alorsE; = U{uzi:{o}} D;, ce qui signifie
queE; est définissable dans RD, +, x, <).

En utilisant la technique d’élimination de quantificatetelle que détaillée dans la
preuve du théoreme 3 dans [Rab77], on remarque que toutelli® de I'arithmétique
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0 0

0 1 O
O O—20) O

FIG. 2.4: Un RVA reconnaissant les puissances négatives de 2

réelle se décrit sous forme de disjonctions de conjonstate polyndmes; est donc
de la formeU(N[P(z)#c]), ou# € {<, <}, P(z) est un polyndme en, ¢ € Z, et
I'union et I'intersection sont finies. Cela signifie ik est une union finie d’intervalles
I;; donc il existe un indic&, tel quel;, contient une infinité de points d€,. On a alors
I,, N Ey non-dénombrable, ce qui contredit la définitionfde(i.e. comme un ensemble
dénombrable). On a donc un ensemble qui est définissabteFAR, Z, +, <, X,) (et
donc dans FQR, Z, +, <, X,) avech > 1) mais pas dans F(R, Z, +, x, <).

2
dans FQR,Z, +, <, X;). La formule suivante définit; et appartienta FQD, +, x, <),
etdonc a PDM (z x z) + (x x ) = 1. Supposons qu'il existe un RVA représentant
Es ; alors A aurait la forme suivante, puisque c’est un automate de Bleshpointilles
représentent des suites de transitions) :

Montrons a présent quB, = {ﬁ} = {z € R, | 22® = 1} n'est pas définissable

FIG. 2.5: Forme générale d’'un RVA

La séquence de transitions(contenant le symbole) menerait a un chemin infini
passant par un état acceptant. Ce chemin infini est un Gigtiqueté par un mai,
qui peut donc &tre lu infiniment souvent. Les mots accgpaése RVA sont donc de la
formeL(A) = om®, dont le décodag@A] est donné pap, (que I'on notep puisqu'l
n'y a pas d’ambiguité). On en déduit I'égalité suivant

plom®) = p(o) + b““‘.p(m) + b—(\o\+lm\)_p(m) + b—(|0|+\m|+\m|).p(m) 4.

= p(o) + Y bt () (suite géomeétrique)
=0

=p(o ol L .p(m
(o) + (hﬁ)””

On aurait dondA] € Q; or, par définition dev,, on veut[A] = {@} On vient alors

de montrer gu'il existe un ensemble définissable dans PDiM’gst pas représentable
par un RVA. 0]
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On a donc deux logiques mixtes décidables et incomparatited I'expressivité
semble tres pres de I'indécidabilité ; existe-t-il Uagique décidable les contenant? On
va voir que c’est le cas, dans la section suivante.

2.4.2 RDM: lalogique des RVA avec multiplication cecimale

Dans cette section, on définit une logique mixte décidphis expressive que toutes
les autres logiques mixtes étudiées ici. On appelle taegigue RDM, pour “RVA with
Decimal Multiplication” : c’est en fait la combinaison de RDavec la logique des
RVA. C’est une logique mixte qui permet donc de représem@srnombres ultimement
périodiques, tout en disposant de la multiplication e#ete aux décimaux.

Quelques rappels :

— PDM est la logique FQR, Z, +, x, <) = FO(Z, +, <) ¥ FO(D, +, x, <),
avecx :D2—>]D)te||eque7"1 ;(7’2:7’3@7"1 XT2:T3/\T1,7’2,T3€D.

— lalogique desRVAestFR, Z, +, <, X}) = FO(Z, +, <, V,)WFO (D, +, <, ).

On définit alors la logiqgu& DM comme la logique contenant a la fois ces deux logiques
FO(R,Z,+, %, <) et FOR, Z, +,<, X,,) :

Définition 2.18. RDM est la logique FQR, Z, +, X, <, X,).
On montre que RDM se décompose naturellement avec notratelr :
Proposition 2.19.RDM= FO (R, Z, +, x, <, X;) = FO(Z, +, <, V;,)WFO (D, +, x, <, W},)

Démonstration.La preuve découle directement de la combinaison des psedda
propositio 2.6 et du theorerme2.13. O

La logique RDM est décidable, puisqu’elle est la combioai@ar unions finies de
sommes) de deux logiques décidables, stables par opé&satu premier ordre. La lo-
giqgue FOZ, +, <, V) est en effet décidable [BHMV94]. La logique KD, +, x, <, W)
est elle aussi décidable, puisqu’elle est contenue ddogitpue décidable FOR, +, x, <, P,)
[vdD8E, AYO7‘E, vue dans la section2.1.1. Cette inclusion se remarquenaist :

(x € D) =2 € Ry Az < 1, les prédicatst, x, et < sont les mémes (quoique
définis sur un sous-ensemble) JEf(x) = y est équivalent a la formul&,(y) A = <
IANz>yAx<(bxy),quiappartienta FOR, +, <, ). D’aprés la proposition 2.7,
on vient alors de prouver la proposition suivante :

6Ces deux articles considerent le prédieaplutdt queP,, mais la généralisation se fait naturellement,
pour toutb > 2.
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2.4. Aux frontieres de la décidabilité

Proposition 2.20. La logique RDM est &cidable.

RDM est une logique mixte, alors que FR, +, x, <, P,) est une logique réelle
(avec quelques entiers). On pourrait croire que RDM cotitaaries les logiques étudiées
dans cette these, y compris les logiques uniquemenegethais ce n’est pas le cas,
puisque ces deux logiques sont incomparables, comme lerenlanproposition sui-
vante.

Proposition 2.21. RDM et FO(R, +, x, <, P,) sont incomparables.

Démonstration.Le principe de la preuve est le méme que pour la propogiiibm Boit
E5 = 7; Es est trivialement définissable dans RDM. En revandhene peut pas étre
défini dans FOR, +, x, <, P,), car il rendrait cette logique indécidable.

Soit B, = {(x,y,2) | * x y = z}; E, est définissable dans R®, +, x, <, F,).
Cependant, pour la méme raison que précédemment, il miepas étre défini dans
RDM, sous peine de la rendre indécidable. O

Remarque : Cette démonstration ne fait aucunement appel aux prisdiGaet P, :
elle utilise seulement le fait que les entiers et la multgtion ne peuvent étre mélangés
dans une méme logique décidable. On peut donc en conder@agcon plus générale,
gue chacune des logiques mixtes étudiées ici est incahf@avec les logiques réelles
contenant la multiplication.

On pourrait alors vouloir construire une logique mixte nmaaie, qui englobe RDM
et la logique réelle FOR, +, x, <, P,) : cependant, ajouter la multiplication & RDM
la rendrait indécidable, &8, est déja contenu dans RDM cBy(z) = X,(x,z,1) ou
encore :

Pb(:c)z(:czl = Vb(:c):x)/\(x<1 = Wb(a:):x>

Dans l'autre sens, on ne peut pas ajoutgra FO(R, +, x, <, P,), puisqu’elle de-
viendrait indécidable X, permet en effet de donner tous les entiers, par I'encodage
du prédicatZ (vu dans la section2.1.3) :

Zx)=VuelR (u <l = Xb(x,u,0)>

On dispose alors de deux logiques qui semblent “maximapessqu’elles deviennent
indécidables des que I'on essaye de les combiner ; dempdtsns que la seule logique
mixte parmi les deux est RDM.

Ce chapitre fournit & présent tous les éléments pounelola vue hiérarchique de
la figure[Z.6 des quatre logiques mixtes étudiées ici. Noigue les logiques réelles
n'apparaissent pas, puisqu’elles sont incomparablesr@mdiqué dans la remarque
ci-dessus).
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[RDM FORZ+><<ij

/\

(RVA:FO(R,Z, +,<, X)) [PDM: FO(R, Z, +, %, <)
[FORZ+<]

FiG. 2.6: Classification de logiques mixtes décidables entfonae leur expressivité
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Chapitre 3

Représentations symboliques et
implémentation

Ce chapitre traite des differentes facons de représdateensembles de mani&fe
fective c’est-a-dire d’'une fagon implémentable et utilisaddes un outil de vérification.
Plus précisément, afin de manipuler les logiques éasdians cette these, on utilise ce
que I'on appelle deseprésentations symboliquedne représentation symbolique, ici,
est un moyen de décrire des ensembles de vecteurs nuegragufournissant une al-
gorithmique pour construire et manipuler ces ensembles.

Plus précisément, on attend généralement d’uneseptétion symbolique que pour
toute paire d’ensembles;, £, qu’elle peut décrire, les ensemblgs U Es, E1 N E,,
Ey\ By, 3,E, etn E; soient calculables par un algorithme donnant le résuttas dette
méme représentation symbolique. De plus, une tellesgmtation doit fournir un algo-
rithme décidant sf; = E, (ou mieux, SiFE; C Es), ainsi qu’une représentation pour
I'ensemble vide et son dual (typiquement,Z, R, D, R, etc.).

On cherche en général des représentations symbolifficsces et completes : on
veut en effet disposer du plus grand nombre d’opératiossiptes sur les ensembles
représentés (union, intersection, difference, pt@mec etc.), que ces opérations soient
les plus rapides possibles, en obtenant le meilleur comgrenvisageable entre I'ex-
pressivité de la représentation et sa taille par rapptatformule représentée.

Il existe diverses représentations symboliques imptéées et utilisees en vérifica-
tion, que I'on peut regrouper en trois grandes familles. tenpere est celle des au-
tomates binaires, étudiée dans la secfioh 3.1. La dmexiamille de représentations
symboliques est celle des contraintes a deux variableéseptées sous forme de ma-
trices, dont on donne quelques exemples dans la sdcfibrl8.8oisieme type de
représentation symbolique, étudié dans la sedfiohrBahipule directement des for-
mules définissant des polyédes convexes. Enfin, on progerse la section 3.4 une
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nouvelle représentation symbolique, publiée dans [EfLQui implémente I'opérateur
de décomposition défini dans le chapitre précédent.

3.1 Automates binaires

Dans cette section, on présente les automates binairesomuun des moyens les
plus connus pour encoder des ensembles infinis de vectemérigues. Le principe de
base est simple, et remonte au moins_a [Biic60] : on encoaguehnombre de I'en-
semble a représenter en un mot binaire, et on construtolfaate fini qui accepte uni-
guement ces mots binaires. Ceci permet d’encoder des®ptedes mots finis. Pour
représenter des réels, on utilise des automates de Bficlai' obtenir une précision infi-
nie pour les décimales (qui sont séparées de la parigrempiar un symbole “marqueur”
spécifique, généralement™).

Notons que I'on appelle couramment cette représentaéiotomates binaires”, mais
gu’elle s’étend naturellement a tout encodage posigbda nombres dans une base de
décompositiod > 2, comme vu dans la sectibn 2.8.3. Cependant, en pratiquéyain c
sit généralemerit = 2.

On décrit ici les quatre types d’automates binaires @slisn vérification, en indi-
quant dans quel outil ils sont implémentés. Pour plusetail$”sur les trois premiers,
voir lathese de Jérdme Lerouix [Lel03]. Concernant l¢ésraates de LRA (le quatrieme
type décrit ici), voir [EKO8].

3.1.1 NDD et LASH/ MONA

Les NDD (Number Decision DiagramgWB95] sont une version améliorée des
arbres de décision classiques (souvent appelés BDD,Binary Decision Diagrams),
dans laquelle les feuilles sont étiquetées par des n@rdémebase > 2, et chaque
nceud peut avoir jusqufafils ; chaque étage de I'arbre représente alors la valaured’
variable. Les NDD correspondent a la partie entiere de&, B\ifuée avant séparateur
décimal lorsque I'on parcourt 'automate ; il suffit donad’automate fini pour enco-
der des entiers, contrairement aux réels. Les NDD peuwrird exactement les en-
sembles définissables dans la logique(EO+, <, V) [BHMV94], et sontimplémentés
dans 'outil LASH. Les NDD sont équivalents aux BDD multivariables de I'bMiONA,

a quelques transitions prés [Ler03].

L'outil L AsH (Liege Automata-based Symbolic HandIfirAS] vise a manipuler
des ensembles infinis de réels (par RVA), d’entiers (par N[2Dde messages (pour les
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canaux de communication, représentés par des QDD).rificde plus un solveur pour
la logique de Presburger.

L'outil M oNA (MONAdic second-order logidMon), IHJJ"95], lui, est plutdt basé
sur des arbres pour les logiques du deuxieme ordre avec dewusuccesseurs. |l sert
a construire des automates finis représentant des fosrdales de telles logiques, afin
d’effectuer diverses opérations.

3.1.2 UBAetFRAST

Les UBA (Unambiguous Binary AutomatglLer03] sont des NDD dans lesquels
les transitions sont étiquetées par les symboles dehidet{0, ... b}, et non pas
{0,...,b}" comme les NDD (pour une bage> 2). Pour lire lai®™¢ composante
d’un vecteur, on lit une suite de transitions dans un UBA, alors qu’une seule tran-
sition suffit, dans un NDD. Cette adaptation des NDD s’ajgplelserialisation et per-
met d’éviter que la taille de I'alphabet soit multipliearde nombre de variables. Ceci
permet de gagner en concision dans de nombreux cas, et damél@rer les perfor-
mances pratiques de la représentation. En effet, bienegug BA nécessitent plus de
transitions que les NDD, ils sont déterministes et conspktten les minimisant, on ob-
tient une représentation généralement plus concise fcevient également du fait que
I'alphabet étant exponentiellement plus petit pour leAUIBs transitions se factorisent
plus efficacement dans la minimisation). Les UBA sont imm@atés dans l'outil kST
[BELPO3,[BFLP08].

L'outil FAST (Fast Acceleration of Symbolic Transition systefiASg] permet
d’'analyser les systemes a compteurs fonctionnels (aosectio”414). Il implémente
une technigue d’accélération automatisée, qui caldateensembles d’accessibilité. Il
offre également la possibilité de vérifier des proj@$ade sireté.

Automates partages. Dans [Cou04], Jean-Michel Couvreur a développé un moyen
d'implémenter les automates finis de maniere tres eficdesautomates partags
L'idée principale est de decomposer un automate en coampes fortement connexes,
et de partager celles-ci entre tous les automates. Les atgerpartagés bénéficient
d’'une forme canonique, a l'instar des BDD. Le gain d’espaémoire est important,
et les temps d’exécution des opérations classiques Kiemdnt améliorés. L'exemple
le plus convaincant est probablement celui du test d’&gehtre deux automates, qui
est alors effectué en temps constant (comparaison deepoinsur les composantes
fortement connexes).

Ces automates partagés sont implementés damarSghared AutomatalAF],
et sont utilisés par I'outil RESTAF, qui implémente le principe des automates binaires
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pour les ensembles définissables dBrsdurger. L'outil PRESTAF est utilisé par la
version actuelle deAsT [FASK], qui a été intégrée a la plateforme modulaieNGPI
(voir la sectior :31).

3.1.3 RVAetLASH

Les RVA (Real Vector Automata) sont décrits dans la se@18@. Ce sontdes NDD
dans lesquels chaque mot est suivi du séparateur décinsad’pin “NDD infini”, c’est-
a-dire un automate de Bichi binaire qui reconnait lesrmdales de chaque mot. Plus
précisément, on utilise en pratique des automates dkifibles et déterministes, pour
leur efficacité (la complémentation d’'un automate faibbéterministe se fait simple-
ment en inversant les conditions d’acceptation sur les cs@utes fortement connexes).
Cette représentation est implémentée dans I'outdis, mais elle est difficilement uti-
lisable en pratique du fait de la taille des automates cqujaibduit.

L'outil L AsH est décrit dans la sectign 311.1. Une des extensions es&gvar |'au-
teur principal (Bernard Boigelot) est de permettre I'expton de I'espace des configu-
rations d’automates temporisés ou hybrides (voir cheflifr en représentant ces confi-
gurations par des RVA. Ce projet semble cependant changéiretdion, du fait des
récents travaux sur I'accélération hybride et de leyslémentation dans le prototype
HAT (voir page104), basé sur les RVA da&H et sur les polyedres deoRy LB (voir
sectior3.B).

3.1.4 “Don’'t Care RVA” et L IRA

Afin de réduire la taille des RVA, I'idée des “don’t care wiet (issue des BDD) a été
généralisée et retravaillee dahs [EKO6]; cette id&esiste a ne plus se soucier du fait
que certains mots soient acceptés ou non par 'automateff&n pour la plupart des
nombres définissables dans HRZ, +, <, X}), il existe deux RVA les représentant.
Par exemple, I'entie? peut s’écrire comme les mots binaires réels infilisc 0« et
1 % 1«. L'idée principale de ces “Don’t Care RVA” est de négligeus les mots de la
forme {0, 1}* x {0, 1}*1¢, qui introduisent un double encodage pour certains nombres
areprésenter.

Cette technique permet alors d’obtenir un RVA minimal equei pour chaque en-
sembleR C R” représentable, et ainsi de tester le vide en temps Imé@ependant, la
projection (ou quantification) d’une variable peut ne plasmker un RVA, et prend plus
de temps dans le cas des “Don’t Care RVA”. Toutefois, la mtigpa est une opération
qgue I'on n’est pas nécessairement amené a utiliser digpea De maniere générale,
cette amélioration des RVA permet d’obtenir des réssiltateressants tant en théorie
qu’en pratique, au niveau de la taille des automates et dgsste’exécution pour les
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opérations[I[BDEKO7]. L'outil implémentant ces “Don’t @GaRVA” s’appelle LIRA.

Loutil L IRA (Linear Integer/Real Arithmetic solvellLIR] fournit un solveur pour
la logique additive mixﬂ;FO(R, Z,+, <).Les benchmarks montrent une efficacité net-
tement supérieure a celle dagH, OMEGA, et MONA, et sont disponibles a I'adresse
suivante http://1i1ra. gt orge. avacs. or g/ t ool paper/ #benchmar Ks.
Cependant, ces benchmarks montrent aussi que pour la éod@®resburger, I'outil
PRESTAF reste le plus efficace (grace a la mise en mémoire cdeBecomposantes
fortement connexes d’automates partagés, ce qui éviwsdmlculer plusieurs fois).

Conclusion relative aux automates binaires

L'avantage principal des automates binaires est qu’ileeaffun pouvoir d’expres-
sion important ainsi que la stabilité par les opératiompremier ordre et booléennes.
Cependant, les automates binaires sont généralemeszt lassds a manipuler en pra-
tique, notamment lors de leur construction a partir de reamies linéaires [WBQO].
Le cas particulier des automates d&A amoindrit considérablement ce probleme, au
détriment de la stabilité par projection (ce qui est uriiae que I'on peut toutefois se
permettre dans de nombreux cas). Lorsque I'on se resti@inemtiers, cependant, les
automates partagés font desTAF un outil tres efficace.

3.2 Matrices de contraintes

Cette section présente les représentations symboligasSes sur les matrices a
differences bornées, qui permettent de représenteredssmbles délimités par des
contraintes portant sur deux variables a la fois. Le pp@de base, tel que décrit dans
la sectiof2.2]1, consiste a borner la difference enttx dariables. Cette borne peut
étre une constante entiere (dans le cas des DBM), ou ur t@rithmétique défini dans
une logique donnée (comme pour les CPDBM), selon le prendirrit dans la section
231.

On présente d’abord le cas le plus simple (DBM), puis unereion (CPDBM).
Pour finir, on donne quelques exemples d’autres extensesDBM.

3.2.1 DBM et UPPAAL

La version la plus simple des matrices de contraintes estié@@®DBM (Difference
Bound Matrices]BM83, IDiI8Y], et est formellement définie dans la seclioB.2. Le

1Du fait de la perte de stabilité par projection, les ensesibéprésentables par “Don’t Care RVA”
ne sont pas caractérisables par une logique; les ensed#éflassables dans F®, Z, +, <) donnent
cependant une idée assez réaliste de ce que I'on peutrequans LRA.
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principe est le suivant : on cherche a représenter desrdrise de réels définis par des
conjonctions de contraintes de la forme — z, < ¢, ou< € {<,<} etc est une
constante entiere. Une DBM est donc une matrice bornanffeExehce entre chaque
couple de variables par une constante ; I'ensemble repé&gar une DBM est donc
délimité par la conjonction des contraintes de la DBM.sPuécisément, une DBM
définit un polyedre convexe ; on peut donc manipuler desngiile polyedres convexes,
en utilisant plusieurs DBM.

Les DBM sont tres efficaces, en pratique : les opératiomsidh et d’intersection se
font tres rapidement, et elles nécessitent assez peedwiré. Cependant, les DBM ne
sont pas stables par complémentation. De plus, les DBMrsotifd’'un manque d’ex-
pressivité ; si des unions de polyedes convexes suffisemtlps automates temporisés,
ce n’est pas le cas pour des systemes hybrides plus commaxes systemes a comp-
teurs. Limplémentation la plus célebre des DBM estaiegment I'outil LPRAAL .

L'outil U PRAAL [Upp] est développé et maintenu conjointement dans la®tsités
d’Uppsala (Suede) éialborg (Danemark), depuis une douzaine d’années. Cet ttil e
un model-checker pour les automates temporisés (voirdaosdh.2), constamment
amelioré et étendu avec de nouvelles fonctionnalitésla particularité d’étre tres uti-
lisé (nombreuses études de cas a I'appui), et ce ménwldanilieu industriel, ce qui
temoigne des performances de cet outil. Plusieurs owgéosur BRAAL ont été mis
en ceuvre, notamment pour la modélisation et la vérifinat®systemes temps-réel em-
barqués (TMES) et d’automates probabilistesgB), pour I'ordonnancement (@RA),
le test temps-réel (HON), les jeux temporisés (GA), etc. Toutes ces extensions, ainsi
gu’une panoplie de tutoriels, publications, et présématsont disponibles sur le site
web [Upp].

3.2.2 CPDBM et TREX

Une extension des DBM connue est celle des CPDEMnstrained Parametric
DBM) [AABOQ], qui sont présentées formellement dans les eas{iiZZ]l ef 2.311.
L'idée est d’augmenter I'expressivité des DBM, en d&fsaint les bornes de difféerences
non plus par des constantes entieres, mais par des terittea&igues. Ces termes
arithmétiques sont définis dans I'arithmétique mixtejsrsans quantificateurs. Le pro-
bleme principal des CPDBM est que cette logique, dans legsent définies les bornes,
est indécidable (du fait de la présence combinée desrsravec I'addition et la multi-
plication). Les CPDBM ont été définies pour étre impéntees dans I'outil TRX.

L'outil TREX (Tool for Reachability analysis of compleX systefi$ie, [ABSO1]
est un outil pour analyser des systemes de nature differegystemes a compteurs, au-
tomates temporisés paramétrés, automates avec caaaxranunication non-fiables,
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ou une combinaison de ces trois modeleseXRente de générer 'ensemble des confi-
gurations accessibles dans un systeme, puis de vériBgrdpriétés de slreté (voire de

vivacité). Toutefois, étant donnée I'indécidalglitthérente des CPDBM et des modéles
en question, I'analyse d’accessibilité ne termine pags&airement.

3.2.3 Autres extensions des DBM

Afin de clarifier I'expressivité des CPDBM, on les a para@és par la logique?
dans laquelle les bornes des matrices sont définies (veiedaon2.311). Ainsi, on a
défini lesCP-DBM , qui sont des DBM dans lesquelles les termes arithmétigques
(bornant les differences de la forme — x5 < t) sont définis dans la logiqu&’. On
a alors caractérisé les CPDBM de [AB$01] comme étant(dBsDBM 4 ou £ est
I'arithmétique mixte sans quantificateurs. De plus, on am@que pour le cas o
est la logique de Presburger, on peut caractériser lesdasgreprésentés par de#’-
DBM g en utilisant notre opérateur de décomposition du chayptécédent (voir la
propositio 2B page #8).

Il existe de nombreuses autres extensions des DBM. Par éxeRgron et Halb-
wachs [PHQO7] ont ajouté aux contraintes classiques des IBM- z, < ¢) des
contraintes de la forme; — z, # 0, afin d’obtenir des dDBMdisequalities DBM)
leur objectif était de differencier des alias de varialfiee. des doublons) dans des pro-
grammes a veérifier.

Afin d’optimiser I'implémentation des DBM, les CD{Zlock Difference Diagrams)
[LWYPY9] et les DDD(Difference Decision Diagram$MLAH99] ont &té définis : les
DBM ont en effet un probleme de redondance d’'informatian,geut facilement &tre
traité en se basant sur les BDD.

Enfin, dans le but de généraliser les contraintes des DBMogiAe Miné a défini
les octogonegMin01], dans lesquels les contraintes sont de la forme + 2, < c.

Il a poursuivi ce travail en définissant ldemaines nugriques abstrait§Min02], qui
manipulent des contraintes de la forme— z, € C ouC est un domaine abstrait (voir
[Min02] pour plus de détails a ce sujet).

Conclusion relative aux matrices de contraintes

De maniere générale, les matrices définissant desaiotds sur des couples de
variables partagent les mémes avantages et inconvénlenir avantage principal est
I'efficacité pratique, qui permet une manipulation rapi#s ensembles représentés, en
occupant relativement peu d’espace mémoire. Cependareéssivité de ces représen-
tations est souvent trop limitée pour I'utilisation querl’aimerait en faire (i.e. la vérifi-
cation de systemes infinis numériques temporisés). D& plles ne sont généralement
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pas stables par les opérations classiques (complénmentatojection, etc.). Cela dit,
ces représentations symboliques sont bien adaptéesilesdtion pour laquelles elles
sont prévues, c'est-a-dire pour représenter les comdfiguns d’automates temporisés
dans UWPRAAL (DBM) et pour analyser les ensembles d’accessibilité demsystemes
de TREX (CPDBM).

3.3 Formules polyedriques

Cette section décrit brievement la représentation séerbles de vecteurs nume-
riques qui semble la plus naturelle : les formules arithqueis. Ces ensembles sont
alors décrits par des conjonctions de contraintes Iieéaur des vecteurs de variables
numeériques, formant des polyedres.

Il existe plusieurs implémentations suivant cette appeotne des plus anciennes,
restreinte aux entiers, s'apelleM@GA (The Omega Project : Frameworks and Algo-
rithms for the Analysis and Transformation of Scientificgteons)[OME [Pug91]; elle
n'est plus maintenue depuis longtemps, et son efficacét® dargement dépassée de-
puis.

Une autre implémentation,d®yL1B (PolyhedraLibrary) [POLbB], manipule des
unions de polyedres fermés, c’est-a-dire que les ilitégalans les contraintes ne doivent
pas étre strictes. Ceci est une restriction trop forte pows ; en effet, on ne pourrait
méme pas représenter les décimaux, puisqu’ils sontrtauser 1.

Cependant, une autre bibliotheque de fonctions a étélogpée en surcouche a
PoLYLIB : c’est la bibliotheque BwPoLKA [POLé], qui permet aux polyedres d’'étre
ouverts. Cependant, les polyedres doivent étre conyexepeut toutefois manipuler
des unions de polyedres convexes, ce qui augmente coaisieent I'expressivité de
cette représentation.

Enfin, I'implémentation qui semble la plus efficace pourfsnules polyédriques
est FPL (Parma Polyhedra Library]PPL]. Elle offre les mémes fonctionnalités que
NEWPOLKA, a savoir la manipulation de polyedres convexes (ouwerfermés) ; I'uti-
lisateur écrit et lit des formules (par exempte; 2 xy + 5 x z <= 7), et les opérations
sont faites directement sur ces formules, en passant sinbgaopdes générateurs (i.e.
bases et périodes). Le site web deLropose des benchmarks montrant qu’elle est
plus rapide que EWPOLKA ; les résultats de ces tests sont disponibles a I'adresse
http://ww. cs. uni pr.it/ppl/pertfornance.

La complexité dans le pire des cas est exponentielle ertifonde la taille de la
formule et du nombre de variables, pour la plupart des dip@s (union, intersec-
tion, projection, etc.). Cette limite bien connue pas lé&otitiens contraint également
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les implémentations, aussi optimisées soient-ellegdtticulier, puisque ces formules
définissent des unions de polyedres convexes, elles gepptres mal la complémen-
tation (par laquelle elles ne sont pas stables).

Conclusion relative aux formules polyedriques

D’apres notre expérience pratique, le principal avamtégcette représentation sym-
bolique est qu’il semble naturel de décrire des ensemialedgs formules, qui sont la
représentation la plus concise (seulement quelquesteega@lphanumériques) : de ce
fait, I'occupation de I'espace mémoire est réduite (pamneple par rapport a une struc-
ture de données manipulant un automate binaire). De @usplélisation se fait plus
facilement, pour un humain. Cependant, certaines op@pieuvent étre fastidieuses a
calculer (notamment la complémentation). Leur expré&sast la méme que celle des
DBM, qui peuvent parfois &tre plus rapides en pratique.

3.4 IDSet GENEPI

Dans cette section, on présente une implémentation de opérateus défini dans
le chapitre précédent. Cette maniere de composer smti¢eels est concue de fagcon a
correspondre au cadre de@EPI Loutil GENEPI [GEN] est une plateforme modulaire
destinée a supporter des solveurs basés sur la logideredburger ainsi que des model-
checkers. Le noyau central dee@EPI est un gestionnaire daugins(i.e. de modules
additionnels), qui effectue les opérations classiquegr@ions booléennes, quantifi-
cation, satisfiabilité, etc.) sur des ensembles de vext€eas ensembles sont encodés
comme les solutions de formules arithmétiques, et le gasdiire central les manipule a
un niveau d’abstraction générique ; le véritable cattad opérations est ensuite effectué
par un plugin approprié.

Differentes implémentations existent donc pour chagperation, dépendant de
la représentation symbolique utilisée par le plugin eesgion. Un plugin est en fait
une surcouche a un outil existant, le rendant compatibée & niveau d’abstraction
générigue manipulé par le gestionnaire de plugins. dtdment, GNEPI possede des
plugins pour les outils RESTAF, LIRA, LASH, MONA, OMEGA, et PPL. Nous avons
programmeé un prototype pour notre décomposition, aplmed (pour “Integer-Decimal
Sums”). Comme expliqué dans la secfion 4.2.2, les ensemblkel’'on peut représenter
sont des unions finies de sommes “entiers+décimaux”. @santte ici lesbs, qui uti-
lisent deux autres représentations symboliques : unplpgur les entiers, et un autre
pour les décimaux.

En utilisant les bs, on peut alors combiner n'importe quelle paire de plugins :
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celle qui nous a semblé la plus efficEcjmsqu’anrs est d'utiliser RESTAF sur les en-
tiers et L sur les décimaux. Pour des ensembles dont la construetibappel a des
complémentations, il s’avere plus efficace d'utiliseplagin LIRA sur les décimaux,
du fait de la complexité de la complémentation dars.ROn peut également essayer
d’autres combinaisons : par exemple, on peut essayer deimendeux instances du
plugin LASH, I'une sur les entiers et I'autre sur les décimaux. Cettalioaison per-
mettrait de voir si, en pratique, notre decompositionlan&les performances des RVA
par rapport a leur outil dédié.

Afin d'implémenter notre décomposition, on a besoin d’'ubyen unique de repré-
senter des ensembles, principalement pour éviter ledalagipen effet, un méme point
(ou ensemble) pourrait étre contenu plusieurs fois daesfarmule, ce qui générerait
la construction d’'une représentation inutilement graridlens le reste de cette sec-
tion, on présente le cadre théorique, nécessaire &itarde la représentation, qui est
implémenté dans les IDS.

Soient3 C P(Z") et® C P(D"). Remarquons que $t = (Z + D,) U (Z + Ds),
alorsR = Z + D avecD = D, U D, ; sans perdre en généralité, on supposerajue
est toujours clos par union. On remarque alors BUe R" peut étre représenté par une
fonction partiellef :

fR: 3—>©
Zi — D

p

On définit I'interprétation de cette fonction commig:] = U(ZZ + fR(ZZ')>, ce qui

=1
correspond a I'écriture naturelle deintroduite dans la sectidn Z.2.2. Notons que cette
représentatiorfz n'est pas unique.

Pour des raisoEtechnineen étendf & la fonction totalg' telle quef(Z) = 0
si Z ¢ dom(fr) et fr(Z) = fr(Z) sinon. De plus, on définit le support gdg comme
supp(fr) = {Z | fr(Z) # (}. Par la suite, on utilisera la notatigiz au lieu defx,

sans ambiguité.

On est donc capable de représenter 'ensembéec une fonction, que I'on sou-
haite alors manipuler : c’est pourquoi on veut identiffgra [ fz]. Pour ce faire, cette

°Nous avons effectué des tests comparatifs sur la taillesttestures de données et les temps
d’exécution pour la construction d’ensembles définis ges conjonctions de contraintes linéaires (de
1 4 7 contraintes sur 1 & 5 variables).

3En pratique, on veut éviter de manipuler des ensemblesejabnt pas définis; ils correspondent
naturellement a I'ensemble vide, ce par quoi on les remesdonc.
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interprétation doit &tre une fonction injective ; maisrcest pas le cas, en général. En
effet, en utilisant les définitions précédentes, on puavoir plusieurs ecritures pour
[fr]- Cependant, siles images parsont disjointes, alors l'interprétatidifz] est une
fonction injective. Enfin, pour des raisons d’effectivittn ne considere que des fonc-
tions dont le support est fini.

Le reste de cette section est entierement consacré aralisation du raisonnement
développé dans le paragraphe précédent.

SoitFs .o={f: 3 — D | supp(f) est fini}.

Définition 3.1. La fonction d’interprétatior].] associea tout f € F5_.o un ensemble

de vecteurséels afini par[f] = | J <Z + f(Z)).
Zesupp(f)

Remarquons que puisquepp(f) est fini, 755 ne suffit pas a représenter tous
les ensembles de vecteurs réels, comme le montre le cexgreple pagé 46. On se
restreint alors aux fonctions suivantes :

Définition 3.2. Un IDF (Integer-Decimal Functiongst une fonctiorf € F5 .o telle
quelJ, f(Z) =D"etZ # 22 = f(Z)n f(Z') = 0. On noteIDF5 .5 =
{f € Fs_o | festunIDR pour cecrire tous les IDF. On utiliser&galement la nota-
tion [IDFs_o] = {[f] | f € IDF5.5}.

Les ensembles des exemgles £.1] 2.2, 2.8t 2.4 sonteeprépar les IDF sui-
vants :

Exemple 3.3.L'ensemble vid@ est repéseng par I'IDF f, définiparf, (Z) = () pour
toutZ # P etparf, (0) = D". L'ensemble&R™ est repeseng par I'IDF f+ (parfois noé
frn) défini par f+(Z") = D" et f+(Z) = 0 sinon. L'ensembl&" est repesengé par
I'IDF fz. défini par fz-.(Z™) = {0} et fz.(Z) = 0 sinon.

Exemple 3.4.L'ensembleiR_ = {r € R? | r; = r,} est repesené par I'IDF f_ défini
par f_(Z_) = D_, f-(0) =D?\ D_etf_(Z) = 0 sinon, Qi :

Z::{Z€Z2|21:22} D::{d€D2|d1:d2}

Exemple 3.5.L'ensembleR< = {r € R? | r; < ry} est repeseng par I''DF f- défini
par f<(Z.) = Ds, f<(Z<) = D< et f<(Z) = ) sinon, @i :

Z<:{ZEZ2|21<22} D>:{dED2|d1>d2}
ZSZ{ZGZ2|21§22} Dgz{d€D2|d1§d2}
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Exemple 3.6.L’'ensembleRr, = {r € R® | r; + ry = r3} est repéseng par I'IDF f,
défini par f, (Zy) = Do, f+(Z1) = Dy, f1(0) = D3\ (D, U D) et f.(Z) = () sinon,
ou (intuitivement¢ € {0, 1} est la retenue) :

Ze={2€Z| 21+ 2z +c= 1z}
DC:{d€D3|d1+d2:d3+C}

On remarque que tout ensemble d@hB F5 .o ] est dansd, W ©,,. Linclusion
inverse est obtenue en prouvant la proposition suivante :

Proposition 3.7(Cloture par I'union) SoitR € [IDF5, _.,]. Alors, pour toutZ € 3,
etD € ©,,0naégalemenR U (Z + D) € [IDF5, .5,].

Démonstration.Considérons un IDF : 3, — 9, tel que[f] = R, et deux en-
sembles” € 3, etD € ©,,. On doit alors prouver qu’il existe un IDF : 3, — 9,
tel que[f'] = R’ avecR' = RU (Z + D). On considére la fonction suivante :

f'r 3 — Dy
7z — (rzn\o) U (fznnp)

2MZmuz=2"

On va donc prouver quf est un IDF tel qud /'] = R’. Commengons par montrer que
f" estun IDF.

Tout d’abord, remarquons qug,, f'(Z’) = D". Ensuite, soienZ;, Z; € 3, tels
quef (Z)) N f(Zy) # 0;soitona(f(Z)\ D)N(f(Z5)\ D) # 0, soit il existeZ;, Z}
telsqueZf/UZ = ZietZyu Z = Zh et(f(Z)) N D) N (f(ZY) N D) # 0, puisque les
autres cas sont impossibles.

Cependant(f(Z1) \ D) N (f(Z3) \ D) # 0 implique quef(Z}) N f(Z3) # 0, et
puisquef est un IDF, on obtienZ; = Zi. De plus,(f(Z;) N D) N (f(Z§) N D) # 0
implique queZ] = ZJ, et en particulier queZ; = Z/. On a alors prouvé qug est un
IDF.
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Enfin, l'egalite[f'] = R’ provient de I'écriture suivante :
11=Uz +r(2)
—U( (' +(f(Z)\ D))
U @ +u@)n))

_Ul 7'+ (f(Z) \D))y((Z”UZH(f(Z”)ﬂD))

_u (Z"+ ((f(Z")\ D)V (f(Z") N D)))
Z(Z+Dﬂ(Uf(Z")))

=[] (Z+D)ZN

On vient alors de montrer la proposition suivante :
Proposition 3.8. 3,, W ®,, = [IDF35, .0,]

Prouvons que cette représentation est unique pour toetrdsie représenté :
Proposition 3.9. Pour tousfy, fo € IDF5 .o, [fi] =[] = fi=f2-

Démonstration.ConsidéronsZ; C Z" et prouvons quef;(Z1) C f»(Z1). Naturelle-
ment, on peut supposer qiig Z1) # 0 (sinon, l'inclusion est immédiate). Dans ce cas,
il existe un vecteud € f,(Z,). Puisque(f»(Z)), forme une partition d®", il existe
Zy tel qued € fy(Zs).

Prouvons queZ; C Z,. On peut supposer qu& # (). Soitz, € Z; et remarquons
quer; = z; +d € [[f1], et que dd f1] = [ /2], on déduitr; € [f>]. Ainsi, il existe 7,
tel quer, € Z, + fo(Z5). PuisqueZl, C 7" et fo(Z5) C D", on en déduit que; € Z}
etd € f,(Z}). Comme(f,(Z)), forme une partition d®" etd € f,(Z,) N fo(Z}), on
en déduitZ, = Z,. En particulierz,; € Z,, et on a montré qug; C Z,.

L'autre inclusionZ, C Z; est obtenue de maniere symétrique. On a alors prouvé
queZ; = Z,. Ainsi, f1(Z1) C fo(Z1) pour toutZ;. Par symétrie, on en déduit que
f1(Z) = f2(Z) pour toutZ, et donc quef; = fs. O

Notons qu’en pratique, cette unicité dépend de la rgmiasion symbolique des
ensembles dan et®. En effet, si 'une de ces représentations n’est pas unajoes
on ne peut pas garantir qu’'urD F5_.o Sera unique.
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Conclusion relative aux IDs et a GENEPI

Un des avantages desd est qu’ils permettent d’effectuer des opérations que I'on
ne sait pas faire sur certaines logiques. Par exemple, iragtuellement aucun al-
gorithme pour calculer directement I'enveloppe convexendénsemble défini dans
FO(R,Z,+,<); mais grace a notre décomposition, le probleme seitré&ducalcul
de I'enveloppe convexe d’ensembles définissables damigue de Presburger (par
automated [BHMV94] ou ensembles semi-linéaires [GS@hfle I'enveloppe convexe
d’ensembles dans F@, +, <) (par unions finies d’ensembles convexes, en utilisant
Fourier-Motzkin [FouZ2gE, Mot51]). On peut étendre ce rais@ment a d’autres représen-
tations symboliques, ainsi qu’'a d’autres opérationedaue la cloture par le haut (ou
par le bas).

On pourrait s'attendre a un colt exagéré di a I'wtiisn simultanée de deux repré-
sentations symboliques, chacune avec son outil dédieffen il y a toujours un temps
d’exécution et une utilisation de I'espace mémoire migixy requis par tout logi-
ciel, notamment pour son démarrage, son initialisatiblg eonstruction des structures
de données. Néanmoins, le cadre modulaire de&®| réduit ce besoin additionnel
de ressources. De plus, en utilisameERTAF sur les entiers, on bénéficie des avan-
tages considérables des automates partagés (forteti@ude I'utilisation de I'espace
mémoire et tests d’égalité d’ensembles effectué empseronstant).

Globalement, cette séparation des entiers et des rasssavaccélérer le processus
de développement d’autres logiciels, grace a la f&ailé réeutilisation des plugins exis-
tants. On peut en effet tester la combinaison de n'imporadleyaire de plugins, du
moment que I'un couvre les entiers et que l'autre manipugerdels (que I'on réduit
trivialement a des décimaux). Ainsi, lorsque I'on sotdamplémenter de nouvelles
représentations symboliques, on peut les tester dirertedans GNEPI ; par exemple,
une nouvelle représentation portant uniquement suekds pourra immédiatement étre
étendue avec les entiers, en la couplanRg$sAF (ou a tout autre plugin gérant les
entiers). L'autre sens (étendre un nouveau plugin entiee des réels) est evidemment
possible, de maniére tout a fait symétrique.

L'outil G ENEPIa recemment été intégré dans un environnement ldgikie vaste,
lui offrant de nouvelles fonctionnalités trés agréalleP09]. Cet environnement s’ap-
pelle TAPAS (Talence Presburger Arithmetic Suite) [ITaP], et pernkttilisateur de
GENEPI de manipuler directement des formules arithmétiques. figt, @n humain
comprend généralement beaucoup plus vite un ensembté gar une formule que
par un automate ; de méme, pour fournir des jeux de donil@ss,généralement plus
agréable et rapide d’exprimer les ensembles a rep&sainectement par des formules.
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Logiques arithmétiques du premier ordre : conclusion

On a proposé une decomposition de cing classes d’ensemibleecteurs réels en
unions finies de sommes d’entiers et de décimaux, ce quiraipele caractériser ces
classes. Cette decomposition nous a amené a définir meuvelles logiques (parmi
les cinqg), plus proches de la frontiere de la décidahiléh obtenant ainsi une lo-
gique mixte “maximale” (i.e. contenant les autres) quieesipendant décidable. Cette
décomposition peut encore nous amener a explorer dsastes-classes de I'arithmeé-
tiqgue mixte, en facilitant certaines preuves d’équivateat de décidabilité.

L'intérét de manipuler des logiques mixtes les plus espires possibles est de pou-
voir représenter les configurations de systemes donaléghles peuvent étre entieres et
réelles. Pour ce faire, on donne un début d’'implémemtedivec lesbs, qui bénéficient
du cadre de GNEPI et TAPAS.






Deuxieme partie

Modeles de sysgmes nungriques
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Modeles de systmes nuneriques : introduction

Cette deuxieme partie est consacrée a I'étude de regdie systemes, en vue de
leur vérification. On présente divers modeles, en lesselat selon leur type de variables
(compteurs ou horloges, entier ou réel, etc.) et selorgi@lee définissant la facon dont
sont manipulées ces variables. On s’intéresse égateame&mroblemes d’accessibilité
dans ces modeles, et on donne des résultats, nécegsitéois de se restreindre a des
sous-classes de systemes.

Le chapitrd ¥ présente les systemes a compteurs, sblegiantieres, ou parfois,
réelles. Le chapitrEl 5 fait un tour d’horizon des systeteesporisés, et propose dans
la sectiol’®¥ un modele de systemes a compteurs tereppdembinant compteurs
entiers et horloges réelles. Enfin, le chafire 6 est coasacn modele peu commun,
dans lequel les compteurs peuvent étre modifiées d'unauvaéelle choisie de fagon
non-déterministe a chaque franchissement de transition






Chapitre 4

Sysemesa compteurs

Soit X un ensemble de variables, appeleeompteursians ce chapitre. Dans cette
these, on étudie differentes classes de systéemes pteors, la plupart se basant sur
la définition[41. Chacun de ces systemes utilise un algfab d’instructions opérant
sur les compteurs, défini pa#. La facon dont cet alphabet d’étiquetage est défini ca-
ractérise précisément les classes de systemes aeorapt

Prenons tout d’abord un modele de systeme a comptaggémnéral, sans spécifier
sa sémantique (dans un premier temps) :

Définition 4.1. Un .Z-Systeme a Compteur®u, plus souvent, Syghea Compteurs)
estun coupléQ, T') tel que) est un ensemble finigtats de confile, etl’ C Qx.£ xQ
est un ensemble fini de transitions.

Un .Z-Systeme a Compteurs est donc gfisysteme (définitiofIl7) dans lequel
les variables sont appelées “compteurs”. Les principdifé&rences avec d’autres types
de systemes (par exemple, temporisés) se situeront aawnde?’, mais aussi dans la
sémantique.

Les deux sections suivantes présentent les premierslesoee deux grands cou-
rants : d’abord, 'approche “machines a compteurs” (se¢fi.1), puis I'approche “ré-
seaux de Petri” (sectidn4.2). Ensuite, la seclioh 4.3 neomtr modele de systemes a
compteurs relationnels, puis la section 4.4 détaille ud@ede systemes a compteurs
fonctionnels. Enfin, la sectidn 4.5 étudie des systemeasasiicomportant a la fois des
compteurs entiers et des compteurs réels.



Chapitre 4. Systémes a compteurs

4.1 Des machines de Minsky aux machinascompteurs
reversal-bornees

De Marvin Minsky en 1960 a Oscar H. Ibarra en 1978, les basesedqu’on ap-
pelle les machines a compteurs on été posées, prieagat dans [Ming1, Min&7,
[ba78]. Historiquement, le premier modele est celui de EcMne de Minsky ; c’est
généralement le plus élémentaire que I'on considgirpiobablement le plus connu.

Une machine de Minsky possede un ensemble fini d’états digate, et passe de
I'un a I'autre en exécutant des instructions. Plus pr&git, c’est un Systeme a Comp-
teurs dans lequel les formules dé€ sont de la formdz’ = = + 1), (z/ = = = 0),

(x > 0Nz =2 — 1), outrue. GEnéralement, on considere qu’une machine de Minsky
n'a que deux compteurs : c’est le plus petit modele ayantiissance d’'une machine
de Turing, et donc le probleme d’accessibilité y est oidéble. En effet, si 'on enleve

la possibilité de tester si 'un des deux compteurs vautldrsace probleme devient
décidable (et a fortiori, s'il N’y a qu’un seul compteur ai)sDu fait de la simplicité

de ce modele, la plupart des preuves d’'indécidabilisuttes modeles sont faites en
exhibant une simulation d’'une machine de Minsky.

Afin de faciliter la modélisation et de généraliser leschines de Minsky, les ma-
chines a compteurs ont été définies. En effet, une maéhaompteurs peut incrementer
ou décrémenter d’'une valeur entiére donnée (pas seuleh), tout en posant des condi-
tions sur le franchissement des transitions. Ces conditappeléegardes permettent
de tester si la valeur d’un compteur est au moins égale, ausimplement égale, a
une constante entiere donnée. Les increments etdeats, quant a eux, peuvent étre
vus géométriguement comme une translation du vecteuvalaations de compteurs.
Ainsi, les transitions d’une machine a compteurs sontl@ggalesranslations garées
et sont définies comme suit :

Définition 4.2. Unetranslation gardéest une fonction : N* — N” telle qu'il existe
€ {=,>}",p e N", ety € Z" avecy + v > 0 etdom(t) = {v € N" | v > u},
de sorte que(v) = v/, ou v et v’ sont les valeurs des compteurs avant etéspla
translation garae.

Définition 4.3. Unemachine a compteuest un.Z-Sysemea Compteurs pour lequel
£ est un ensemble de translations geed.

Intuitivement, pour une transition d’'une machine a compg: est la condition de
la garde, ety est la “longueur” de la translation (d’'un point de vue g@&brgue). On
note parfois une translation gardée par ses trois vectauectéristiques, c’est-a-dire

(=, 1,7)-
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4.2. Réseaux de Petri et VASS

Il est a noter qu’une translation gardée est bel et bienraladion binaire corres-
pondant a la définition d’'uZ-Systeme a Compteurs. En effet, pour une translation
t : N» — N”" et deux valuations de comptewrtv’, on a(v, v’) € t si et seulement
siv € dom(t) etv’ = t(v). On peut donc écrire une translation gardée, v) sous
forme d’'une contraint¢\ie[1“n} (i =i vi N\ V=0 + ).

Ce modele de machines a compteurs (définifioh 4.3) esaie@duivalent a celui
des machines de Minsky, et possede donc lui aussi la pgssis machines de Tu-
ring. Cependant, Ibarra a introduit dahs [Iba78] une retsbmn sur le comportement des
machines a compteurs, rendant ainsi ce modele décidabtee restriction est appelée
“reversal-boundedness” en anglais, et majore le nombiteedi@ances entre les phases
croissantes et décroissantes des valeurs de chaque con@teappelera parfois de
telles alternances des “renversements” (pour “reversalgnglais).

Soit M une machine a compteurs, initialisée par une configuradiennéer, €
Q x N™, On dit queM estr-reversal-borieg avecr € N, si dans toutes les exécutions
de M démarrant dans la configuration initialg, chaque valuation de compteur al-
terne au plug fois entre une suite non-décroissante et une suite nassente. Cette
contrainte peut étre vérifiee dans le systeme de tiansitleM, pourvu que I'on étende
sa notion de configuration, en y ajoutant le mode (croissamtom) et le nombre d’al-
ternances.

Dans[ESO0B], la notion de compteureversal-borné est étendue a celléeeversal-
b-borné, en spécifiant que la contrainte ne s’appliqgue queqle les valuations de
compteurs sont supérieures a une bdrnnée. La définition originelle correspond
donc au ca$ = 0. Cette extension définit en fait une classe de Systemeasrp@urs
dont 'ensemble des configurations accessibles est eféeént définissable dans la lo-
gique de Presburger, ce qui donne une caractérisatiorlius et une hiérarchie mieux
définie. Pour plus de détails a ce sujet (encodagesijti@fimformelles, propriétés, clas-
sification de Systemes a Compteurs, etc.), voir la th&sedud Sangnier [San08].

L'avantage principal des machines a compteurs revemaées est qu’elles consti-
tuent une sous-classe décidable et assez large. On veteaguite que d’autres classes

de Systemes a Compteurs, indécidables dans le casfjad@viennent décidables lors-
qgu’on les contraint a étre reversal-bornées.

4.2 Reseaux de Petri et VASS

En 1962, dans sa these de doctorat [Fet62], Carl Adam Pdéfiai ce que I'on
appelle aujourd’hui les réseaux de Petri. Les réseauxetie €nstituent un forma-
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Chapitre 4. Systémes a compteurs

lisme des plus utilisés pour la modélisation de systemiese dans de nombreux do-
maines, que ce soit au niveau de la recherche théoriquesaapgéications industrielles.
Au départ défini comme un moyen de gérer 'aspect connudes communications
entre systemes, un réseau de Petri peut égalementditsgdéré comme un systeme
a compteurs. En effet, un autre nom pour les réseaux de d3tP/T nets (réseaux
Places/Transitions) : ils ressemblent a des automatéselignt des places au moyen
de transitions, tout en ayant une information quantitagiv@lus d’un flot de controle (a
I'instar d’'un systeme a compteurs).

Il'y a trois differences principales entre les réseaux ekei Bt les systemes a comp-
teurs.

Premierement, en considérant les systemes comme daisegrdes “transitiond”
d’un réseau de Petri ne sont pas les arcs du graphe, maipeidéysommet : un réseau
de Petri est en effet un graphe biparti, dont les sommetssotitionnés en un en-
semble de places et un ensemble de “transitions”. L'infeionecircule sous la forme
de jetons (analogiguement a des compteurs), qui sontétodéns les places et qui
sont nécessaires au franchissement des “transitions’atos du graphe relient donc les
places et les transitions entre elles.

Deuxiemement, les arcs ne sont pas étiquetés commedetes dans les systemes a
compteurs. Ce sont en fait les “transitions” du réseau ti& dreé se comportent implici-
tement comme des gardes, en testant si le nombre de jetositedgiiaces précédentes
est supérieur ou égal a une constante donnée, et consrapédeations, en soustrayant
un certain nombre de jetons aux places précédentes edditlbnnant aux places sui-
vantes.

Troisiemement, lors d’'une exécution, un réseau de Retsge trouve pas dans une
place en particulier ; en effet, on peut décider de francliinporte quelle “transition”
activable dans tout le réseau, pas seulement depuis uce gidanée. Une place n'est
donc pas tout a fait un état de controle.

\oici la définition formelle d’un réseau de Petri :

Définition 4.4. Unréseau de Peteist un quadrupleR = (P, T, W, W) danslequel :
— P est un ensemble fini de places
— T est un ensembile fini de “transitions” tel queN 7' = ()
— W~ : T — NPl est I'application d’incidence argre
— Wt : T — NPl est I'application d’incidence avant

Dans chaque place et a tout moment, il y a un nombre positifubale jetons; un
marquagedu réseau est un vecteur d’entiers indiquant le nombretdeg@résents dans

ILe mot “transition” pour les réseaux de Petri est mis entridl@nets, puisqu’il ne désigne pas la
méme chose qu’une transition dans un automate fini, coatnaint aux autres systemes vus dans cette
théese.
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4.2. Réseaux de Petri et VASS

chaque place.

Le comportement d’'un réseau de P&rpeut &tre décrit par un systeme de transi-
tionsT'S(R) = (NIPI, T, —) défini comme suit :

— NIl est 'ensemble des marquages

— T est un alphabet &tiquetage (correspondant aux noms des “transitions’R)e

— —C NIPIx T x NPl est une relation telle que pour tolif, M’ € NI et pour tout

teT, M5 M sietseulementsi/ > W~ (t)etM' =M — W~ (t) + WH(t)

Les réseaux de Petri ont de nombreuses propriétésegs@ntes et bien connues,
notamment la décidabilité du probleme d’accesshiliflli nous intéressera par la suite.

Initiés par Karp et Miller en 1969 [KM&9], puis étendus pdopcroft et Pansiot
dix ans plus tard [HP79], les VASS (Vector Addition SysterriFhVEtateE) constituent
un modele équivalent a celui des réseaux de Petri. UnS/A§ en fait une machine
a compteurs (voir la définition4.3) dans laquelle les gard’ont pas le droit au test
d’égalité, mais seulement aux comparaisons “au moiat .eg

Formellement :

Définition 4.5. Un VASS est une machina compteurs dans laquelle les translations
gardées sont de la forme>, 11, 7).

Le fait d’interdire les tests d’égalité (entre un compteuune constante) permet de
rendre cette machine a compteurs décidable (pour le gmahl.D). En effet, il faut se
rappeler gu’'une machine a compteurs est avant tout uneingada Minsky, et que le
probleme d’accessibilité devient indécidable sur celede® des qu’on a deux compteurs
avec test d’egalité.

Le modele des VASS est de plus tres intéressant, puigguinet de faire un lien di-
rect et fort entre les systemes usuels (basés sur desaa®)rat les réeseaux de Petri (un
peu plus éloignés). Puisque I'on sait qu’un VASS a towgaur réeseau de Petri equivalent
(et vice versa), alors on saura comparer plus facilemenbdesaux systemes, comme
ceux définis dans cette these, avec ce modele incontolergae sont les réseaux de
Petri.

On présente ici les encodages pour passer d'un VASS aseauéle Petri, et inver-
sement. La preuve de I'équivalence de ces deux modelelesuilées suivantes.

N.B.: Pour faciliter la compréhension, on utilisera pour cedages la notatiof ]
comme une valuation; ainsi, le marquage d’une pfacera notép;] et la valeur d'un
compteur; sera notédc;].

2En francais, SAVE : Systémes a Addition de Vecteurs #tats
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Chapitre 4. Systémes a compteurs

Encodage d'un VASS en un éseau de Petri.

Soientg; les états de contrdle d’'un VASS donné. On crée une placeeseau de
Petri p; pour chaquey;, dans laquelle il y aura en tout temps au plus un seul jeton;
I'ensemble de ces placesdevra vérifier en tout temps I'egalite, [p;] = 1. On crée
également une plagg pour chaque compteuy du VASS a encoder. On utilise alors les
encodages de la figute#.1 pour passer d'un VASS a un réseRetd ayant la méme
relation d’accessibilité.

I/%
@ e o~ 00O

c>0 g\l
@—="Lw)  ~, O—4——0

O @G;D
O

,\/)

FIG. 4.1: Encodage d’'un VASS en un réseau de Petri

41 D2

Encodage d’'un réseau de Petri en un VASS.

Pour chaque transition du réseau de Petri a encodel,,sbit N les ensembles des
indices des places entranigset sortanteg: relatives a cette transition, avee I et
j € J. On crée des compteuts et c; tels quevi € I, [pf] = [cf] etVj € J,[pi] =
[c5]. On définit alors le VASSQ, T') tel que@ = {q} etT" est construit, pour chaque
transition, comme indiqué sur la figure.2 (chaque trarsiu réseau de Petri donne
lieu a une nouvelle boucle sur I'état de contrg)e
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4.3. Systémes a compteurs relationnels de Comon-Jurski

cf>0ANc;>0AN. ..
= —1ANc =c5—1AN...
& =c+1Ne =c5+1NA...

En particulier :

Ca— s

P

c1 >0

FIG. 4.2: Encodage d'un réseau de Petri en un VASS

4.3 Syseémesa compteurs relationnels de Comon-Jurski

Lors de son doctorat dirigé par Hubert Comon-Lundh, Yaskia défini un modele
de Systemes a Compteurs dont les formules étiquetatrblesitions sont des relations
comparant les valeurs de compteurs deux a deux et/ou aearonstante. Les formules
sont donc un peu plus riches que dans les modeles préaségersqu’on a la possibi-
lité de comparer directement la valeur de deux comptewesplDs, ces comparaisons
se font sur les valeurs des compteurs avant la transitiors, aussi apres, ou les deux
a la fois. De telles relations apportent alors une nousslirce de non-déterminisme,
puisque pour une configuration donnée, le franchissemamé anéme transition pourra
conduire a plusieurs configurations différentes (voine infinité).

Une autre particularité de ce modele est qu’il autorisectempteurs a prendre leurs
valeurs dans les entiers, mais aussi dans les rationneésg@dls, et ce, restreints aux
nombres positifs ou non : cela donne donc le choix entre @lusitypes de compteurs.
On a également une factorisation agréable de la strudaiocontrole, puisque les tran-
sitions peuvent étre étiquetées par des conjonctiorierdaules (au lieu d’une simple
petite formule par transition comme dans les machines dskyijn

Ce modele a été d’abord publié dans [CJ98], puis riéatdans[[CJ99] pour étendre
les résultats ; cependant, on se basera sur la versiondatgee premier article, qui
inclut les extensions de résultats. D’autres articlesreptis ce modele par la suite,
comme [BILO9] (version longue de leur article a ICALP’06).
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Formellement, voici la définition de ce modéle. Sbite {N,Z,Q,Q,,R, R, }.
Soit %, la logique composé de conjonctions finiBsX, X') = A(y > z + k), ou
keD,xe{>>=<<}lye XUX etze XUX U{0}.

Définition 4.6. Un systeme a compteurs relationest un Sygtmea Compteurs@, T')
pour lequel? = %.;.

Le comportement d’un tel systeme peut naturellementdtnmé par un systéeme de

transitions des plus classiques, avec des configuratiors € @ x D" et des transi-

tions (¢, v) 2, (¢',v') définies si et seulement@j, ¢, ¢') € T et(v,v') = ¢.

Dans [CJ98B], les auteurs donnent une caractérisation delddon d’accessibi-
lité de ce modele. lls montrent en effet que I'ensemble phEses de configurations
((q, v), (¢, v’)) telles que(q,v) —* (¢, v') est définissable dans la logique additive
du premier ordre subP. Par exemple, si 'on considere les compteurs définifsafors
la relation d’accessibilité est définissable dans Pnegsou

Cependant, ce résultat ne s’applique que si les points figresboucles (i.e. des
circuits) dans le systeme de transitions, tout au long déswtions possibles, restent
définissables dans cette méme logique additive. Les euigentifient alors une classe
de systemes pour laguelle cette contrainte de point fixéoagiurs vérifiee : c’est la
classe des systemes a compteurs relationnels plats.

Un Systéeme a Compteurs gt si, et seulement si, le graphe de sa structure de
contrdle est plat, c’est-a-dire qu’il ne contient pas deusts elémentaires imbriqués.
On rappelle qu’un circuit est élémentaire si et seulens8htontient au plus une fois
chaque sommet du graphe (sauf le premier et le dernier, qucsafondus). Une autre
facon de le voir est sur le systeme de transitions : pouetoonfiguratiory, il existe au
plus une exécution passant au moins deux foiscgat au plus une fois par les autres
configurations entre deux occurences:fid-ormellement :

Définition 4.7. Un Sysémea Compteurg(, T') estplatsi et seulement si chaqétat
de contble ¢ € Q appardt au plus dans un seul circugiémentaire.

Cette idée de calculer les itérations de circuits dansystemes a compteurs est a
la base de la théorie de I'accélération, expliquée dalsgction suivante. On y retrou-
vera le fait que ce calcul fonctionnera particulieremdaehljuand on se restreint aux
modeles plats.

Comme démontré dans la premiere partie de cette thésépgdiques additives du
premier ordre sur les entiers et/ou les réels sont dél@dalinsi, puisqu’elles per-
mettent de caractériser la relation d’accessibilitesystemes a compteurs relationnels
plats, on en déduit immédiatement que les systemes ateons relationnels plats sont
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décidables.

Un autre intérét de ce modele est gu'’il a permis de moguerdes automates tempo-
risés (définis dans le chapiftk 5) sont aplatissablest-&@dlire que pour tout automate
temporisé, on peut calculer un automate temporisé piat tborelation d’accessibilité
est la méme [CJ99]. La notion de systeme aplatissabledéseloppée dans la section
suivante.

4.4 Sysemesa compteurs fonctionnels de Finkel-Leroux

Comme son nom l'indique, un systeme a compteurs foncéibest un Systeme a
Compteurs dont les transitions sont étiquetées par degiéms, et non pas des rela-
tions générales (comme dans le cas des systemes a comgkationnels de la section
précédente). On rappelle qu’'une fonction est une relgtar laguelle chaque élément
a au plus une seule image, c’'est-a-dire qu’une relatioait@rf est une fonction si et
seulement sWzx, Yy, yo, (x,11) € f A (x,42) € f = wy; = y». Dans le cadre
des Systeme a Compteurs, cela signifie que pour une \@h@dd¢s compteurs connue
avant le franchissement d’une transitigta valuationv’ (obtenue apres franchissement
det) sera unique, contrairement aux systemes a comptewatsoretels, pour lesquels
on obtiendra un ensemble de valuatiehpossibles.

Formellement :

Définition 4.8. Un systeme a compteurs fonctionest un Sygtmea Compteurs@, 7'
tel que toutes les formules d€ définissent des fonctions. Plusggigment, pour tout
(q,0,4q") € T, il existe une fonction partiell¢ : N* — N" telle que(v,v’) = ¢ si et
seulement sv € dom(f) etv' = f(v).

4.4.1 Syseémesa compteurs affines

Durant son doctorat encadré par Alain Finkel, Jeromelerl étudié ces systemes
a compteurs fonctionnels. La définition sur laquelle orbasera ici est celle publiee
dans [FLO2], correspondant au cas particulier des syst@mrmmpteurs fonctionnels
Presburger-affines, c’est-a-dire dont les formulessgtignt les transitions sont des fonc-
tions affines dont le domaine est Presbuger-définissablfaitque ces fonctions soient
affines est tres important, car on ne pourra donc pas maeltiphtre elles les valeurs
de deux compteurs. Ainsi, on devine déja que les tramsitate tels systemes seront
définissables dans Presburger. Notons que dans les ggstéeoompteurs fonctionnels
considérés ici, les compteurs prennent leurs valeulsiseunt dan\.
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Formellement :

Définition 4.9. Une fonction partiellef : N* — N" estPresburger-affinsi et seule-
ment s’il existe un triple{y, A, b) tel quey € Presb(X) ou X = {x1,...,z,},

A est une matrice caée de taillen a coefficients danZ, etb € Z", qui \erifie

dom(f) = [¢]x et f(v) = A.v + b, pour toutv € dom(f).

Définition 4.10. Un systeme a compteurs affiest un systmed compteurs fonctionnel
dont chaque fonction est Presburger-affine.

Ce modele de systeme a compteurs fonctionnel est emfaitmparable avec ce-
lui de la section précédente (définitibnl4.6), qui esatiehnel. En effet, bien qu’'une
fonction ne soit qu’un cas particulier d’une relation, lehesse des formules est bien
plus importante dans les systemes a compteurs affindéisitd®m 4.10) que dans les
systemes a compteurs relationnels (définifiah 4.6) squie toutes les fonctions affines
sont autorisées sur I'ensemble des compteurs, dans ualoesgue seules de petites
comparaisons entre deux compteurs et une constante sonispsy dans l'autre. Par
exemple, une formule| = z; + =5 + z3 ne peut pas étiqueter une transition d'un
systeme a compteurs relationnel, mais affine, oui. A ewmay une formuler’” > x ne
peut pas étiqueter une transition d’un systeme a comgpstdfine, mais relationnel, oui.

Le comportement d’un systeme a compteurs fonctionneaffe) S = (Q,T") est
donné par un systéme de transitidns(S) = (C, —), ouC = @ x N" est 'ensemble
des configurations, et la relatiorC C' x T' x C est telle que pour toutes configura-
tions (¢, v), (¢,v') € C,ona(q,v) = (¢,v') si et seulement ¢i = (¢, f,¢') € T et

v = f(v).

La encore, ces deux modeles de systemes a compteucsi¢fumels et affines) ont
la puissance des machines de Turing et sont donc indée&laBependant, outre le
fait qu'ils permettent un raccourci important par rappmita'syntaxe des machines a
compteurs, ils ont 'avantage d’étre accélérables. fat,da théorie de I'accélération
développée dans [LerD3] permet de calculer 'ensemldeagssibilité d’'un systeme a
compteurs affine. La section suivante présente rapideraenélération.

4.4.2 Aceleration

L’'accélération est une technique qui permet de décathers certains cas (détaillés
ci-apres), le probleme d’accessibilité d’'une configiara (probleme_119). Cette tech-
nique consiste a “accélérer” le calcul des exécutiossibles d’'un systeme, en cal-
culant la fermeture transitive et réflexive de ses circeitsune seule fois. Cette idée,
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d’abord présentée dans la these de Bernard BoideloB83a@ous forme de calcul de
meta-transitionsa &té précisée et automatisée dans la these dedéréroux [Ler03]
spécifiguement pour les systemes a compteurs affines.

Plus précisément, pour un systeme a compteurs affine (Q,7T) avecT C
Q x X x @, on va chercher a calculer directement les limites desiitgr@tiquetés
paro € ¥*, qui correspondent en fait a des compositions de transitid’ou le terme
“meta-transition”). On cherche donc a calculer la fonetemrrespondant a une suite
de transitions, c’est-a-dire la composition des fondiassociées a chacune des transi-
tions de la séquence considérée. La fonction a acaéést donc une fonction affing
égale a la composition de plusieurs fonctions affines. &mid alors I'accélération de
f comme sa fermeture réflexive et transitif/g X') = (J,.y f*(X).

Malheureusement, cette technique d’accélération neelpas toujours de résultat
en un temps fini. Cependant, on connait une condition sofégaour que ce calcul ter-
mine : il suffit que la fonction a accélérer, corresporidanne séquence de transitions,
soit a monoide fini. On dit qu’une fonction affiff¢ X ) = A.X + b est a monoide fini
siI'ensemble{A) = {A? | i € N} est fini. En pratique, on utilise la propriété suivante :
(A) est fini si et seulement s'il existek € N tels queA’ = AT+, Cette propriété
signifie que le monoidéA) est un ensemble contengnt & €léments tels que pour tout
i > j, A" = Aitek+r avecq € N etr < k. On cherche donc a calculer cet entjex
partir duguel les puissances dg i > j, sont congrues modula

Ce calcul étant exponentiel, en le multipliant par le noentde circuits possibles
(potentiellement infini), on revient rapidement a un chtoop complexe (voire impos-
sible) ; c’est pourquoi on s’intéresse a la rechercheraatmue des circuits a accélérer.
En effet, on ne connait pas a priori tous les circuits pdssjket il y a une infinité de
compositions de transitions envisageables! Il faut denssir non seulement a calculer
I'accélération d’un circuit donné, mais aussi a traukss “bons” circuits a accélérer.
Ce critere de sélection de circuits est donné par unddtguwe qui consiste a fixer ar-
bitrairement la taille maximalg des séquences de transitions, ce qui réduit 'espace
d’exploration & un nombre fini de débuts d’exécutions.(de séquences de transi-
tions). Parmi ces séquences de transitions, on peut ergitiécter les cycles de lon-
gueur inférieure ou égaleja Tout ceci est détailleé dans [Lel03], et donne notamment
un moyen de réduire ce nombre de séquences (généralerpamentiel en fonction de
p) & un nombre polynomial em

Cette procédure d’'accélération, couplée a I'heigrist de recherche des circuits, est
implémentée dans I'outil&5T (voir [BELPOE] pour la publication la plus récente). Cet
outil permet en effet, au moyen d’automates binaires, deesgmter symboliguement
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I'ensemble d’accessibilité d’un systeme a compteuiisafOn lui fournit une descrip-
tion textuelle du systeme, respectant une grammaire sinpplis on peut vérifier des
propriétés de slreté, en définissant un ensemble dguaaations que I'on ne souhaite
jamais atteindre.

Plusieurs cas de figure peuvent apparaitre : si, depuisifagooation initiale donnée,
FAST parvient a atteindre une des configurations “dangereusdsi’s il s'arréte et
réepond que le systeme n’est pas slr. &6 F parvient a calculer I'ensemble (parfois
infini) des configurations accessibles sans y trouver avcomigguration “dangereuse”,
alors il s’arréte et répond que le systeme est sr. Sibhoutil ne s’arrétera pas : on
peut alors essayer de guider la recherche des circuit€aes en reglant certains pa-
rametres ou en spécifiant une autre stratégie.

Dans [BELSO05], on trouve une caractérisation des systgpoar lesquels la procé-
dure d’accélération termine : les systemes a comptftireesaplatissablesC’est une
notion intéressante pour plusieurs raisons : tout d’almllel porte sur la structure méme
du systeme de transitions, et non pas sur un calcul compkgempositions des fonc-
tions d’une suite de transitions difficile a trouver. Efspc’est une condition nécessaire
et suffisante a la terminaison de I'accélération, ce quiret d’identifier précisément
les systemes pour lesquels on pourra attendre une régersdgorithme. Enfin, c’est
une classe de systemes qui est assez large, comme en nemoigs exemples de
demonstration de I'outil &sT0. Cependant, savoir si un systeme est aplatissable est
malheureusement un probléme indécidable.

Une systeme plat est, comme indigué dans la définifiah uh7systeme dont le
graphe ne contient pas de boucles imbriquées. Un systetdé @platissables’il existe
un systeme plat ayant le méme ensemble d’accessihilitaplatissemend’un systéme
est donc un dépliage partiel de sa structure de contriitegie le rendre plat.

Cette notion d’aplatissement possede en fait quelqueantas, détaillees formel-
lement dans[[DEGvD06]. On distingue principalement traides de systemes apla-
tissables, chacune étant relative a une configuratidialimidonnée. Elles sont décrites
informellement ici, en allant de celle qui pose la contraiatplus faible a celle qui pose
la contrainte la plus forte.

Premierement, les systemesst*-aplatissablespour lesquels il existe un systeme
plat ayant le méme ensemble d’accessibilité.

Deuxiemement, les systemieace-aplatissablegpour lesquels il existe un systeme
plat ayant les mémes traces (une trace est un mot étiquetarexécution).

Troisiemement, les systembgsimulation-aplatissablepour lesquels il existe un

3Ces exemples de systémes ainsi que leur banc d’essaiasar gont disponibles sur internet, a
ladressenttp ://ww. | sv. ens-cachan. fr/ Sof t war e/ f ast / exanpl e. php
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systeme plat dans lequel, depuis chaque configurationslareg de départ, si une tran-
sition est disponible alors elle I'est aussi dans le systplat, et ce, depuis une configu-
ration identique.

4.5 Sysémesa compteurs mixtes

On peut également chercher a définir des systemes atearspglans lesquels cer-
tains compteurs sont discrets et d’autres sont denses.fé&n @faque représentation
(discret/entier ou dense/réel) a ses avantages et inn@ms. Les compteurs entiers
sont plus faciles a représenter (voir chaplifre 3) et s@# étudiés depuis environ un
demi-siecle (contre seulement quelques articles suolepteurs réels). Les compteurs
réels, eux, apportent une information plus précise,gadténéficiant d’'une arithmétique
de complexité moindre (par exemple, la satisfaisabd#eFO(R, +, <) est double-
exponentielle, et celle de FOY, +, <) est triple-exponentielle).

Dans cette section, on s’intéresse a la combinaison dderestypes de compteurs
dans un méme modele. Pour cela, on étend le modele désrmsa compteurs affines
(définition[4.1ID) avec un ensemble de compteurs réels.

Définition 4.11. Une fonction partiellef : R™ — R™ estmixte-affinesi et seulement
s'il existe un triplet(¢y), A, b) tel quey est cefinissable dans FQR, Z, +, <) avec pour
variables libresX = {zi,...,z,}, A est une matrice caée de taillen a coefficients
dansQ, etb € Qm, qui \erifie dom(f) = [¢]x et f(v) = A.v + b, pour toutv €

dom(f).

Notons que I'on choisitA et b rationnels et non pas réels, car ils devront étre
spécifies dans la description du modele, de fagon fiyigiquement, dans un fichier
texte fourni en entrée de I'outil). Cela n’aurait donc ausens de vouloir donner des
nombres irrationnels sous forme de chiffres avec une gifgtires limitée.

Définition 4.12. Un systeme a compteurs mixést un systmea compteurs fonctionnel
dont chaque fonctiorf est mixte-affine.

Tout systeme a compteurs mixte peut en fait contenir utéeys a compteurs affine,
si I'on contraint certaines variables a étre entieresutdisant des fonctions Presburger-
affines plutdt que mixte-affines, sur certaines composan@n va donc considérer les
systemes a compteurs mixtes comme une version “reafle’sgstemes a compteurs af-
fines, dans lesquels on peut distinguer un sous-systentier’efPuisque I'on se place
dans la logique mixte FQR, Z, +, <) (qui contient Presburger) et non pas dans une lo-
gique purement réelle, on peut en effet manipuler cersaragables comme des entiers,
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en utilisant les définitions 2111 [eT4]112.

On rappelle que pour une matride son monoide est défini pad) = {A* | i € N}.
Une propriété d’un monoide firfid) est qu'il existej, k € N tels queA’ = AT**,

Afin d'implémenter I'accélération d’'une fonction mixtdfine (ou méme, Presburger-
affine), il faut s’assurer que I'on peut décider si son mdedst fini. En effet, les ma-
trices A utilisees dans les fonctions Presburger-affines sone#iicents entiers, mais
celles que I'on utilise pour les fonctions mixtes-affinestsa coefficients rationnels.
C’est en fait le cas, puisque ce probleme est décidabieentfuand les coefficients sont
rationnels(|[Jaci8, Ler03].

Tout comme pour les fonctions Presburger-affines, on dé&focélération/* d’'une
fonction mixte-affinef par : f*(X) = [,y f(X).

On montre a présent que le theoréme principal de laria@e I'accélération, issu
de [FLO2], s’étend directement aux systemes a comptaixtes.

Théoréme 4.13.Soit f = A.X + b une fonction mixte-affine dont le made (A) est
fini. Alors la relationv’ € f*(v) est cfinissable dans FQR, Z, +, <).

Démonstration.Considérons une fonction mixte-affife= (», A,b). On notef =
(true, A, b) la fonction totalement définie associéef aPuisque le monoidéA) est
fini, il existe deux entiers positifg etk tels queA’** = A7, On remarque queét € N,

Tt(v) =Alv + Z A'b.

Ogigt—l '
Prouvons qué” (F(v)) = F(v) + 477" (0) :
—j —k —k -
F(F)=AF(v)+)Y Ab
=0
k—1 7j—1
=N A v+ AN Ab+> Ab
=0 =0
k—1 7j—1
—Av+A Y Ab+) A'b (car (A) est fini)
=0 =0

— 7(v) + 47.7(0)

Ainsi, pour toutg € N, on af’ “*(v) = F(v) + ¢.A7.F"(0). On prouve cette
égalité par induction sur :

— q = 0:trivial _

— ¢ =1 (cas de base) : on vient de le montrer, £

— n > 1 (hypothese d’induction) F"*(v) = F (v

V) =F(FW)

r(
+n. A7 F5(0)

+k
)
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— g =n+ 1 (induction) :

—j+(n+1).k —k
(v)

7 V) =7 (T W)
~7 (?k(v)) + n.Aj.fk(O) (par I'hypothése d’'induction)
= P (v) + A J0)+nAF0)  (parle cas de base)
=7 (v)+ (n+1).4.F(0)

Remarquons alors que la formueé = Ti(v) A i > 0, dans les variables libres
v’ i, v, est définissable dans KR, Z, +, <) :

v =Fw)] _ v =F(v v’:?iv
()= ) (Y e [T )

Remarquons enfin qué € f*(v) est définissable dans R®, Z, +, <) :
Vef(v)=IseNv = F(v)AVie N(z’ <s = F(v)E w)
U

On vient de montrer que I'on peut accélérer un circuit damsysteme a compteurs
mixte. En effet, il suffit d’accélérer la fonctioh = (i, A, b) égale a la composée des
fonctionsf; étiquetant les transitions le long du circujt est donc une fonction mixte-
affine. On est alors capable d’accélérer tout systenmrgpteurs mixtelat. En effet,
dans un systeme plat, les circuits sont indépendantsn@m-imbriqués) : calculer la
relation d’accessibilité d’un systeme a compteurs @aisiste donc uniguement a com-
poser un nombre connu de fonctions mixte-affines, au milesgdelles interviennent
des accélérations de circuits. On vient alors de morgrérdoreme suivant :

Théoreme 4.14.Si un systmea compteurs mixte est plat, sa relation d’accessibiist
définissable dans FQR, Z, +, <).

On peut donc accélérer les systemes a compteurs moktelsy méme facon que
les systemes a compteurs affines. Cependant, en vue dyotennentation (notamment
dans I'outil FAST), il reste a étudier le choix automatique des circuitsceterer, ainsi
que le calcul de la borfex partir de laquelle le monoide dese stabilise (dans le cas
entier, I'existence de cette borne est décidable en texygnentiel).

4Cette borne est notéedans la formule a la fin de la preuve du théor&mel4.13.
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4.6 Comparaison des diferents moctles de systmesa
compteurs

Dans ce chapitre, on a étudié diversSystemes a Compteurs se differenciant les
uns des autres par la logiqLi€ définissant leurs transitions. En effet, chaque défimitio
de Systeme a Compteurs est paramétrée par une logipsepp moins riche. Bien
que presque tous les Systemes a Compteurs que I'on &étadient généralement
indécidables, on peut quand méme les comparer en fondédexpressivité de leurs
logiques.Z.

Le diagrammég4]3 (page suivante) présente une hiératekigsystemes a compteurs
étudiés dans ce chapitre.
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Une fleche A — B” signifie que la logique qui parameti@ est plus riche que
la logique qui parametrel, et un symboleX entre deux modeles signifie que les lo-
giques les paramétrant sont incomparables. Les syst@onsglérés sur ce diagramme
ne tiennent pas compte des diverses restrictions que I'anagpliquer pour obtenir la
décidabilité (plats, reversal-bornés, etc.).

X systemes a compteurs mixtes

systemes a compteurs relationnelg T

systemes a compteurs affines

/

machines a compteurs

|

machines de Minsky

décidabilite T S
réeseaux de Petri / VASS

FIG. 4.3: Hiérarchie des systemes a compteurs étudiesdanhapitre
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Chapitre 5
Sysemes temporigs

Les systemes temporisés constituent une grande farsilgstemes, utilisés notam-
ment en vérification. Dans les systemes a compteursalégbles servent a compter et
a effectuer diverses opérations, selon I'expressiiténodele ; ils peuvent egalement
simuler une abstraction d’'une structure de donnée plugptmm (pile, file, etc.). Les
systemes temporisés, eux, peuvent étre de nature affeegrde, mais ont en commun
une chose : la mesure de I'écoulement du temps, afin de medées contraintes tem-
porelles dans le comportement du systeme.

Tout comme pour les systemes a compteurs, la plupart ddglessont des auto-
mates finis munis de variables. Les dispositifs utiliségrpeprésenter le temps sont
variés ; cependant, celui que I'on rencontre le plus soueshl’horloge sur lequel on
se basera frequemment dans cette thése. Une horlogeeestatable réelle (parfois
entiere ou rationnelle) qui a la particularité d’augnegribute seule quand un systeme
reste dans un état de contrble sans franchir de trans@iomtrairement aux compteurs,
les horloges changent donc de valeur de fagon implicités mapeuvent pas étre mo-
difiees directement par le franchissement d’une trams{gauf pour &tre réinitialisées).

Notons que dans cette these, on considere que le tengosiEale facon continue. |l
existe cependant de nombreux travaux considérant unelisation discrete du temps.

La particularité des systemes temporisés est en efieiepivariables temporelles
changent de valeur en fonction du temps qui passe lorsqystiense reste dans un état
de contrdle. Le franchissement d’'une transition dans stesye temporisé, cependant,
a un fonctionnement similaire a la plupart des autres tyfgesystemes. Il existe de
nombreuses variations, portant essentiellement sur lardigiue comportementale des
variables et sur la puissance d’expression des formulgsetant les transitions.

Dans cette thése, on ne donnera pas de définition gé&meédg systemes tempo-
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risés, du fait de leur hétérogénéité. Bien que lesraates hybrides englobent tous les
systemes traités dans cette these, leur définitiorebsirient générale que I'on ne s’en
servira pas comme base. On s’intéresse plutot a diveesegions de sous-classes hy-
brides, qui font I'objet de ce chapitre, découpé en qusaaions.

La premiere section rappelle brievement quelques datsetomates hybrides, qui
constituent la classe la plus générale de systemes.tlaelnette section est principale-
ment de faire un tour d’horizon des differentes famillesudomates hybrides, sans trop
entrer dans le détail.

La deuxieme section détaille le cas des automates tes@siGui sont vraisembla-
blement la sous-classe d’automates hybrides la plusé&u@uelques variations de ce
modele seront également présentées.

La troisieme section, elle, décrit differentes extensitemporisées des réseaux de
Petri, en utilisant un formalisme difféerent de celui desoawates hybrides. On verra
donc des modeles proches des systemes a compteursgeamns4.2), que I'on tempo-
rise de differentes facons.

Enfin, la sectiofi5]4 introduit une nouvelle classe de systtemporisés combinant
compteurs et horloges, publiée dans [BES09] : les Syst@én@ompteurs Temporisés.

5.1 Automates Hybrides

Introduits au début des années 1990, notamment par RAjagvCostas Courcou-
betis, Thomas A. Henzinger, et Pei-Hsin Ho, les automatésidgs sont, depuis une
vingtaine d’années, I'un des formalismes les plus @&sigin vérification de systemes.
La publication la plus citée a ce sujet est probableme@HA9S] : elle définit les auto-
mates hybrides et quelques sous-classes, en montranaqaedsibilité est un probleme
tres difficile, m&me pour des sous-classes tres reseeiha présentation dz2 [Her96]
semble toutefois plus claire et fournit des résultats plencés concernant I'analyse
d’automates hybrides.

Cette section présente le modele général des automgiesles, puis cite quelques-
unes des sous-classes intéressantes de ce modele.

Un automate hybridéou syseme hybridgest un automate fini muni de variables
réelles qui suivent une loi d’évolution continue. Le dfiedtif “hybride” vient du fait
que ce modele de systemes permet de décrire un compartenteefois discret, grace
a la structure de contrdle de 'automate, et continugg@la dynamique des variables
denses.

Tout comme dans un systeme a compteurs, on peut étidasteansitions par des
formules (en fait, n'importe quel prédicat) sur les valésbdu systeme : bien que les
variables soient denses, ceci constitue la partie deschétcomportement du systeme.
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On modélise en effet un changement d’état du systemeepaiahchissement d’'une
transition.

En revanche, lorsque le systeme se trouve dans un étanti®leo 'automate hy-
bride modélise I'écoulement du temps et les variables\gbat de valeur en consé-
guence. Chaque état de contrdle est muni d’une loi diésiant des variables en fonction
du temps : méme dans le cas ou le temps est représentgoaediacrete (cas mentionné
plus tard), ceci constitue la partie continue du comporterda systeme. On modélise
en effet les fluctuations du systeme quand il ne change [@datdte qui permet une
modélisation bien plus riche et précise.

Formellement, soiX un ensemble de variables, et soitr € R™ une valuation de
ces variables. Comme dans les systemes a compfeld&signe la valeur des variables
X apres franchissement d’une transition. On désigneXpar % la dérivée premiere
de X par rapport au temps

Définition 5.1. Un automate hybridest un quintuplet@, flow, inv, jump, T'), ou :
— (Q est un ensemble fini gats de confile
— flow est un pédicat dont les variables libres sont daiisU X
— inv est un pedicat dont les variables libres sont dai's
— jump est un pédicat dont les variables libres sont dafsu X’
— T C @ x jump x Q estun ensemble fini de transitions

Le comportement d’'un automate hybride est donné, commiepeap du temps, par
un systeme de transitions : une configuration est un coépde de controle, valuation
des variables), et on relie les configurations entre eleegucforme un graphe de transi-
tions. Cependant, les systemes hybrides ont deux typesgigartement distincts : 'un
est dit discret, et représente les transitions de I'autemandis que l'autre, dit continu
(ou dense), représente I'évolution des variables dargtatrde contrdle donné.

En prenant la définitiohd.1, on voit que le comportementrédisva étre donné par
les formulegump étiquetant les transitions, alors que le comportemertimona étre
donné par les formulesw etinv étiquetant les états de controle.

Intuitivement :

— flow est une formule suk U X telle que pour toug € Q, flow(q) doit &tre satifait
en tout temps par la valuationet sa dérivée : c’est I'équation differentielle quifidé
I'évolution des variables quand le systeme reste daretatrde contrdle.

— inv est une formule sukX telle que pour tout € @, inv(q) doit &tre satifait en

tout temps par la valuation : c’est I'invariant d'un état de controle.
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— jump est une formule suk U X’ telle que pour tout, ¢’ € @, jump(q,¢’) doit
etre satisfait par les valuationset v’ : c’est I'étiquette de la transition, qui définit la
formule de garde et de mise a jour des variables.

Comme d’habitude, une transition change I'état de cémtrdurant, mais doit aussi
satisfaire une formule, appelée jomp. Intuitivement jump désigne une formule com-
binant un test des valuations de variables (i.e. gaelé ainsi que leur mise a jour,
comme dans les systemes a compteurs. Cette définitiaih d@illeurs syntaxiquement
équivalente a la définition génériquel4.1 si I'on igaibflow etinv.

De facon similaire, on a une condition et une mise a joursdemaque état de
controle. En effet, le comportement continu consisteséeredans un état de controle,
plutdt que de franchir une transition; la conditiam est donc une condition pougster
dans I'eétat de contrble, et on I'appelle invariant La mise a jour des valuations de
variablesflow, elle, se fait de fagon continue, en fonction du temps gaspdpar op-
position a une mise a jour discrete, effectuée une deidé chaque franchissement de
transition).

On a donc pour chaque comportement (discret ou continu) onéition, appeléee
“garde” ou “invariant”, et une mise a jour des variables. faé qu’on utilise deux
prédicats pour le comportement continu et un seul pour fepartement discret peut
sembler étrange. En effet, on pourrait vouloir regrouiperet flow dans un méme
prédicat, comme poujump : les nouvelles valeurs sont noté&sau lieu deX’, et
sont déterminées en fonction @& si X vérifie les conditions requises. Cependant, on
suivra ici la tradition, qui distingue les deux types de fates dans le cas temporisé,
mais pas nécesairement dans le cas discret.

De plus, puisqudlow correspond & la dérive¥, sa valeur depend également du
temps, ce qui pourrait justifier que ce prédicat soit dafagarément. Le temps, quant a
lui, sera représenté de fagon absolue par une valeuRr | .

Il existe plusieurs fagons de définir la sémantique dwutomate hybride, selon le ni-
veau d’abstraction considéré. En effet, pour repr&sdatcomportement d’un automate
hybride par un systeme de transitions, on est obligé daétiser les lois d’évolution
continues des variables. Pour ce faire, on abstrait le @agacontinu, en le rendant dis-
cret; selon I'abstraction utilisée, le systeme de ttamsiobtenu peut étre fini ou infini.
Dans notre cas, on ne s’intéressera qu’a la sémantiqae'tdmporisée”, qui génere
un espace de configurations infini. Il existe aussi notammeatsémantique “a temps
abstrait”, que I'on développera plutdt dans le cas desmaates temporisés (sectidnsl 5.2
et(5.4).

Formellement, sojtredic un prédicat dont les variables libres soht= {z1, ..., z,}.
Une instanciation deredic sera notéeredic[z; « vy, zy « va, ..., 2, «— v,], Signi-
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5.1. Automates Hybrides

fiant que les valeurs = vy, vy,...,v, sont affectées aux variables libr&s (qui de-
viennent alors liees).

Définition 5.2. La $£mantique d’un automate hybride = (Q, flow, inv, jump, T') est
donrée par unsysteme de transitionts7'(S) = (C, —) tel que :
— C = @ x R™ estI'ensemble des configurationg&fithi par (¢, v) € C si et seule-
ment siinv(q)[X <« v] est vrai
— —-C C x (T'UR,) x C estune relation dfinie par deux cas appes “discret”
et “continu” :

— “discret’ : (¢,v) = (¢, V') si et seulement s'il existe= (¢, jump,¢) € T
telle quejump(q, ¢')[X «— v, X' «— v'] estvrai

— “continu”: (¢q,v) = (¢',Vv’') sietseulement & = q et il exister € R, et une
fonction diferentiablef : [0, 7] — R” de cerivee premére f : ]0, 7 — R”
tels que (1)f(0) = X, (2) f(r) = X', et (3) pour tout eel¢ € ]0,7[, les
prédicatsinv(q)[X «— f(&)] etflow(q)[X — f(€),X — f(€)] sont vrais

Une exécution d’'un automate hybride s’appelle tragectoire et se définit comme
une suite de configuratiors; )0 telles que pour tout > 0, soit il existet € T telle

t o .
quec; — c;y1, Soit il exister € R, tel quec; = ¢iy1.

Il est clair que le probleme d’accessibilité est indatile dans ce modéle, ne serait-
ce qu’'a cause du fait que les prédictdss, inv, etjump peuvent étre définis dans n’im-
porte quelle logique. L'espace des configurations est aiganent infini, puisque I'on
peut observer le systeme a tout tempt ce, aussi souvent que désiré. C’'est pour-
quoi il existe de nombreuses sous-classes de systemaddgjlrherchant a restreindre
les prédicats autorisés et donc les comportements pess#dfin de se rapprocher de la
décidabilité.

Automates hybrides lineaires (LHA)

Les automates hybrides linéaires (Linear Hybrid Autonaitbd) [ACH 95 ,[Hen96]
sont, comme leur nom l'indique, une classe de systemesdegdans laquelle les
prédicats sont restreints a des contraites linéaires: particularité est que la loi d'évo-
lution des variables dans un état de controle ne dépeadigtemps, et pas de la valeur
courante des variables. De plus, on définiip comme deux prédicats disjointguard,
qui donne la condition de franchissement d’une transigbassign, qui donne la mise
a jour des valeurs apres franchissement de la transition.
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Plus formellement, un automate hybride est dit linéaireda’on définit ses prédicats
comme suit. Les matrice et les vecteurs sont a coefficients dari.

— jump = guard U assign

— guard etinv sont de la forme”. X < u

— assign est de la formeX’ = P.X + u

— flow estde la forme&?.X < u

Le probléeme d’accessibilité le plus simple (access#diun état de contrdle) reste
indécidable sur ce modele. Cependant, il existe un caulrelfanalyse de ces systemes
hybrides linéaires, qui utilise une technique d’acagién recemment développée dans
[BHOB]. Le fonctionnement de cette technique est basé estiait que les prédicats
génerent des ensembles convexes, du fait de leur lteéBfautres propriétés des auto-
mates hybrides linéaires sont églement exploitéesgite technique, comme le fait que
les compositions de transitions étiquetant des circwgtsaitomate sont définissables
dans la logique décidable H®, Z, 4, <). Un prototype implémentant cette accélération
de systéemes hybrides linéaires est en cours de dévetapypesous le nom de HAT (Hy-
brid Acceleration Toolkiﬂ.

Il existe d’autres classes intéressantes d’automatesdegblinéaires, comme les
automates rectangulaireés [Hen96]. La classe la plubceekest probablement celle des
automates temporisés, a laquelle la section suivantiee#te.

Notons enfin que l'outil N TECH [HHWT97] est dedié a I'analyse des systemes
hybrides par model-checking.

5.2 Automates Tempori€s

Définis a 'aube des années 1990, les automates terepausistituent certainement
la classe de systemes hybrides linéaires la plus &eliétilisée a ce jour. Rajeev Alur
et David L. Dill ont publié les premieres bases des autesismporisés dans [AD90],
ainsi qu’une abstraction permettant de les analyser. is@mplété ces résultats dans
[AD94], tout en les présentant plus clairement.

Un automate temporisé est un automate hybride linéame tuel les variables,
appeléesorloges évoluent toutes a une méme vitesse constante. De plsisnises
a jour des variables sont limitées a des remises a eéles gardes et invariants sont
réduits a des conjonctions de bornes sur la valeur d’uriabla (ou sur la difféerence de

lLa seule réference disponible & ce jour concernant HAT lasprésentation de Frédéric
Herbreteau au workshopAutomata and Verification’Q8 disponible a [l'adresse suivante
ftp://1ttp.umh. ac. be/pub/Ttp 1nfo/1nto th/av08/ Her br et eau. pdt
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deux variables, comme on le verra un peu plus loin).

Formellement, on définit les variables, dorénavant agstlorloges comme dans
les automates hybrides (voir page101). Pour towt X, z > k est unecontrainte
atomique avecxie {<, <, =,>,>} etk € N. SoitC(X) I'ensemble desontraintes
d’horloges c’est-a-dire des combinaisons booléennes de corgsaatbmiques. On dit
qu’une valuation d’horloges satisfait une contrainte dbgesy) € C(X) si¢[X « v|
est vraie ; dans ce cas, on écrit= 1.

Définition 5.3. Un automate temporisést un automate hybride Baire (@, flow, inv,
guard, assign, T') dans lequel :

— (Q est un ensemble fini gats de confile

— flow est tel quer = 1, pour toutr € X

— inv etguard sont des contraintes d’horloges deX)

— assign est leduita des ogrations de la forme’ = 0, avecz’ € X

— T C @ x guard x assign x ) est un ensemble fini de transitions

La sémantique d’'un automate temporisé est donnée paysié@nse de transitions
similaire a celui d'un automate hybride. Chaque configareg¢xiste a condition qu’elle
respecte l'invariant de I'état de contrdle concerndesttransitions sont soit discretes,
soit continues. Les transitions discretes peuvent simeig remettre des horloges a zéro
(i.e. faire unrese), a condition que leur garde soit vérifiee. Les transgicontinues,
réduites a desdélais ne peuvent que laisser passer le temps de fagcon unifotroe, e
pour toutes les horloges a la fois. Ces délais, ou “tensptidns”, sont a I'origine du
nom “automates temporisées”.

Formellement :

Définition 5.4. La £mantique d’un automate tempa@iS = (Q, flow, inv, guard, assign,
T') est donge par unsysteme de transitiorts'(S) = (C, —) tel que :
— C' = @ x R™ estI'ensemble des configurationg&fithi par (¢, v) € C si et seule-
ment siinv(q)[X < v] est vrai
- ->C O x (T'UR,) x C estune relation dfinie par deux cas appes “discret”
et “continu” :

— “discret”: (¢q,v) - (¢, v') si et seulement s'il existe= (¢, guard, assign, ¢') €
T telle queguard(q, ¢')[X < v, X’ «— v'] etassign(q, ¢ )[X «— v, X' — V]
sont vrais

— “continu” : (q,v) = (¢’,v') si et seulement sji' = ¢ et il existe un élai

TR, telquev' =v + 7
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Une exécution d’'un automate temporisé est tout a faittiqee a celle d’un auto-
mate hybride (voir pade_ID3).

Notons que le comportement est extrémement simplifé ggport a un automate
hybride, méme linéaire. De plus, une transition continiaepas besoin de vérifier que
linvariant est satisfait tout au long du délai. En effétlestransition(q, v) = (¢, v')
existe, c’est que les deux configuratiggsv) et (q, v + 7) existent, et donc que celles-
ci respectent l'invarianinv(q) ; et puisque les invariants sont simplement des bornes
constantes sur la valeur des horloges(q) sera forcément satisfait sur l'intervalle
[v,v + 7]. Notons également que la notation+ 7 capture totalement le prédicéw,
qui exprime simplement la contrainte que la dérivee dejobdorloge est égalelaet
donc que lorsqu’on laisse unités de temps passer dans un état de contrdle, tostes le
variables sont augmentées exactement.de

On pourrait présenter le comportement de maniéere endossspnple, mais le for-
malisme s’éloignerait de celui des automates hybridesteUformalisme plus simple
(et aussi plus répandu) sera utilisé dans la seéfidn b.40a combinera automates
temporisés et systemes a compteurs dans un méme modele

Régions. L'espace des configurations d’un automate temporisé pegtmtiellement
infini, en général. Cependant, du fait de la simplicité dardes et des invariants, une
abstraction simple est utilisée pour rendre I'espace defgurations fini : regrouper les
configurations emégions qui sont des classes d’équivalences. La notion d’'étpria
utilisée ici est définie par rapport aux contraintes dbges : dans une méme région,
toutes les configurations satisfont exactement les mémneleg et invariants. Dans un
automate temporisé donné, puisqu’on connait a priotie®les contraintes d’horloges
utilisées, on peut fixer la constante maximale a laquefiébrloges seront comparées, et
donc rendre le nombre de régions fini. Les détails formeladonstruction des régions
seront donnés dans le cadre des systemes a compteurmis@apdans la sectionb.4.

Analyse. En utilisant cette abstraction par régions, on est en needeirésoudre le
probleme d’accessibilité d’'un état de controle, etaldimnalyser le systeme. Cette ana-
lyse peut se faire de deux fagcons : en avant ou en arrierprdldeme est le suivant :
a partir d’une configuration initiale, on cherche a détieier si un ensemble de confi-
gurations donné est accessible. Si I'on calcule I'ensendtdccessibilité “en avant”,
on arrive donc potentiellement a une infinité de configaret, puisque le temps peut
diverger a l'infini. Cependant, le calcul “en arriere”, emmontant les transitions ayant
pu mener aux configurations d’arrivée, donne toujours wseeable fini; par contre, il
calcule également des configurations qui ne sont pas alslessdepuis la configura-
tion initiale. C’est pourquoi, a I'aide d’une abstractida I'espace des configurations,
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on préfere utiliser I'analyse “en avant”, qui termineraltoujours grace a la finitude de
I'abstraction.

Contraintes diagonales. Il existe de nombreuses variantes dans la définition des au-
tomates temporisés, et elles ne sont pas toutes équiealdém variante la plus célebre
est celle degontraintes diagonalesdans une contrainte d’horloge, on peut autoriser
de borner la difference de deux valuations d’horloges les gee simplement borner des
valuations d’horloges. Cependant, Patricia Bouyer a néonistamment dan5 [Bou04]
et [BBELO3], que I'analyse en avant n’est pas correcte peutames contraintes dia-
gonales, car certaines configurations sont atteintes daredyise alors qu’elles ne de-
vraient pas I'étre. En outre, on sait grace_a [BDGP98] lpsecontraintes diagonales
peuvent toujours &tre transformées en contraintes lbyes classiques; mais I'enco-
dage génere une croissance de la taille du modele qukeshentielle dans le nombre
de contraintes diagonales, ce qui n’est pas raisonnabtartigsable en pratique. C’est
pourquoi des alternatives sont donnés dans [BLLRO5], afpod&oir analyser efficace-
ment des automates temporisés avec contraintes diagonale

Définitions alternatives des automates temporéss. D’autres variantes dans la défi-
nition des automates temporisés sont souvent recordegeda littérature. Par exemple,
on interdit parfois les invariants dans les états de odaffi’e.inv(q) est toujours vrai,
pour toutg € ), simplement parce qu’ils peuvent étre transformés edeagasur des
transitions, et que leur présence ne change pas lesatssdlaccessibilité. On autorise
parfois des mises a jour beaucoup plus riches, notammentuavensemble de valeurs
possibles (ce qui est une source de non-déterminisme)aulne question importante,
en termes de langage d’'un automate temporisé, est lanme&sel non de transitions
silencieuses (eégalement appelédsansitions), c’est-a-dire d’autoriser ou non des tran-
sitions qui ne soient pas étiquetées par un symbole. Lgapiule ces variantes ont été
étudiées en détail dans la these de Patricia BoliyerQBjouun tableau récapitulatif y
est présenté a la page 85.

Aplatissabilité et acé&léerabilité. Dans [CJ99], Hubert Comon-Lundh et Yan Jurski
ont montré que tout automate temporisé est aplatiss@olewame mentionné dans les
sections 413 df 414, un systeme est plat s'il ne contientpd®ucles imbriquées. Plus
précisément, la définitidn 4.7 est donnée pour lesesyst a compteurs, mais peut étre
appliguée a I'identique sur les automates temporisgsuh systeme est dit aplatissable
s'il existe un systeme plat ayant le méme relation d’asibdgé (a un mappage des
états de controle pres). Le fait que tout automate tersp@oit aplatissable est tres
intéressant ; en effet, les mémes auteurs ont montré [al8] que la relation d’ac-
cessibilité de tout systeme a compteurs relationnélgdadéfinissable dans la logique
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décidable FQR, Z, +, <). Or en utilisant un encodage proposé dans [ri98], Comon et
Jurski montrent que I'on peut traduire un automate temp@isun systeme a compteurs
relationnel plat.

Ainsi, on peut définir la relation d’accessibilité d’untamate temporisé dans une
logique décidable, ce qui signifie que I'on peut utilisectscept de meta-transitions
afin d’accélérer le calcul de I'ensemble d’accessmititun automate temporisé. On
rappelle qu'une meta-transition est une composée deititarss utilisée notamment
pour le calcul de la fermeture transitive d’un circuit dams automate. Mentionné
dans [CJ99], ce résultat est retrouvé dans [EH06] dansdieecde I'accélération de
systemes linéaires hybrides. Cependant, il ne semblemase exister de technique
d’accélération spécifiguement dédiee aux automaegorisés. En effet, ces auto-
mates bénéficient d’une algorithmique tres efficace, aiude la simplicité de leurs
gardes, invariants, et actions ; il serait donc dommage g@asen profiter pour adapter
les techniques d’accélération hybride a cette sousseldreés réduite mais néanmoins
intéressante.

5.3 Quelques autres modles temporigs

5.3.1 \Variantes des automates tempores

Forts de leur succes dans le monde de la recherche théaetogdes applications
industrielles, les automates temporisés sont frequarhiheclinés dans des versions
assez proches, plus ou moins expressives. On donne ici weeipt®n succinte de
quatre de ces modeles de systemes.

Event-clock automata [AFH99]

Un des problemes des automates temporisés est qu'ilst@as clos par complé-
mentation. En effet, en terme de langages (ou de tracespniplémentaire d’'un au-
tomate temporisé ne donne pas forcement un automate te@pBn fait, on ne sait
pas déterminiser un automate temporisé, de faconrgiené& eci pose probleme no-
tamment parce que la procédure de complémentation d’tomeate intervient dans sa
vérification par model-checking, et fait appel a sa dateisation [HU79, SVW8[7].
C’est pourquoi la classe des event-clock automata a &tidunte : c’est une extension
déterminisable des automates temporisés, qui estragateclose par complémentation
(ainsi que par les autres opérations booléennes). Laticyarité est qu’ils peuvent
prédire la prochaine occurrence, et se souvenir de la@hleroccurrence, d’'un symbole
étiquetant une transition.
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Integer-reset timed automata [SPKMO8]

Une autre classe intéressante est celle des integetiresdtautomata (IRTA), dans
laquelle la remise a zéro d’une horloge ne peut s’effecque lorsque sa valuation est
entiere. Cette restriction des automates temporis@ésmesn quelque sorte a discrétiser,
en partie, le temps. C’est une sous-classe intéressame gae tout comme les event-
clock automata, elle est déterminisable et close par commghtation. Les auteurs mo-
tivent egalement la définition d’une telle sous-classermies applications dans le do-
maine des services web, dans lequel cette semi-disdrétisdu temps semble plus
réaliste.

Protocol timed automata [PBCTO7]

Les protocol timed automata sont une autre sous-classeutl@saes temporisés,
dont les propriétés et les applications sont similaaezlles des IRTA. En effet, ils
ont été définis en réponse a des problématiques diécaéion de protocoles pour les
services web ; et tout comme les IRTA, ils sont clos par cemglhtation. Un protocol
timed automaton est un automate temporisé respectanidecconditions suivantes :
(1) chaque horloge est remise a zéro sur une seule t@msitichaque transition remet
a zéro une seule horloge, (2) a chaque instant, et powquehaymbole d’'étiquetage
donné, il n’y a gu’une seule transition partant de I'étatabntrdle courant et dont la
garde est vérifiee (i.e. 'automate est déterministg),chaquez-transition (i.e. sans
symbole d’étiquetage) comporte au moins une contrairgégalité dans sa garde, et (4)
lese-transitions ne sont pas prioritaires sur les autres tiansi (voir le theoreme 1 de
[PBCTOT] pour les détails techniques).

Interrupt timed automata [BHO9]

Récemment, une nouvelle classe de systemes hybridefiepdes automates tem-
porisés, a été introduite pour modéliser le mécanidiimterruptions dans un environ-
nement mono-processeur. Cette classe, appelée intimgat automata, est en fait in-
comparable aux automates temporisés (en termes de la)g@gére son intérét pour la
modélisation, cette classe est décidable vis-a-vigdblpme d’accessibilité. Par contre,
elle n’est stable ni par complémentation, ni par inteisectDans [BHO9], les auteurs
montrent qu’en combinant les interrupt timed automata és®controlled timed auto-
mata (une extension des automates temporisés, défirsddZBa8]), le probleme d’ac-
cessibilité reste décidable, et ce modele combiné@st dne extension des automates
temporisés.
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5.3.2 Extensions temporiges des eseaux de Petri

Les réseaux de Petri (présentés dans la selclion 4. 2t@@téndus de nombreuses
facons depuis plusieurs décennies. On rappelle quesesux de Petri sont équivalents
aux VASS, qui sont un cas particulier de systemes a comgpté€lette section décrit
rapidement quelques-unes de ces extensions, combinaapdzite de comptage des
réseaux de Petri a un aspect temporisé. Notons que pouaki-totalité de ces exten-
sions, le probleme d’accessibilité est indécidable.

Réseaux de Petri temporeld|[Mer74]

Une des extensions temporisées les plus classiques &sdesl Time Petri Nets
(TPN) [Mer74], que I'on traduit par “réseaux de Petri temrgdg’. La notion de temps
est ici représentée par un intervalle sur chaque tramsiduquel 'age d’'une transition
doit appartenir pour que I'on puisse franchir cette traositLage d’une transition est
le temps écoulé depuis qu’elle est “activee” en termeggims, c’est-a-dire depuis que
les places précédant cette transition comportent soffisant de jetons pour la franchir
(i.e. depuis qué/ > W~ (t)). Une configuration d’'un réseau de Petri temporel est donc
un couple(M,v), ou M est le marquage du réseauretionne I'age des transitions.
Comme dans tout systeme hybride, on peut soit laisser pdasgemps, soit franchir
une transition.

On trouve également des variantes, dans lesquelles lestetagt plus sur les tran-
sitions, mais sur les arcs, ou encore dans les places(VRBIB.

Il existe plusieurs sémantiques pour les reseaux deteatporels : les deux princi-
paux facteurs les differenciant sont la politique de mésadion et 'urgence.

Certaines sémantiques remettent systématiquemeataal’age d’une transition
apres qu’elle ait été franchie, mais d’autres non. Onirdisie trois cas de politique
de mémorisation, qui sont étudiés dans [BMQH] et [RS09].

Certaines sémantiques imposent I'urgence, c’est-@eplie I'age d’'une transition ne
peut pas dépasser la borne supérieure de son intervall@'aktres termes, I'urgence
signifie gqu’une transition ne peut pas étre désactivéd'@eoulement du temps. La
sémantique avec urgence est appelée sémantique fortdleesans urgence est appelée
sémantique faible. Pour des précisions sur ces varggbleur étude comparative, voir
[BROA].

Enfin, pour des précisions et quelques résultats sueksatix de Petri temporels,
voir la section 2.2 de la these de Pierre-Alain Reynier [Riy

Réseaux de Petri temporiés [BLT90]

Une autre extension, proche de la précédente et tout easmndue, est celle des
Timed Petri Nets (TdPN][BLT90], appelés “réeseaux deiRetnporisés ” en francais.
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Dans ce modele, ce sont les jetons qui ont un age ; les auesasur cet age sont alors
des intervalles associés aux applications d’incidenaetdV * et arrierel’’ ~. Ainsi, un
jeton ne peut servir a franchir une transitioque si son age appartient a l'intervalle as-
socié alv—(t). De plus, I'age du jeton est mis a jour en choisissant uteuvale fagon
non-déterministe dans I'intervalle associB’a. Comme dans tout systeme hybride, on
peut soit laisser passer du temps, soit franchir une tiansit

Dans ce modele, il 'y a généralement pas de notion dhageni de politique de
mémorisation. Cependant, on trouve quand méme quelquiastes, et la recherche est
encore tres active quant a I'etude de problemes déicétion des réseaux de Petri tem-
porisés. Parmi les principaux résultats, on peut ditefRBE8, AMMO7,[dFEVRMAQOD,
VRCGAFE99].

La encore, pour des précisions et quelques résultalesueseaux de Petri tempo-
risés, voir la section 2.3 de la these de Pierre-Alain Re\jRey07].

Réseaux de Petri hybrides et diférentiels temporises

Il existe de nombreuses autres extensions des réseauxtiilelé@lus souvent
classées dans ce qu'on appelle les réseaux de Petri Bgbtid qualificatif “hybride”
a ici la méme signification que pour les automates hybridi@ss le sens ou le systeme
comporte a la fois une composante discrete et une comgosantinue. Cependant,
les définitions ne sont pas les mémes. En effet, “discreté$ere ici aux réseaux de
Petri classiques, alors que “continu” se réfere auxa@se&e Petri continus qui sont un
modele a part entiere. Les réseaux de Petri hybriddsuss@combinaison de réeseaux de
Petri classiques (i.e. discrets) et continus : certainesgsl et transitions sont discretes,
et les autres sont continues.

Un réseau de Petri continu est composé uniquement desptactinues et de tran-
sitions continues. Une place (respectivement, une tiangitontinue, ici, est une place
(respectivement, une transition) qui ne manipule que @ée&siéns de jetons, et non pas
des jetons entiers. Ce modele de réseaux de Petri comatiEtésntroduit par René David
et Hassane Alla dans [DAB7]; ces mémes auteurs ont égateyuablié un livre sur les
réseaux de Petri hybrides et continus [DAO5]. Dans cetags/ron trouve une descrip-
tion d’une version temporisée des réseaux de Petri hgbred continus, ainsi que de
nombreuses références a ce sujet.

Un autre modele est celui des réseaux de Petri diffarksntemporisés [DK96],
qui correspond a celui des automates hybrides dans lelgu'gl @ pas de transitions
discretes. Un réseau de Petri differentiel temporgé&enstitué de transitions differen-
tielles et de places difféerentielles (dont le marquagd p&e négatif). Chaque arc est
étiqueté par un flux de données et une vitesse de framrchesd ; le flux de données
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est similaire a la quantité fractionnaire de jetons a imaler, et couplé a la vitesse de
franchissement, régit la dynamique du systeme au moyerecequation differentielle.

Ce modeéle, bien que déterministe, a la puissance des nesctie Turing [HRS06] ;
ceci montre que les réseaux de Petri differentiels terapsrsont legérement plus ex-
pressifs que les équations différentielles, puisqueecestions définissent une théorie
décidable[[BCGHQ7].

TVASS : VASS temporises [GS94]

Un autre modele, que I'on peut également classer dansidiéales extensions tem-
porisées des réseaux de Petri, est celui des VASS tergppois Timed VASS (TVASS).
Ce modele a été introduit daris [G$94] sous le nom de Tim&d\ets, puis repris
dans [Ber9b] et [BES09]. Il consiste en fait a combinerdatomates temporisés avec
les VASS : on a donc des compteurs entiers, que I'on peut anigmet dont on peut
vérifier s’ils sont plus grands qu’une constante donnédedacon disjointe, des hor-
loges réelles, qui augmentent constamment et uniforméeteque I'on peut tester et
remettre & zéro comme dans les automates temporisés.

Bien qu’il ait &té tres peu étudié, ce modele estrieg8ant puisqu’il combine deux
des modeles les plus connus : réseaux de Petri et autoneatgorisés. Ces deux
modeles sont décidables et méme vérifiables par mdamiking. Leur combinaison
garde ces propriétés, comme on le verra dans la sdciigh &4st en fait un cas par-
ticulier de Systemes a Compteurs Temporisés, que kaimitd et etudie dans la section
B.4.

5.3.3 Comparaison des sysimes tempori€s

Le diagrammd5]1 (page suivante) présente une hiérapehiteelle des systemes
temporisés mentionnés dans ce chapitre. Il n’a pas tamtién d’étre exhaustif : une ab-
sence de chemin entre deux modeles signifie simplementayigenmiavons pas connais-
sance de I'expressivité comparée de ces deux modelgsafEnulier, le fait que deux
modeles soient a la méme hauteur n’'indique pas nécessait qu’ils sont incompa-
rables ou d’'un pouvoir d’expression similaire. En revanahee fleche 4 — B” si-
gnifie que le modeld peut simuler le modeld, et un symboleX entre deux modeles
indique gu’ils sont incomparables. De plus, le problemecdéssibilité est indécidable
pour les modeles situés au-dessus de la ligne pointdtéest décidable pour ceux situés
en-dessous.
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Le sigle “TA” (Timed Automata) désigne les automates teng@s, et “PN” (Petri
Nets) désigne les réseaux de Petri.

[Automates Hybride}

/

Systemes a Compteurs
Temporisés

Hybrid PN

[Diﬁerential PN}
A

(Time PN) ( Timed PN
/ [Continuous P@

décidabilite /
Timed VASS

[Event-clock TAJ Bi// [Controlled TAJ

N

Interrupt TA | - X {Automates temporis'eﬂ\)}

/

[Integer-Reset T%

Protocol TA

FIG. 5.1: Hiérarchie partielle des systemes temporis@di@s dans ce chapitre

Notons que ces comparaisons sont tres délicates anpeesde facon aussi sim-
plifiee, du fait de 'importance que peut avoir la moindreiaaon dans la définition du
modele ou de la relation de comparaison. Par exempleesesatix de Petri temporisés
(TdPN) sont incomparables avec les automates tempoiggsdans le cas général,
mais deviennent moins expressifs que les automates tesépden termes de langages)
dés que I'on borne le nombre de jeton maximum [BHRO8].

5.4 Sysémesa Compteurs Tempories

Dans cette section, on introduit les Sytemes a Compteanrgdrisés, appelés TCS
(pour Timed Counter Systems). lls ont &té introduits dB#S09], et sont une nou-
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velle classe de systemes combinant compteurs et horlbigéstellement, 'ensemble
des configurations d’un tel systeme est infini, et leurs l@roles d’accessibilité sont en
général indécidables. En utilisant la fameuse techaidjabstraction des horloges en
régions, introduite pour les automates temporisés, iotesesse au probleme d’acces-
sibilité d’'une configuration partielle, dans lequel on herche pas a connaitre la valeur
des horloges. On montre que ce probleme est décidabletpmsirsous-classes : les
TVASS, les TCS bornés, et les TCS reversal-bornés. Tosséseiltats ont été publiés
dans [BESO9].

5.4.1 [efinitions

Afin d’utiliser un modele homogene pour des systemes @oamb compteurs et
horloges, on définit précisement, dans les deux paragggpuivants, la facon dont on
manipule ces deux types de données. Ces définitions gontagires sur celles définies
dans les préliminaires (sectibnll.3), dans le chafitré &y elébut de ce chapitre.

Horloges. Soit X un ensemble de: variables réelles, appellébsrloges Unevalua-
tion d’horlogesur X est un vecteux € R} Etant données une valuation d’horlogie
etune durée € R, x+ 7 estla valuation d’horloge définie p&t + 7); = x; + 7 pour
tout: € [1,m)].
Soit Ry = Gx x {0,1}™ I'ensemble des opérations sur les horloges, ou :
— Gx est 'ensemble des contraintes d’horloges ¢gawndeg définies par la gram-
maire suivantg ::= x; —zo < b | x >Xb | gAg | g, aveoxe {<, <, =,>, >},
r,xr1,r9 € X, eth e N.
— {0, 1}™, intuitivement, sélectionne les horloges a remettréera.z
Pour une garde € G'x et une valuation d’horloge € R?, on écritx |= g quand
la valuationx satisfait la gardegy. Par convention, quand = (), alorsRx = {0}.
Soitx,x" € R7 et(g,\) € Rx. Alors (x,x') |= (g, ) est défini par x |= getVi €
[1,m],\, =0 = x;=0et)\; =1 = x} = x; (ou plus simplemeni, = \;x;).

Dans la suite, par souci de lisibiliteé, on suppose que ledegasur les horloges ne
contiennent pas de contraintes diagonales (i.e. de la forme < b), et ce, sans perte
de généralité : en effet, [BDGP98] donne une traducties cbntraintes diagonales en
contraintes non-diagonales (i.e. de la formes b).

Compteurs. SoitY un ensemble de variables entieres, appeléasmpteursUneva-
luation de compteursurY est un vecteuy € Z". Soit Ry C Z" x Z™ 'ensemble des
relations définissables par une formule de Presburgeitiii@ment, de telles relations
binaires décrivent I'effet des transitions sur les corape c’'est-a-dire, pour € Ry,
(y,y') € r signifie que la valuation des compteurs gsavant la transition étiquetée
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parr, ety’ aprés cette transition. En fait, on encode les gardes aigéegtions sur
les compteurs par une seule formuledont les solutions soriy, y’). Par convention,
quandY” = (), alorsRy = {0}.

Définition 5.5. Un Timed Counter Systefi CS) est un quadruplet@, X, Y, T ou :
— (@ est un ensemble fini &fats de confile
— T CQ x Rx x Ry x @ estunensemble fini de transitions

Notons qu’'un TCS est en fait la combination de deux modeies bonnus : les
automates temporisés (sectionl 5.2) et les systemes pteora (définitiof 411, ave&’
la logique de Presburger). Avec les notations de cettessean peut redéfinir ces deux
modeles comme suit :

Définition 5.6. Un automate temporisést un TCSS dans lequel” = (). Un systeme a
compteurest un TCSS dans lequelX = ().

Pour étudier le comportement d’'un TCS, on peut envisagés points de vue, se-
lon les variables que 'on interpréte. En effet, un TCS ¢ analysé selon ses hor-
loges seulement, ou selon ses compteurs seulement, owbes ke fois. On dit qu’'un
TCS interprété en fonction de ses horloges est un systiarteansitions d’horloges,
noté STj.,,. De méme, on dit qu'un TCS interprété en fonction de sespteurs est
un systeme de transitions de compteurs, r$6fg,;,. Si les horloges et les compteurs
sont interprétés en méme temps, alors la sémantiqake tvtun TCS est donnée par un
systeme de transitions, notd’".

Définition 5.7. La $£mantique temporée d'un TCSS = (@, X, Y, T) est donie par
un coupleSTh,i(S) = (Chort, —hort), OU
— SChort = Q x R est'ensemble des configurations
— —h0rtC Chort X (TUR,) x Chypy €St la relation de transition compés de élais
et d’actions discetes :

(délai, noé 5., )

g=q etir e R, telquex' =x+ 7
(¢,%) —hort (¢, X)) <=
(action, note 5,1 )

dt = (q,(g,\),r,¢) € T telle que(x,x’) = (g, \)

\

Onremarque que §l est un automate temporisé, aléfs,,.;(S) donne la sémantique
habituelle d’'un automate temporisé.

Définition 5.8. La $£mantique de comptage d’'un TSS= (@, X, Y, T) est dongée par
un coupleST, . (S) = (Ceptrs —cptr), OU
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— Ceptr = @ x Z" est'ensemble des configurations
— —eptrC Coprr X T % Cypy,r €5t la relation de transition &finie par(q,y) t—>cptr
(¢,y') < 3(q,(g,\),r,q) € Ttelleque(y,y’) €r

Onremarque que 8§l est un systeme a compteurs, al6fs,,.(S) donne la sémantique
habituelle des systemes a compteurs.

Définition 5.9. La $#mantique totale d’'un TCS = (Q, X,Y,T) est donge par un
coupleST(S) = (C,—), ou :
- C =@ x RT x Z" estI'ensemble des configurations
— —-C Ox(TUR,)xC estlarelation de transition compés de élais et d’actions
discretes :

(délai, noeé =)

¢=q ety =y et3r ¢ R, tel que:
X =x+7

(¢,x,y) = (¢, xX,y) <=
(action, note 5 )

It = (q,(g,\),r,q) € T telle que :
(v,y') € ret(x,x') = (g, )

En utilisant ces dernieres définitions, on peut formuerelation entre ces séman-
tigues comme suit :

\

Proposition 5.10. SoitS = (@, X, Y, T) un TCS. Alors,on a:

1. Pour toute transition € T,
(¢,x,y) A (¢',x',y’) si et seulement gig, x) Lhm (¢',x') et (q,y) t—>cptr
(¢,y')

2. Pourtout@laiT € R,
(¢,x,y) = (¢,x,y) si et seulement $i, x) 0 (¢,%).

Exemple de TCS

La figure[5.2 donne un exemple de TCS, avec deux états dedtnir ¢,, deux
compteursyy, y», et deux horloges,, z>. On considere la configuration initiale comme
étant dang; avecy; = y, = r; = x, = 0. On remarque que, n'apparait pas sur les
transitions, mais sert uniqguement d’horloge de réféeenc

Ce TCS représente un service proposeé sur la plupart dessiéns numériques : on

modélise ici une contrainte dans la location de films qu'lient peut effectuer depuis
sa propre télévision numérique. Ce modele donne gralement les informations sui-
vantes : le nombre total de films qu’un client a loués juaqurésentys,), le nombre de
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films loués depuis 24 heureg |, le temps écoulé depuis que le client utilise ce service
(x2), et le temps ecoulé depuis la premiére location du jouy. (

Typiguement, la propriété que ce modele vise a verdmr‘Un client peut louer
au maximum 5 films dans une période de 24 heures”. On po@galement modéliser
les tarifs, et en utilisant, et y,, offrir un film gratuit au bout de 30 locations durant
le premier mois d’abonnement. D’autres statistiques paufeeilement &tre calculées
dans ce modéle, comme le nombre moyen de films qu’un clieset par tranche de 10
heures.

=1 Nyy =9y +1

i =0
i =0 !
) = @ p<6AYy =m+lAy=y+1
yi — T < 24
FIG. 5.2: Un exemple de TCS
Accessibilite

Un probleme typique dans le domaine de la vérificationeeptdbleme d’accessibi-
lite .9, qui consiste a décider, étant données denfigurationsc et ¢’ d’'un systeme,
s'il existe une exécution du systeme allantda ¢'. Ici, pour les TCS, on raffine ce
probleme : au lieu de vérifier si une configuration complést accessible, on va ne
s’intéresser qu’a la valeur des compteurs et a I'eétataierole.

Formellement, soi& un TCS etST(S) = (C, —) sa sémantique totale. On dénote
par—= la fermeture réflexive transitive de. De fagon similaire, on d'efinif—>cptr pour
la sémantique de comptage.

On définit alors legnsembles d’accessibéitte S comme suit :

— ReacliS, cy) = {c € C' | ¢, = s}, pour toute, € C

— Reach,, (S, cy) = {¢ € Copir | o —eptr €}, POUr toUtcy € Copr

On s’intéresse ici au Probleme d’Accessibilité avec @teurs, que I'on définit
comme suit :

Probleme d’Accessibilé avec Compteurs :
Données :Un TCSS, une configuration initiale, de ST'(S), et une configuration
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(Q7 y) deSTcptr<8)-
Question : Existe-t-il une valuation d’horlogestelle que(q, x, y) € ReachiS, ¢) ?

Ce probleme prend donc en compte les valuations de consptewais pas d’ho-
loges. On préfere s’intéresser a cette version phatiel probleme d’accessibilité (plutdt
gu’'avec des configurations totales) parce que les horloges Wilisées principale-
ment pour introduire des contraintes temporelles dans ie@pootement du systeme;
par conséquent, dans une problématique de vérificaiiona pas forcément besoin de
mémoriser leurs valeurs exactes.

On remarque que ce Probleme d’Accessibilité avec Comptst une extension du
probleme d’accessibilite~1.9 dans le cas des systersemateurs : la seule difference
est que I'on quantifie existentiellement sur la valuatiomodfoges, afin que la configu-
ration d’arrivee corresponde a une configuration coteptieC', et pas seulement de
Ceptr- ON peut donc parler de ce Probleme d’Accessibilité avem@eurs aussi bien
pour les TCS que pour les systemes a compteurs (ce qui emesam problenie.9 dans
ce dernier cas).

Le Probleme d’Accessibilité avec Compteurs est évidemnmdécidable pour les
TCS, puisqu’il I'est déja pour les systemes a compteffi d’analyser les systemes
a compteurs, des restrictions ont été données afin demelse décidables, comme par
exemple les systémes plats ou reversal-bornés, les &S omme on le montre dans
la sectiof5.412, certaines de ces restrictions peuventp@irtées au niveau des TCS.
L'idée principale utilisée ici repose sur le fait que Hiecidabilité des TCS est causée
par la présence de compteurs; c’est pourquoi on tire prefitrdsultats connus sur les
automates temporisés (détailles dans la se€fionl 5e4 Q)r certaines sous-classes des
systemes a compteurs (rappelés dans la sdcfion 5.4.3).

5.4.2 Analyse des TCS par abstraction des horloges

On cherche a analyser les TCS pour résoudre des probtanwésification ; puisque
I'ensemble des configurations d'un TCS est infini, on ne pastgssayer de les calculer.
Une méthode classique pour analyser de tels systemes icdimsiste a trouver une abs-
traction finie, en utilisant par exemple des classes di&demce sur les configurations,
et ensuite a s’assurer que le probleme d’accessibiitsidéré peut étre résolu en rai-
sonnant sur le systeme abstrait. L'approche utiliséebse sur cette idée ; cependant,
au lieu de raisonner sur des classes d’équivalence suféosemble des configura-
tions, on n'abstrait que les valuations d’horloges. Pouage, on construit ugraphe
des Egions comme on le fait habituellement pour les automates tersgsri

On pourrait considérer 'approche duale : abstraire lespteurs d’abord, plutdt que
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les horloges. Les deux principales raisons pour lesquefies cherche pas a abstraire
les compteurs sont (1) parce que les compteurs évoluesicda tiscrete a travers les

formules étiquetant les transitions, et non pas constarhaens un espace dense en
restant dans un état de contrdle, et (2) parce que le grdgheégions a été étudié

depuis longtemps et s’est avéré efficace dans plusietitsiou

Construction du graphe des ggions

Soit S un TCS am horloges. Soitn; la plus grande constante a laquelle chaque
horlogez; sera comparée dans les gardes, pouritautl, m]. On considere la relation
d’équivalence sur les valuations d’horloges, telle da’ekt définie dans JAD94]. Deux
valuations d’horloges etx’ dansR’! sont ditesequivalentesce que I'on notex ~ x/,
quand les trois conditions suivantes sont vérifiees| (di(respectivement,v ) dénote
la partie entiere (respectivement, fractionnaire) dé toa R) :

1. |x;] = |x}] oux;,x; > m; pour tout: € [1,m].
2. .x;1 = 0 si et seulement six; s = 0 pour touti € [1,m] tel quex; < m,.

3. Lx;0 < 1x;a si et seulement six;, < x4, pour touti, j € [1,m] tel que

Cette relation d’équivalence peut étre étendue aux gorgtions deS7),,,(S), en
précisant quéq,x) ~ (¢’,x’) si et seulement sj = ¢’ etx ~ x’. On écrit[x] pour
désigner la classe d’équivalence a laque&llappartient. Ungégionp est une classe
d’équivalence de valuations d’horloges ; 'ensemble drese les régions est noté, et
est fini. On écrit indifferemment € p et [x] = p.

Une propriété agréable de la relation d’équivalenaest qu’elle est compatible avec
les contraintes d’horloges (ce que I'on n@teh.)) et avec I'écoulement du temps (ce
que I'on note(é.t.)) :

(c.h.) VgelGx,xEFg <= x'Eyg

xrx = ] ) S,
(ét) VreR,, I eR, telquex+17~x +7

Ce deuxieme poingé.t.) permet de définir une fonction “successeur” séirPour
une régionp € %, on noteSucc(p) 'ensemble de sesuccesseurs temporet$&finis
comme suit ' € Succ(p) < Ix € pIr € R, telquex + 7 € p/. On est alors
capable de définir le graphe des régionsSde

Définition 5.11. SoitS = (@, X,Y,T) un TCS; sorgraphe des régiorsst le couple
GR(S) = S/~ = (I, —¢r) tel que :

2Les outils utilisent en fait des unions de régions, apgeténes mais le principe est le méme.
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- I' =Q x Z est'ensemble des configurations ; ecrit parfoisg, pour cesigner
une configuratioriq, [x])

— —qrC I'x T x I est larelation de transition telle qu& = (¢, (g, A),r,¢) € T,

(¢,p) —ar (¢, p) si et seulement §ip” € Succ(p) tel quevx” € o, x" |= g et
x' € p' etVi € [1,m], x; = \ix;.

Un tel graphe graphe de régions est le méme que celui ledlbituent défini pour
les automates temporisés ; sa particularité est queagsitions sont étiquetées par des
relations sur les compteurs, qui n‘ont pas encore éteprs compte jusqu’alors. La
prochaine étape est, bien entendu, d'utiliser ces relatsur les compteurs afin de se
rapprocher de la sémantique totale d’'un TCS.

Le graphe des Egions est un sygmea compteurs

On montre ici que le graphe des régions d’'un TCS peut étadysi&d comme un
systeme a compteurs. Ensuite, on prouve que le probléameassibilité peut étre porté
au niveau du graphe des régions.

Le graphe des régions bénéficie de la propriété sua&iD94] :

Proposition 5.12. SoitS = (Q, X,Y,T) un TCS,ST}01i(S) = (Chort; —hort) SON
syseme de transition& horloges, etGR(S) = (I',—ggr) son graphe deségions.
Alors, étant dong un(q, x) € C,,, On a pour tout € 7':

1. Sidr € R-i— et;l(qla X/) tels que(Q7 X) L)horl (CL X+ T) i>horl (C]/, X/)s
alors g« —cr Lo

2. Sidq., tel quegy g ¢,
alors3r € R, et3x" € [x'] tels que(q, X) Dhon (¢, X + T) —hort (¢, X")

Cette propriété porte sur les transitions, et peut éateirellement étendue a des
suites de telles transitions, c’est-a-dire a des ex@esit On obtient alors la fameubée
simulationa temps abstraientreST},,,.(S) et GR(S), notée~. De maniére informelle,
SThor(S) ~ GR(S) signifie queST},.(S) et GR(S) peuvent suivre exactement les
mémes exécutions; la seule difference avec une bistinolaormale est qué&/ R(S)
ne mémorise pas les valuations d’horloges, mais seuldmanstclasses d’equivalence.

Notons que puisque le graphe des régions a un nombre fini fegomtions et
que ses transitions sont étiquetées par des relatiosseompteurs, on peut le voir
comme un systeme a compteurs classique. En effet, on petz(S) comme un TCS
S =(Q, X"\ Y' TY)ouQ =QxZ%Z, X =0,Y =Y etT" =T (avecRy = {0},
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puisqueX’ = ()). Ainsi, on qualifiera indifferemmen& R(S) de TCS, de systeme a
compteurs, et de graphe de régions, et ce, sans perte eeatjién

On peut a présent prouver que I'on peut analyser un TC&vars la sémantique
de comptage de son graphe des régions, en générant emsygti est une abstraction
exacte (par rapport a I'accessibilité avec compteurkeseent) de sa sémantique totale.
En effet, d’apres les propositions 5. 10 ef’$.12, on dddyitopriété suivante :

Proposition 5.13. SoitS un TCS. On a alors que :
1. si(¢,x,y') € Reach(S, (q,x,y)) ,alors(q.,,y') € Reachp, (GR(S), (ax; Y))
2. Si(qy,y') € Reachp, (G’R(S), (gx, y)), alors3x"” € R telle que(¢’, x",y’) €
Reach(S, (q,x%, y)) etx” € [x].

Le dessin sur la figue 3.3 montre les differentes facoimgatpréter un TCS, ainsi
que les relations existant entre elles. De plus, il illuktneropositiof 5.113.

TCS:S

Constructio

Sémantique
temporisée
Sémantique

GR(S) = SThon(S) totale

Sémantique de comptage

STcptT (GR(S))

1R

ST(S)

FIG. 5.3: Les liens entre les differentes sémantiques d’'u TC

Soit¢ une classe de TCS pour laquelle il existe un algorithmeaggud le Probleme
d’Accessibilité avec Compteurs poGiR(S), et ce pour touS € €. D'aprés la propo-
sition[5.IB et le fait qu'il existe une nombre fini de régipoe en déduit le théoréeme
principal :

Théoreme 5.14.Le ProbEme d’Accessibilé avec Compteurs esédidable poure.

Démonstration.Soit (¢, x, y) un configuration initiale d&7(S) et (q,y) une configu-
ration deST.,.,(S). Alors, d’apres la propositidn 5.1 3, on déduit qu'il exisine valua-
tion d’horlogesx’ telle que(q,x',y’') € Reach(S, (¢,x,y)) Si et seulement s'il existe
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une régionp telle que((q, p),y’) € Reachep(GR(S), (¢x,y)) etx’ € p. Puisqu'un
TCS donné génére un nombre fini de régions, si on supposdegProbleme d’Ac-
cessibilité avec Compteurs est décidable pour le sys@&eompteurs/ R(S), alors le
Probleme d’Accessibilité avec Compteurs est décidpble S. O

Dans la section suivante, on utilise ce théoreme pour rapwjue plusieurs des
restrictions menant a la décidabilité quand on étuelseslystéemes a compteurs peuvent
etre appliguées également aux TCS, dans le but d’obtewiecidabilité du Probleme
d’Accessibilité avec Compteurs.

5.4.3 Sous-classesde TCS

On peut a présent traiter le Probleme d’AccessibiM&caCompteurs pour les TCS,
en fonction de la classe de systemes a compteurs a ladgigiaphe des régions du TCS
appartient. Dans cette section, on introduit quatre stasses de TCS, dans l'optique
de résoudre le Probleme d’Accessibilité avec Compteurs

Machinesa compteurs temporiges et TVASS

des machines a compteurs d’'lbarra (définifiod 4.3). Unehim@ a compteurs est un
systeme a compteurs dont les formules étiquetant lesitrans sont des translations
gardées; on rappelle gu’une translation gardée (diefirff.2) est un triplet-, ., ),
ouy > p estlagarde e/ =y + 0 est la translation de la valuation de compteurs.
En fait, on a défini une translation gardée comme une fongti: N* — N ;
on peut donc également la voir comme une relation&u Z". En effet, pour une
translation gardée: N* — N et deux valuations de comptegrety’, on a(y,y’) €
t si et seulement sf € dom(t) ety’ = t(y). Ainsi, pour reprendre le formalisme des
TCS, une translation gardée est une relation de la f‘fKEEE__n] Vi =i WY = Yit+i-

Définition 5.15. Unemachine & compteurs temporiggst un TCS = (Q, X, Y, T)) tel
que pour toute transitiofly, (g, \),r,¢') € T, r est une translation gaék.

On remarque que le Probleme d’Accessibilité avec Compteeste indécidable
pour les machines a compteurs temporisées. Afin d’oblziecidabilité, une solution
est de restreindre les translations gardées, en pagtii@riinterdisant les tests d’égalité
dans les gardes. Cette restriction nous ramene aux TVAB8SpQqt une extension tem-
porisée des VASS, un modele équivalent aux réseauxtrig\Rer section§ 4P di5.3.2).
Afin qu’ils correspondent au formalisme des TCS, on adaptfaition des TVASS,
introduits sous le nom Timed P/T Nets dans [G§94]

3En fait, le probléme du vide d’un langage d’un TVASS a étiupé décidable dans[GS94] ef[Ber9s).
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Définition 5.16. Un Timed Vector Addition System with Statéasbbrévie TVASS) est
une machiné compteurs tempogeS = (Q, X, Y, T) telle que pour toute transition
(q,(g,\),r,¢') € T, restune translation ga&k (-, 1, ) telle que-= (>,...,>).

Propri étés d'un TCS et de son graphe desagions

On peut restreindre les systemes a compteurs de plugagass afin d’obtenir la
décidabilité du Probleme d’Accessibilité avec Conyose Tout d’abord, on remarque
que les restrictions définies préecedemment restertte@lorsque I'on construit le graphe
des régions associé :

Proposition 5.17.SoitS un TCS. S§ est une maching compteurs temporée (respec-
tivement, un TVASS), alors le sted compteurss R(S) est une machina compteurs
(respectivement, un VASS).

Puisque le Probleme d’Accessibilité avec Compteurs estddble pour les VASS
[Kos82,/May84], alors en utilisant le théorefne.14, oméduit que :

Théoreme 5.18.Le ProbEme d’Accessibilé avec Compteurs esédidable pour les
TVASS.

Les deux définitionE5.15 €15]16 sont des restrictionsasyqies ; néanmoins, il
est possible de restreindre le comportement d'un TCS (&'ebte, sa sémantique). On
dit qu'un couple(S, ¢y) est unTCS initiali (respectivement, ugysemea compteurs
initialisé), dans lequelS est un TCS (respectivement, un systeme a compteurs) et
la configuration initiale de57T'(S) (respectivementST,,,,.(S)). Parmi les restrictions
possibles sur la sémantique, on peut considérer les TE3Bdctivement, les systemes a
compteurs) initialisés et bornés, pour lesquels to@esdluations de compteurs restent
toujours en-dessous d’une certaine borne, dans toutesdestens possibles. D’apres
le theorem&h.14, on en déduit que :

Proposition 5.19. Si un TCS initialig (S, ¢y) est borre, alors le systmea compteurs
initialisé (GR(S), ¢;) est borre, aveay = (¢,x,y) etc = (¢x,Y)-

Le Probleme d’Accessibilité avec Compteurs est évidemnuécidable pour les
systemes a compteurs initialisés et bornés, puisgilyib qu’'un nombre fini de confi-
gurations accessibles. On en déduit alors que :

Théoreme 5.20.Le ProbEme d’Accessibil@é avec Compteurs esédidable pour les
TCS initialis et boreés.

Enfin, on s’intéresse a une autre restriction séemantionags cette fois sur les ma-
chines a compteurs temporisées. Dens [Iba78], la classerthchines a compteurs
reversal-bor@esest introduite, et a été étendue dans [FS08]. Cette sitementionne
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qgu’une machine & compteurs initialisé®, ¢,) estk-reversalb-bornéepourk,b € N,

si dans toutes les exécutions 8gpartant dey, chaque valuation de compteur alterne
au plusk fois entre des suites non-croissantes et non-décroesat-dessus d’'une
borneb (voir la sectiori4l1). On étend naturellement cette nagiexmachines a comp-
teurs temporisées ; on remargue qu’une machine a conspEmporisée initialisée est
reversal-bornée si elle estreversalb-bornée aved:,b € N. D’apres la proposition
B.13, on déduit que :

Proposition 5.21.Si une machina compteurs temporé initialisee(S, ¢,) est reversal-
bornée, alors la machina compteurs initialise(GR(S), ¢{,) est aussi reversal-boge,

avecCcy = (Q7 X, y) etd) = (QX7 y)

Puisque le Probleme d’Accessibilite avec Compteurs éstddble pour les ma-
chines a compteurs reversal-bornées [FS08], on a que :

Théoreme 5.22.Le ProbEme d’Accessibili avec Compteurs esédidable pour les
machinesa compteurs temporges reversal-bor@es.

Le tableau suivant resume les résultats de décidaljli€ I'on vient d’obtenir :

| Modele | Graphe des iégions| P.A.C. |

TCS SC Indécidable
TVASS VASS Décidable
MCT r.b. MC r.b. Décidable
TCS bornés SC bornés Décidable

FiIG. 5.4: Récapitulatif des résultats de décidabilitélearTCS

Abbréviations utilisées dans ce tableau : P.A.C. = Ryold d’Accessibilité avec
Compteurs, SC = Systemes a Compteurs, MC = Machines a tonsp MCT = Ma-
chines a Compteurs Temporisées, r.b. = reversal-bsrnée

La classe des TVASS est récursive, ce qui est particafiens interessant du point de
vue de I'implémentabilité de ces résultats. On propdsesain algorithme (pade_1R5)
qui résoud le Probleme d’Accessibilite avec Comptewsrette classe. Cependant,
les deux autres classes décidables apparaissent ma@nsssantes de ce point de vue,
puisqu’il est impossible de décider si un systeme estrsaldborné ou borné, dans le
cas général.

124



5.4. Systemes a Compteurs Temporisés (TCS)

Algorithme 5.1 : Résoud le Probleme d’Accessibilité avec Compteurs [Baif VASS.
Entrée : un TVASSS, une configuratiorig, y), et une configuration initiale,
Sortie : la réponse a “Existe-t-il une valuationtelle que(q, x,y) € Reach(S, ¢g) ?”
construireGR(S) = (I', —¢r)
Pour Tout ¢, € I' Faire
Siq¢’ = q Alors
Si (¢x,y) € Reachq, (GR(S), ¢p) Alors
renvoyerVrai
Fin Si
Fin Si
Fin Pour
renvoyerFaux

Conclusion relative aux TCS

On a donc défini un nouveau modele de systemes combinantears et horloges,
et prouvé que le Probléme d’Accessibilité avec Comstest décidable pour trois de
ses sous-classes. D’autres sous-classes devraiemig@liemient intéressantes, notam-
ment les TCS plats, en suivant les approches proposéee§@#Efy ou [BELSO5].

De plus, le théoremgE_ 5114 peut étre étendu a d’autnesstyle données que des
compteurs, comme par exemple des piles, des canaux noesfiaitt.

Une autre direction de recherche consiste a étudiedes possibles entre les comp-
teurs et les horloges d’un TCS, bien qu’il n’y en ait a priaucan ; les deux paragraphes
suivants donnent quelques pistes de réflexion sur ces liens

Influences des compteurs sur les horloges.En utilisant un encodage assez simple,
on peut simuler une opération permettant d’attengrenités de temps, c’est-a-dire
d'effectuerx; := x; + 19, Va; € X, yo &tant la valeur d’'un compteur. Pour ce faire,
on a besoin d’'une horloge supplémentaire qui vaudra) a la fin de I'opération. De
plus, avec un compteur supplémentajre on peut éviter de modifier la valeur ge

en la copiant dang,; (sinony, vaudra0 a la fin de I'opération). La figure 3.5 donne
I'encodage réalisant cette opération, en copiant lawaley, dansy;.

De plus, on peut effectuer I'opératian := y, en se basant sur cet encodage : il
suffit de remettre I'horloge:, a zéro au départ, en ajoutarit = 0 sur la transition
sortant de I'état “init”. Cependant, cet encodage a pofet efecondaire d’augmenter
toutes les horloges dg, ce qui montre les limites de ce genre d’encodage.

Simultanéité des o@rations. Un autre type de lien entre compteurs et horloges con-
siste en la simultanéité des opérations sur les transitiEn effet, pour deux relations
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n>0Ny =y -1

Yy = Y2 1 =0
{L‘llzo 1‘1:0

init 'U fin

FIG. 5.5: Un TCS simulant 'opératiog; := x; + yo, Vz; € X \ {21}

ry € Rx etrc € Rg, les valuations des horloges pourront étre differenedsns
que l'on interprétery avantrc ou non. Prenons un exemple : soit = (z < 4) et

re = (y < 5Ny = y+ 1). Dans tous les cas, aprés interprétation des deux rela-
tions, on sait qugy < 5; par contre, la veleur de dépend de I'ordre d’exécution. Si
I'on exécute une transition étiquetée a la fois paret r¢, alorsz sera dans l'inter-
valle [0, 4[ aprés franchissement de la transition ; si on sépare tatisition en deux,

la premiére étiquetée pa¢: et la suivante pary, alors le résultat apres franchissement
de la deuxieme transition sera le méme. Par contre \&ef'ge, si on exécute d’aborg
puisrc, alorsz pourra valoir n’'importe quel réel positif! En effet, on goa avoir un
délai entre les deux transitions, d’une durée arbitra@met grande.

D’autres liens existent probablement entre compteursr&idpes avec cette définition
de TCS, bien que I'on ait choisi de séparer les variableseerx @nsembles disjoints,
chacun ayant une syntaxe et une sémantique indépendalieitie.

Pour aller plus loin, on pourrait envisager d’autoriser, @emple, des gardes du
typex > y, c’est-a-dire de comparer une horloge a un compteure@gtension modifie
le graphe des régions, puisque les valeurs auxquellesceomparées les horloges ne
sont plus constantes. Ainsi, la région deviendrait de pluplus petite a mesure que
y augmente, et on pourrait donc construire le graphe de mégignamiquement, en
calculant les limites de telles régions lorsqu’elles argent vers un point fixe.

On pourrait également considérer d’autres opératiomsme affecter une horloge
a un compteury := x). La réciproque pourrait étre intéressante a étuggalement,
en autorisant des opérations du type= y : cela change de la simple remise a zéro
généralement autorisée sur les automates tempons@s,on pourra s’inspirer de la
these de Patricia Bouyeér [Bou02] pour ce genre de miseralgaihorloges avec d’autres
valeurs qué).
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Chapitre 6

Machinesa choix non-ceterministe
d’'incr ement dense

Dans ce chapitre, on étudie un modele de systemes a earstssez original, intro-
duit par Zhe Dang, Oscar H. Ibarra, Pierluigi San Pietro,ay@n Xie [ XDISPOB]. Ce
modele a été défini dans cet article, puis étendu dar3R04] avec un ruban d’entrée
bidirectionnel contenant des mots réels séparés pamaegueurs. Ces deux articles
étaient les seuls étudiant ce modele, jusqu’a ce que déaidions, avec Pierluigi San
Pietro, de clarifier et de formaliser les définitions, deé&emndre, et de compléter les
résultats de ces deux articles. Ce chapitre décrit ceaura publies dans |[BESP09].

Une machine a choix non-déterministe d’'increment denst&e DCM (pour Dense
Counter Machine), est une machine de Minsky pouvant en plrgmenter ou décré-
menter ses compteurs d’'une valeur réelle choisie de fagardéterministe sur l'inter-
valle]0, 1[. L'intérét de telles machines est de pouvoir modéliser slystemes hybrides
dans lesquels on peut faire des choix non-déterministgoneant pas étre modélisés
facilement par des automates temporisés ou hybrides.dBiemdu, les problemes non-
triviaux restent indécidables sur ce modele ; cependarg;intéresse a des sous-classes
pour lesquelles la relation d’accessibilité reste d&sid, comme les DCM reversal-
bornées.

On s’intéresse également aux DCM purement a choix depsesont des DCM ne
pouvant pas incrementer ni décrémented den effet, un compteur a choix dense est
par définition plus général qu’un compteur classiqusdidit). On montre alors que pour
les DCM purement a choix dense, méme bornées, le prabtBaccessibilité d’'un état
de controle est indécidable (méme pour quatre compiaunesment a choix dense et
bornés pat).

Afin de modéliser plus facilement les systemes hybridesnoduit la capacité de
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tester un compteur par rapport a une constante entiesesg@aement). Ceci parait
légitime, puisque la plupart des modeles de systemeswteurs ont trivialement cette
capacité. Dans le cas des DCM reversal-bornées, cet@s@h pose des problemes
techniques, mais on montre que les résultats de dédidateistent les mémes. Une des
causes de ces difficultés est que I'encodage intuitif pwouler un test a une constante
k > 0 (i.e. plusieurs décréments et tests duivis par des incréments pour restaurer la
valuation originelle du compteur) ne préserve pas le taraceversal-borné. Toutefois,
on contourne ce probleme au moyen d’'une longue preuve itgganpour étendre un
résultat de[[XDISP(3], en montrant que la relation d’asd#kté d’'une DCM avec un
compteur a choix dense et un nombre fini de compteurs a dewige, reversal-bornés,
et testables a une constaataeste définissable par une formule mixte.

Enfin, on caractérise la relation d’accessibilité des D@€Wersal-bornées a l'aide de
la logiqueFO(R, Z, +, <). On prouve en effet que toute formule mixte est la relation
d’accessibilité d'une DCM reversal-bornée, ce qui caetplle résultat réciproque de
[XDISPO3].

6.1 Motivation

On rappelle gu’'une machine de Minsky est#hSysteme a Compteurs dans lequel
les relations deZ’ sont de la forméax’ = v+ 1), (' =2 =0), (x > 0Nz’ =2 —1),0u
true. Bien que le probleme d’accessibilité soit indécidatdds ces machines (avec au
moins deux compteurs), on souhaite étendre leur expr&ssv ce pour deux raisons.

Premierement, si une machine de Minsky est reversaldepilors sa relation d’'ac-
cessibilité devient calculable. Ainsi, on voudrait poinuiliser un modele plus puis-
sant que les machines de Minsky reversal-bornées, maisspeidécidable. Ce premier
point est détaillé dans les deux sections suivaniek (@dg

Deuxiemement, les machines de Minsky constituent un heddés basique et fort
peu pratique pour modéliser ou exprimer des propriéésadit niveau. C’est pour cette
raison que I'on introduit la possibilité d’utiliser desrpteurs réels, et de choisir de
facon non-déterministe la valeur des incrémentsit@ents pour chaque transition. Le
restant de cette section est consacré a la discussiorsdieag extensions (compteurs
réels et choix non-déterministes).

Afin de manipuler des compteurs réels, on définit les mashde Minsky denses,
qui sont desZ-Systemes a Compteurs dans lesquels les relatios sent de la forme
(' =x+7r), (¢ =2=0),((r—r>0Vr—r =0)Az’ =z —r), outrue, €tant donné
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un ensemble fini de valelirs Q.. Comme souvent dans les machines de Minsky, on
considere que la valuation initiale des compteurs esotosj).

Cette premiere extension n’est pas vraiment plus puisspaotsqu’'une machine de
Minsky peut simuler une machine de Minsky dense :

Proposition 6.1. Les machines de Minsky et les machines de Minsky densesisient b
milaires.

Démonstration.Un sens est évident, en prenant 1. L'autre sens est un peu moins
direct, mais reste facile. Il suffit de simuler chaque indian d’'une machine de Minsky
dense par une machine de Minsky. Il y a quatre instructiosisnaler, et deux d’entre
elles le sont immédiatementrue etz = x = 0. Pour les deux autres instructions,
(@ =x+r)et((x—r>0Vae—r=0) Az =az—r), il suffit dencoderr par

un entier. Chaque incrément/décremerg Q. peut étre écriig, avecp, g € N. Puis-
gu’on connait tous les possibles a I'avance (dans la définition syntaxique dtesys),

on peut calculer pour chaqueun ¢’ € N tel quer = qi{m, oU gppem €St le plus pe-
tit commun multiple de tous les. Ainsi, chaquer peut étre représenté par un entier
non-négatifr’ = pq/, et les nouvelles valeurs des compteurs seront toutespiiedis
par le méme facteuy, .. A I'aide de cet encodage simple, on peut donc simuler une
instructionz’ = = + r par une suite de’ instructions’ = x + 1. De la méme facon,
((x —r>0Vax—r=0)A2 =z —r)peutétre simulé par une suite denstructions
(x>0A2 =2 —1). O

Une autre fagcon d’étendre les machines de Minsky est deqi&ne, sur chaque tran-
sition, un choix non-déterministe de I'increment/d@oent. On appelle cette extension
une machine de Minsky a choix dense : on la définit commeZiiBysteme a Comp-
teurs dans lequel les relations d€ sont de la formgz’ = = + 1), (' = = = 0),
(x>0N2'=z—1),(¢' =2+A),(r—A>0Ve—A=0)Az' =z —A), outrue,
ou A symbolise une valeur € R, choisie de fagon non-déterministe. Le choix est fait
a chaque fois qu’une transition est franchie, de sorte gue transitions consécutives
étiquetées par’ = = + A devraient avoir des valeurs differentes padur le choix est
aléatoire, et on ne connait pas la valeur choisie (bier’qoeuisse la vérifier a poste-
riori, a I'aide d’une transition et d’'un compteur supplémaires).

Ici, on ne considere que les exécutions de longueur finlemontre que la valeur
peut étre choisie sy, 1] au lieu de toulR, :

Proposition 6.2. Pour des e&cutions de longueur finie, toute machine de Mingky
choix denseM pour laquelles € R, peutétre simuée par une machine de Minsiy
choix denseM pour laquelles €]0, 1].

Notons que I'on prend ici les valeurs da@s parce que les propriétés importantes sont (1) le ca-
ractere dense, et (2) une représentation effective dentubre rationnel (ce qui n’est pas le cas pour les
réels, en général).
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Idée de la preuveToute exécutiorr de M peut &tre simulée par une exécutioule
M, éventuellement plus longue, pour laquelle les incrés@appartiennent a l'inter-
valle ouvert|0, 1[. Sans preuve formelle ni définition formelle des états a#rdle et
configurations, on montre que, par exemple, une transitéiop \ers ¢/, étiquetée par
() =21+ A), (ah =22+ A), (25— A >0Vas—A=0)A (25 =x3—A), peut étre
simulée dans\t (chaqueA étant remplacé & chaque franchissement d’une transitio
parund € R,).

PremiérementM a une transition de vers un nouvel état de controjé, étiqueté
par les méme formules, mais avee< § < 1. DeuxiémementM contient une transi-
tion deq” aq” lui-méme (i.e. bouclante), elle aussi etiquetée paméemes formules,
avec0 < § < 1. TroisiémementM contient une transition d¢’ versq’ Etiquetée par
Ty = x1, xh = 39, 5 = x3. Par conséquent, une configuratidrayant pour état de
controleq’ et valuations de compteufs;, 2, z4) € R? est accessible dant depuis
une configuratiorr, d’état de controle et valuations de compteufs;, =2, z3) € R,
si et seulement si est accessible daois! depuisc. O

Ainsi, on ne perd pas en généralité quand on suppose @aeielincrement est dans
I'intervalle ]0, 1] (du moins, pas tant que I'on considére des exécutionsragukeur fi-
nie). De plus, un tel increment borné permet un meilleuntidde, avec une granularité
plus fine. Le fait est que, dans de nombreux systemes léglgriables représentent des
données physiques et sont donc bornées (par exemple/glaund’eau d’'un réservoir,
qui est une valeur réelle non-négative ne pouvant paassep la capacité du réservoir).
Il semble en effet difficile de modéliser ou de vérifier cagede comportement avec
un Systeme a Compteurs dont les incréments sont desnéeibornés.

Enfin, on remarque que permettre des increments dansrVaike |0, p[, pour un
p € N donné, n'apporte aucune expressivité par rapport autcas-01. Par exemple,
pour incrementer un compteurde n'importe quelle valeuf¥ avecO < § < p, il suffit
d’appliquer, dans une machine de Minsky a choix dense @snncréments sont dans
10, 1], une suite d’exactemenpttransitions (ce qui est possible, puisquest fixé), cha-
cune de laforme’ = = + 4, pour0 < 6 < 1.

Dans la section suivante, on généralise et formaliseefanition des machines de
Minsky a choix denses dont on vient de montrer l'intérét.

Exemple : syséme producteur-consommateur. Un exemple d’application simple
de machine a compteurs réels est la version suivante deufasysteme producteur-
consommateur, décrit dans [ XDISP03]. Le systeme peetktns I'un de ces trois états :
prod, consq ou repos Dans I'étatprod, il fabrique une ressource pouvant étre stockée
et utilisée plus tard dans I'étabnso La resource est un nombre réel représentant une
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true

x—éZO/\x’:x—é

FIG. 6.1: Une DCM modélisant un systeme producteur-consaeuma

grandeur physique : par exemple, de I'essence ou de I'eaprdduction peut étre
utilisée immédiatement, plus tard, ou jamais.

Un tel systeme peut se modéliser par un automate fini mum dompteur a choix
dense, comme montré surla figlirel 6.1. La ressource estauddie au compteur lors-
gu’elle est produite, et soustraite lorsqu’elle est cons@m

Bien que I'on utilise un compteur réel, la variable conén(iie. la ressource) ne
change que de facon discrete, par des increments o@rdéonts arbitraires. Toute-
fois, cette modélisation reste acceptable dans de nombesuou la grandeur physique
modélisée change de fagon continue, puisque les ireméet décréments peuvent étre
arbitrairement petits.

De plus, puisque le compteur ne peut pas décroitre ea-deczéro, le systeme
implémente naturellement la contrainte physique impbgaa la consommation ne doit
jamais excéder la production. D’autres contraintes ptusplexes sont décidables, no-
tamment si elles sont exprimables par des contraintesitegsur les valeurs de comp-
teurs. Par exemple, une requéte décidable est de sal@ipiduction totale n’excede
jamais deux fois la consommation totale.

6.2 Definitions et propriéetes des DCM

Dans la sectiofi 6.2.1, on définit les DCM, puis on s'intéeea leurs variations,
notamment :k-testables, purement a choix dense, et discretes. LiosdglP.2 est
consacrée a la définition et a I'étude des DCM revesahéees.

6.2.1 DCM etk-testabilite

Soit X un ensemble de variables, appeléesompteursa choix denséou simple-
mentcompteursdans la suite de ce chapitre, sauf précision contraire.doenpteurs
a choix dense étaient appelés “compteurs denses” (densgers) dans [XDISP03] :
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nous les rebaptisons afin de clarifier leur fonctionnemeleLetrole. Unevaluation de
compteursest une fonction qui associe a tayte X une valeur dan® . Puisqu’il n’y
a pas vraiment d’ambigité et que la signification estiémte, nous faisons ici I'amal-
game entre compteur(s) et valuation(s) de compteurs, ®usmbtés:; (ou X).

SoitG = {(z = 0), (x > 0), true} 'ensemble des gardes. On dit qu’une valuation
de compteursX satisfait une gardg € G, ce que I'on noteX |= g, quand la substitu-
tion de chaque compteur par sa valeur rend la forrgueaie (comme d’habitude). Par
exemple, sh = 3 etg = (true,xo > 0,23 = 0), alors(6,2,0) = g mais(6,2,1) ~ g.

Soit A = {1, A} 'ensemble des actions. Intuitivememtreprésente un incrément
ou décréement entier, €k représente un incréement ou décrément réel choisi g¢lenfa
non-déterministe.

Définition 6.3. Unemachine a choix dengabbréviee DCM, pour Dense-choice Coun-
ter Machine) avea > 0 compteurs est un couplet = (Q, 7)) ou :

— () estun ensemble fini éfats de confile, avec uretatqy,, €  ditfinal;

— T C @ x X x @ estun ensemble fini de transitions, avee- (G x Z x A)"

Une DCM est donc uZ-Systeme a Compteurs ave€ = (G x Z x A)", dans
lequel on distingue un état de contrdle spécifigug.

Intuitivement, la composante entiere e A € Z", est un facteur qui détermine
si la transition incréemente ou bien décrémente un counptst de quelle valeur. Pa-
rallelement, I'actiona € A" détermine si I'incréement ou décrément est une valeur
entiere ou bien réelle.

Par souci de lisibilité, on écrit parfois les transitialesmaniere plus simple, comme
x >0 Az :=x+ 39, ce qui veut dire que la garde sur le compteuestg; = (x > 0),
que son facteur est = 3, et que son action esf = A.

Remarque : Nos transitions sont équivalentes a celled de [XDISPUSPX04], pour
lesquelles les auteurs utilisent la notionrdede Les modest ay, uni t i ncrenent,
unit decrement,fractional increnment,etfractional decrenent sont,ici,
représentés respectivement gay = 0), (\; > 0Aa; = 1), (s < 0Aa; = 1),
(N >0Aa; =A),et(\;, <0Aa; =A).

Remarque : Les transitions pour lesquellesc {+1, —1}" sont juste un cas particu-
lier, et elles peuvent simuler toute combinaison linédééa former; = z;+> 7" | A;d;,
pour un entiern et un ensemble de valeuis< |0, 1] donnés.

Comme habituellement en vérification, on interprete u@d/D’abord en spécifiant
une valuation initiale a chacun de ses compteurs ainsicgtat de contrdle initial, puis
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on laisse la machine fonctionner de fagon non-détertginlse comportement d’'une
DCM consiste principalement a choisir une transition dagiardeg € G" est satisfaite
par la valuation courante des compteurs, et a mettre agaivaluations en allant vers
le nouvel état de controle.

Remarque : Dans une DCM, il y a bien deux sources distinctes de nonaé@tesme.
La premiere est I'habituelle, qui consiste a avoir patdle@ment plusieurs transitions
disponibles a un moment donné. La deuxieme, elle, estispie a ce modele, et réside
dans le choix explicite de la valeur d’un incrément ou @éwent réel. Ainsi, pour une
suite de transitions donnée, la premiere source de eterdinisme est inhibée, mais
la deuxieme persiste, faisant que les valuations de camgpibe sont pas prévisibles.

Définition 6.4. La $£mantique d'une DCMM = (@, T') est don@e par un sysme de
transitions7'S(M) = (C, —) ou :
- U = @ x R} estI'ensemble des configurations

— —C C x X x C estl'ensemble des transitionfthi par :

(g, X) 2% (¢, X") si et seulement iy, (g, A\, a),¢) € T ets € R tel que

0<0<IANXEgAX =X+ Au, avecu = a[A « ]

Pour une DCMM = (Q,T) et son systeme de transitiods (M) = (C, —),
la relation d’accessibilite-, est la fermeture transitive et réflexive*; quand le
contexte est clair, on omet I'indigg. Uneexécutionde M est une séquen¢g’, X°) —
(¢", X") — ... — (¢, X!), de longueui > 0. A cause du non-déterminisme inhérent
aune DCM, on ne s’intéresse qu’aux exécutions se temhafens I'état final;,, € Q.
Formellement, une exécution de est diteacceptantesi elle est de la forméy, X') —*
(qrin, X'), quels que soient € @ et X, X’ € R’} ; on dit également qua1 accepte
cette exécution. On dit qu'une DCM rejetteune exécutior(q, X) —* (¢, X’), si
q € @ est un état “puits” mais non-final (c’est-a-dire que Bextion ne pourrait pas
étre étendue en une exécution acceptante).

Onrappelle que I'ensemble des coup(e@, X), (¢, X’)) € Cx(C'telsqugq, X) ~

(¢’, X') est appelé lgelation d’accessibilié de M (parfois appelébinary reachability
en anglais).

L'exemple sur la figurE®l1 est une DCM, sil'on supprime ladgar—§ > 0 (la ma-
chine rejette les exécutions dans lesquelles cette gadigpas vérifiee, de toute fagon).

Bien qu’'une DCM n’ait qu'un ensemble restreint d’opératigpossibles sur les
compteurs, elle peut effectuer des macro-opératiorsstgllie remettre a zéro la valeur
d’'un compteur (eset ), copier la valeur d’'un compteur dans un ou plusieurs autres
compteurs¢opy), additionner la valeur d’'un compteur a celle d'un autrdd), sous-
traire la valeur d’un compteur a celle d'un autné us), comparer les valeurs de deux
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r:=x—0
y:=y+94 x:=zx + )
zi=2z+80 z:=z-96
r:=x—90
x=0 reset(y) Qx_OQz_O
@ @ @reset( )’\/
(a) Remise a zéro d'un compteur (b) Copie d'un compteur dans d’autres
r:=x+0 r:=x—90
y:=y—0 y:=y—90
B1="g QLN
(c) Addition d’'un compteur a un autre (d) Soustraction d’'un compteur a un autre

FIG. 6.2: Encodages des opératioreset , copy, add, etm nus

compteurs, etc. Voici les encodages de ces quatre presyapérations, que nous utili-
sons comme des raccourcis syntaxiques

reset OPY T y add T, mlnus x y

On représente pH (@O———@), .——. et ((———() les
DCM sur les FigureE 6. 2B, 61b, 6.2c[ef6.2d (respectivemen

SoitGy, = {(z = 1), (x < 1), (z > 1), true}icpo i, Pour unk € N donné. Une DCM
dont 'ensemble des gardes est inclus dafsest appelée unke-DCM. Les compteurs
d’'une k-DCM sont ditsk-testablesOn souligne le fait que toute DCM est updCM,
et que les compteurs a choix dense $ptestables, sauf mention contraire.

Proposition 6.5. Toutek-DCM peutétre simuée par une DCM, pour uh € N donre.

Démonstration.ll y a trois sortes de tests supplémentaires dans les gardes k,
x > k, etz = k, pour unk € N donné. On montre comment encoder chacun d’eux en
utilisant seulement des tests= 0 etz > 0.

Un testz < k, représenté par une transiti, peut étre simulé par
I'encodage suivant :

Notons que pour éviter de modifier la valeurgen la copie dans un autre compteur
y en utilisant 'encodage de la Figure 8.2b. De maniére phaple, un testr > k (res-
pectivementy = k) peut étre simulé par une suite Helécréments dé, suivie par un
testr > 0 (respectivement; = 0). On remarque €galement que le test 0 ne pourrait
jamais étre veérifié, puisqu’'un compteur ne peut pas peedd valeurs négatives : la ma-
chine rejetterait une telle exécution avant méme d'égable d’effectuer ce test. [
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k — 1 décréments dé

FiG. 6.3: Une DCM simulant un test de la forme< &

Définition 6.6. Soit M une DCM. Un compteur; de M estpurement a choix densé
et seulement si; = A dans chaque transition (c’est-dire qu’il n’est jamais incemeng
de1 ni decremené del). Réciproquement, un compteuwy est(purement) discresi et
seulement si; = 1 dans chaque transition (c’est-dire que c’est un compteur clas-
sigue). SiM contient seulement des compteurs purendeahoix dense, on I'appelle
uneDCM pure Si M contient seulement des compteurs discrets, on I'appebenax
chine a compteurs (discreteprrespondand la définition[4.3.

6.2.2 DCM reversal-borrees

On étend a présent la définition de compteurs reversalés del[lba78] aux DCM.
Soit M = (Q,T) une DCM,q, ¢ € Q, etr € N. On appelleenversemerile passage
des facteurs\;, entre deux transitions, d’une valeur non-négative a waleur posi-
tive, ou d’'une valeur négative ou nulle a une valeur pesjtpour un; donné. Sur une
exéecution dey a¢’, un compteur; estr-reversal-bor s’il y a au plusr reversements
tout au long de I'exécution, et ce, pour tautJn compteur:; estreversal-bor@ (noté
r.b.) s’il existe unr tel quez; estr-reversal-borné sur toute exécution acceptantétle
M est une machine reversal-bornée a choix dense, nbté&2CM, si chaque compteur
de M est reversal-borné.

Un compteur qui n’est pas nécessairement reversal-testrditlibre.

Dans ce modele, on peut effectivement décider si un camptr-reversal-borné,
en utilisant un état de contrdle pour symboliser le faie ¢gs transitions incrémentent
(\; > 0) ou décréementent\( < 0) le compteurz;. Ainsi, on peut utiliser des états
de contrdle supplémentaires pour se souvenir de chagquersement, et rejeter une
exécution si elle contient plus derenversements.

Tout comme dans le cas de compteurs discrets, on peut telgopposer que= 1.
En effet, chaque suite de “incréments, puis décrémeast étre simulée par un comp-
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teur1-reversal-borné, et ainsi, un compteur effectuargnversements peut étre simulé
parr compteursl-reversal-bornés.

Grace al[XDISP03], on sait que la relation d’accessibititune DCM reversal-
bornée, augmentée d’'un compteur libre, peut étre @gfiar une formule mixte, dont la
satisfiabilité est décidable (voir la sectionl6.4 pour desils sur les formules mixtes).
Ce résultat est énoncé dahs [XDISP03] comme suit :

Proposition 6.7. La relation d’accessibilié d'une DCM avec un compteur O-testable
libre et un nombre fini de de compteurs kbtestables esté&finissable par une formule
mixte,etant don@ k > 0.

Cependant, on a étendu les gardes des DCM pour qu’ellesgoisomparer un
compteur a une constante entiere donnée. Dans la ptmpd&8i5, on a prouvé gue cette
extension n’est pas plus puissante dans le cas généra ;ceat loin d’'étre évident
quand on se limite aux DCM reversal-bornées. En effet, daype de la propositidn 8.5
utilise un encodage qui ne préserve pas le caracteresedvmorneé.

On prouve a présent, dans le theoréme 6.7, que cettesiomen lak-testabilité n’est
en fait pas plus puissante dans le cas des r.b. DCM, la na) pbwr peu que I'on se
permette d’utiliser beaucoup plus de compteurs. Mais avelat, quelques définitons
techniques sont requises.

Pour tout réelr, on définitfr(z) = 0 si |z] = = (i.e.,x est un entier), efr(z) =
1/2 sinon. Etant donné un ensemble fi6i (les états de contrdle d&1) et un entier
k> 0,s0it@ = @ x ({0...k} x {0,1/2})". Une DCM M’ = (Q',T') munie
den compteurd)-testables est appelée uBE€M a tests finisUne configuration <
q,(dy, f1), ..., (dn, fn) >, X) de M’ estconsistantesi, pour toutl < i < n, soit
(x; < kNdi = |zi] N fi = fr(z;)) soit(z; > kANd; =k N f; = 1/2) est
vrai. Ainsi, dans une configuration consistante, la comparad’un compteur a une
constantg < k donne le méme résultat qu’un test sur les composaheeg de I'état
de contrdle.

En général M’ peut aussi atteindre des configurations inconsistantesekicution
de M’ estconsistantesi elle ne passe que par des configurations consistantes.

Maintenant, on a besoin d’'un lemme technique que I'on peahéer comme suit :

Lemme 6.8. Pour toutek-DCM M a n compteurs, il existe une DCRBltests finisM’
a n compteurs telle que : (1) le compteuy de M’ est r.b. si le compteur; de M
est r.b., (2) toute eédcution deM est aussi une @cution deM’, et (3) une e&cution
consistante déV’ est aussi une écution deM.

Démonstration.Plus formellement, I'énoncé que I'on prouve est le suivan
Soit M = (@, T) une DCM munie de compteurse, k-testables, pour uk > 0 donné.
Alors, il existe une DCM artests finist’ = (Q', T") an compteur$-testables telle que :
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1. sile compteur; de M estr.b. alors le compteut de M’ est lui aussi r.b.
2. pour toute exécution d&1 de longueuf > 0

(q", X" = (d, X7,
il existe une exécution de longuelypour M’
(' (di, fi)s oo (dy, fo) >0 XT) =0 (L (dy, i) (dy £) >, XF).
3. pour chaque exécution consistanteéde longueuf > 0
(' (di, f), oo (dyy fa) > XT) =l (g (dy, fi), - (dy fr) > X0),

il existe une exécution de longuelpour M, de la forme
(a', X") =l (', X1).

L'idée de la preuve est de construitd’ pour qu’elle réplique le comportement de
M, en représentant les variations des valeurs de comptaursep états de contrdle.
Par simplicité, on ne considere que le eas- 1, mais la preuve peut étre facilement
généralisée a n'importe quel nombre fini de compteuissiAun état de contrdle de
Q' est un triplet« ¢,d, f >, ouq € @, d est un entier dan8, . .., k et f vaut soit
0 soit 1/2. La composante est utilisée comme un compteur discret allantOd £,
Supposé représenter; |. La composant¢, quant a elle, représente la partie décimale
(ou fractionnelle) dex; : f = 0 si |x1] = 21, et f = 1/2 sinon. La définition d&”
est telle que toutes les comparaisons d’'un compteuune constanteé < j < k sont
eliminées et remplacées par des testgi®irf (c’est-a-dire sur la structure de contrble).
Par exemple, un test > j est remplacé par untegt> j Vv (d = j A f = 1/2). Seuls
les tests a 0 sont dupliqués daiis

Formellement7” est défini comme suit.

Soit(q, (g, A\,a),q’) € T. On définitg; comme valantrue si g; vauttrue, x; < j,
xr1 = j,0ux; > j, et ce pourtouj > 0; dans le cas contraire, on défigit comme
valantx; = 0 ouz; > 0 Si g; vaut, respectivement;; = 0 ouz; > 0. Ainsi, ¢}
est obtenu depuig, en éliminant toutes les comparaisons a une consgamntd. Pour
chaquel € {0,...,k}, f € {0,1/2}, si 'une des conditions suivantes est vraie :

— g1 = true, OU

— g1 = (71 <j)etd < j,ou

—g1=(r1=j)etd=jA f=0,ou

— g = (21> j)etd > jVv(d=jAf=1/2),
alors (< q,d, f >,(g9,\,a),< ¢,d, f >) € T' pour chaquel’ € 0,...,k, f' €
{0,1/2} tel que)| = A\; A a] = a; et 'une des cing conditions suivantes est vraie :
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1. \i=0Ad =dA f' = f (modest ay)

2.\ =1/a) = 1/\<(d<k/\d’:d+1/\f’:f)\/(d:k/\d’:d/\f’: 1/2))
(modei nt eger i ncrenment)

3. )\12—1/\a1:1/\((O<d</<:/\d’:d—1/\f’:f)\/<d:k/\d’:
d/\(f’zl/Q\/f’zO))) (modei nt eger decrenent)

4. )\1:1/\a1:A/\<(f:0/\d’:d/\f’:1/2)v(f:1/2/\d’:d+1/\f’:

OV (f=1/2Ad =d+1Af =1/2)V(f =1/2Ad =dNf = 1/2)) (mode
fractional increnent)

5\ =—1Aa :A/\<(f:0/\d>0/\d’:d—1/\f’: 12V (f =1/27d >
ONd =d—1ANf =1/2)V(f=12Nd =dNf =0)V(f=1/2Nd =
dn ff = 1/2)) (modef racti onal decrenent)

On remarque que dans les cas (4) et (5), il peut y avoir plusedaiternative
qui soit vraie (c’est-a-dire, dans les disjonctions ep@eentheses), ce qui correspond
aux choix non-déterministes det’. De plus, dans le cas (5) (mode act i onal
decrenent),si f = 0 A d = 0 alors M’ rejette I'exécution, puisqu’il 'y a pas d’al-
ternative possible.

Cette définition implémente I'élimination des testsit$e& ¢, d, f >, (¢, A\, a), <
q¢,d, f >) € T'. Sile test originely; compare a une constanfe> 0, alorsg| ne
nécessite qu’un test sur les composamatesd f, mais pas suf;. Sinon, Sig; est un
testa 0, alorg; est un test; = 0, mais la structure de controle doit également vérifier
qued et f valent 0. Similairement, sj; vautz; > 0, alorsg; vaut aussic; > 0 et
d>0V(d=0A f=1/2)doit étre vérifie. Ceci entraine que si, durant une etén,
on rencontre un test; = 0 pendantque; = 0A (d > 0V f = 1/2), alorsM’ rejette
I'exécution.

On montre maintenant que la machine qu’on vient de défispeete les trois points
éenoncés par ce lemme.

La condition (1) est immédiate, puisque I'on peut effestient vérifier si un comp-
teur estr-reversal-borné, pour un > 0 donné, en observant quand les transitions
incréemententX; > 0) ou décrémentent\( < 0) chaque compteur;. Ainsi, on peut
utiliser des états de contrdle supplémentaires pounseenir de chaque renversement,
et rejeter si le nombre de renversements dépasse

La condition (2) du lemme est évidente, puisque, par caostm, chaque transi-
tion dans une exécution det peut étre dupliquée dans une exécution\dé Ainsi,

138



6.2. Définitions et propriétés des DCM

une exécution deV est également une exécution d¢', en ajoutant les composantes
requises dans les états de controle.

La condition (3) suit elle aussi, puisque dans une configuratonsistante, chaque
comparaison d’'un compteur a une constantelle que0 < j < k est équivalente a
un test sur I'état de contrdle. Ainsi, une exécution ¢staste dans\t’ peut aussi étre
dupliguée dangu. O

En général, une exécution d’'une DCM a tests finis (telle gi-dessus) n'egias
forcement une exécution det, puisqueM’ n'est pask-testable a proprement parler,
bien qu’elle puisse tester les composantet / de ses états de controle. En effet, les
modesf racti onal increment etfracti onal decrenent peuvent mener
a une configuration inconsistante, dans laquelle la vadaur compteurz; n’est pas
compatible avec la valeur dé€™* composantes dé et f. Par exemple, on pourrait
atteindre une configuration dans laquetle< j etd > j, étant donng > 0. C'est
pourquoi les tests sutet f peuvent ne pas donner les mémes résultats que les tests sur
la valeur der, et ainsi I'exécution pourrait étre possible dav mais pas dandA.

Lemme 6.9.Une DCMM = (@), T') avec un compteur libre O-testablesetompteurs
1-r.b. k-testables estquivalented une DCMM° = (Q°, T°) avec un compteur libre
O-testable e2n + 2k(n + 1) compteurs r.b. O-testables.

L'idée de la preuve, détaillée ci-apres, est la suiga®n commence par construire
une DCM a tests finis\’ comme dans le lemne®.8; elle servira d’intermédiaire. en-
suite, on définitM° comme ayant ses exécutions séparées en deux phases.

La premiéere phase simule une exécution/dé sur lesn premiers compteurs, en
utilisant des tests sur les états de contrdle plutdt @aeedtables tests sur les compteurs
aux positionsl a n. Cependant, durant cette phase de simulatiofY, duplique les
valeurs deg; dans lesi(k + 1) premiers compteurs supplémentaires.

La deuxieme phase vérifie que I'exécution simulée\déest bien consistante, en
inspectant les valeurs stockées dans les compteursesnpptaires, et rejetant I'exécu-
tion si et seulement si la simulation n’était pas consista@’est-a-dire, elle vérifie que
si M? entre dans une configuration @il = j A f; = 1/2, alorsj < x; < j + 1.
Remarquons au passage que les compteurs additionnelggjunirs reversal-bornés.

Par conséquenty1® simule M fidelement.

Au début, la preuve suppose quelques restrictions surngodement des comp-
teurs et sur les tests; ces hypotheses sont ensuite J@keefin de la preuve.

Démonstration.Supposons que tous les compteurs r.b.Adesont en fait O-reversal,
c’est-a-dire qu’ils ne subissent aucun renversementorngpteur ne peut jamais revenir
a une valeur qu’il a déja eue. Supposons aussi que cesteorap.b. partent de 0, dans
M. Supposons également qu'il N’y a aucun test d’égalit@@ constantg > 0, c’est-
a-dire que seuls les tests> j oux < j sont autorisés. Supposons enfin guen’a pas
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de compteur libre, et n'a donc quecompteurs 1-r.bk-testables. Toutes ces hypothéeses
seront supprimées a la fin de la preuve.

Soit M" = (@', T") une DCM a tests finis qui vérifie le lemrhel6.8.

On considére maintenant(®.

SoitQ° = Q' x {s mu, cecx}. Si M démarre dans un étaf, avec tous ses compteurs
initialement nuls, alors\1® démarre dans I'étak (go, (0,0)™), simL >, avec tous ses
compteurs initialements nuls.

M? fonctionne en deux phases : d’abord dans une phase de sonuatL, puis
dans une phase de vérificatiomox. De fagcon correspondantg? est I'union des deux
ensembles de transitiofi§ ,, et7gex.

La phases muL simule une exécution dét’ sur lesn premiers compteurs, en utilisant
des tests sur la structure de controle plutdt que desdaestes compteurs en position 1
an. Cependant, durant cette phagd? duplique les valeurs stockées danglans les
n(k + 1) premiers compteurs supplémentaires.

La phase+eck vérifie que I'exécution simulée det’ est bien consistante, en vérifiant
les valeurs des compteurs supplémentaires, et en rejeta@tution si et seulement si
elle n’est pas consistante (par exemple en vérifiant qud%atteint une configuration
dans laquellel; = j A f; = 1/2, alorsj < x; < j + 1). Ainsi, M° peut simuler
fidelementM.

Par souci de clarté, on utilise un encodage pour les pasitiles compteurs; soit

p(i,7) =n+ (G —1)x(k+1)+j+ 1, pourtoutl < i <mn,0<j < k. Ainsi,
p(1,0),p(1,1),...,p(1,k) sont les indices des compteurs, 1, z, 2, - .-, Tnikr1, €t
p(2,0),p(2,1),...,p(2, k) sontlesindices des compteuss, s 2, Tniki3, - - - Tniokt2s
etc.

Ts w. €st défini comme suit.

1. pourtoutq;, (g, A\, a),q5) € T, latransition« ¢, sI ML >, (g', A%, a%), < ¢}, SI MIL >>)
est dandy, . si et seulement si, poutel quel <i < n:

- )\0 )\27 a = a;,
)\p(w) = )\p (dim1y) =0 (les compteurs correspondants ne bougent pas) ;
— siq, ne vérifie pasl; = kA f; = 1/2, alors/\g(l. g1y = )\g(zd 12) /\0 (k1) =

iy Qp(idi+1) = Op(i,di+2) = Api k1) = @; (l€S compteurs correspondants fontle
méme mouvement que) ;

— siq) esttelquel; = kA f; = 1/2, alorskg(i’diﬂ) = 0.

2. pour tout¢’ € @, (K€ ¢,simL >, (true,0,a), < ¢, cHEx >>) appartient a
Tswe, quel que soita (ou 0 (respectivementtrue) est le vecteur contenant 0
(respectivementyue) dans chague composante).

3. aucune transition autre que celles définies en (1) etéppartient alg . .

La signification des transitions définies en (2) est de faireer M° dans la phase
cHECK, qui sert a vérifier que les tests sur la structure de ottrfilisés dans la phase
s ML étaient corrects.

140



6.2. Définitions et propriétés des DCM

Sans définifl e formellement, on décrit comment® peut vérifier qug < z; <
j + 1 quand elle atteint une configuration @u= j A f; = 1/2, pour touti, 1 <i <n
et pour toutj, 0 < j < k. La valeur der; au moment précis ou cette configuration
est atteinte est encore stockée dapns;). Puisque le compteur; ne peut par effectuer
de renversement, alors pour s’assurer que la configuraténconsistante ave¢ a ce
moment-la, il suffit de s’assurer que< z,,; ;) < j + 1, et rejeter 'exécution si ce n'est
pas le cas.

Soit z; ; la valeur des,; ;, quandM° arrive dans la phaseecx. M décrémente
7,35 d’exactementj (avec une suite de décrements Je Si la machine ne rejette
pas, alorsy; ; > j. Dans ce cas, pour s’assurer gye < j + 1 (i.e.0 < 2,55 < 1
pour la valeur courante dg,; ;)), si M" veérifiex; ;,; = 0 alorsz; ; = j. Sinon,M°
décremente,; ;) de A pour le mettre a zéro, et rejette I'exécution si cetteisem zéro
non-déterministe échoue. Ainsi, le seul cas ou il existe exécution non-rejetée est
quand il existe), 0 < § < 1 tel quex,;; = . M" répéte cette procédure pour tout
i,1 <i < netpourtoutj, 0 < j < k. Enfin, M° termine son exécution. Il est clair que
si M" termine son exécution sans la rejeter, c’est que les tegisels deM ont eté
devinés correctement par°.

L'interdiction d'utiliser des tests d’égalité peut &tievée en remarquant qu’un test
r; = k est remplacé dans1® par un test/; = k A f; = 0. Il suffit donc que la ma-
chine marque, dans son état de controle, la valeuf; dgiandd; devient égal g. Si
fi = 0, alors la phasereck ne devrait s’assurer que dg; = j, plutdt que de vérifier si
j<zy<j+l

Larestriction d’avoir seulement des compteurs O-revexsal étre éliminée en ajou-
tantn(k + 1) compteurs 1-r-b. O-testables dakt’, et en étendant la phasew. a I'uti-
lisation de ces compteurs supplémentaires. §oitj) la valeurn + n(k + 1) + (i —

1) * (k+1) + 7+ 1. Chaque compteur;; ;, effectue le méme mouvement qug avec
0 <j<ketl <i<n,tant quer; est dans une phase croissante (c’est-a-dire que
X(p(i,7)) = A(@)). Quand la phase décroissante commence pguit® étant dans

un état< q,dy, ..., d,, fi1,..., f, >, alorssi v agit sur les compteurs aux positions
p(i, j), avecA’ eta® définis comme suit :
0 _ O _ ] _

= Aoty = M) = = Ajax) = 0 (les compteurs correspondants ne bougent
pas);

— si¢) ne vérifie pasl; = kA f; = 1/2, alorsAg(i 0 = Ag(i y=c= )\g(i g1 =
Nietad, g = ayuyy = = ag(z‘,difl) = a; (les compteurs correspondants
effectuent le méme mouvement que9éc compteur) ;

— Siqy esttelquel; =k A f; =1/2, anrsAg(i,k) = 0 (le compteur ne bouge pas).

La phase+eck pour ces nouveaux compteurs aux positipfis;) est exactement la
méme que pour les(k + 1) compteurs précédents, aux positigis ;).
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Chapitre 6. Machines a choix non-déterministe d’ince@tdense (DCM)

L'obligation pour tous les compteurs de commencer ingédia 0 peut elle aussi
étre oubliée, en faisant deviner\d®, des le début de I'exécution, les valeurs correctes
de chaquel; et f; et en initialisant2n compteurs 1-r.b. supplémentaires en y copiant
la valeur des: premiers compteurs. Ceci peut étre fait en remettant a&aQueh comp-
teurz;, 1 < i < n, d'abord en décrémentant de 1 puis en finissant par urénsrt
de A; siz; = 0, c'est qued; et f; ont été devinés correctement, et sinon, on rejette
I'exécution. Pour ce faire, tout simplement, un compteuest incrementé du montant
dontz,; est décrementé pour atteindre 0. Une fois gue- 0, le test est passe, at°
continue I'exécution comme précédemment, cette foistdisantz au lieu dez; et en
commencant dans un état ayant les valelyrst f; venant d’étre devinées, plutdt que
depuisd; = f; = 0.

Enfin, la restriction de ne pas avoir de compteur libre Catdstdans\ peut facile-
ment &tre supprimée, en ajoutant un compteur libre @béstegalementa1°. M° peut
aussi simuler le comportement de ce compteur dans la phaseet le laisser inchangé
pendant la phaseck ; ceci n'affecte en rien les constructions précédentes. [

Puisque les compteurs reversal-bornés peuvent tougtnersransformés en un nom-
bre fini (et plus grand) de compteurs 1-r.b., et en utilisatfeinmé&.9, on peut généraliser
la propositiol &5 au cas des compteurs r.b. :

Théoreme 6.10.Toutek-DCM reversal-borée peugtre encoée par une DCM reversal-
bornée,étant dong k > 0.

Ce théoreme généralise immeédiatement le résultatipal de [XDISPO3], rappelé
ici dans la propositiof 6l 7.

6.3 Reésultats de eécidabilité et d'indecidabilite

Le tableau suivant résume les résultats concernant &8 E&deurs variations. Les
résultats en caracteréslique gras sont nouveaux, et les autres ont été prouvés (ou
sont facilement inférables) d’articles précédentsamoment[[XDISP03] et [Min67]. Il
y a quatre entrées possibles dans ce tableau : “?” signiBel’qn ne sait pas si le
probleme d’accessibilité d’'un état de contrdle estid@ble, “I” s'il est indécidable,
“D” s’il est décidable, et “C” si la relation d’accessiliéi est calculable et définissable
dans une logique décidable. Les “+ r.b.” (respectivemsnt-test. r.b.”) signifient que
la machine est étendue avec un nombre fini de compteursxdditse reversal-bornés
(respectivement, compteurs a choix dense reversakebati-testables).

Dans le reste de cette section, on prouve deux de ces nourgaultats ; les autres
nouveaux résultats sont prouvés dans la section peat€du en sont directement
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6.3. Résultats de décidabilité et d’indécidabilité

k-DCM DCM DCM +
compteurs DCM bornée +r.b. k-test. r.b.

1 C C C c

purement 2 D ? ? ?
achoixdense 3 ? ? ? ?
4 | I | I

— 1 C C C c
a choix dense > | | | I

FIG. 6.4: Récapitulatif des résultats de décidabilitélearDCM

inferables. On remarque que les sept problemes ouvairtsgient &tre résolus par seule-
ment deux ou trois preuves qui engloberaient les autreser@@zmt, les intuitions pour
les cas a 1 ou 4 compteurs ne fonctionnent plus dans le capd® 2ompteurs, et les
techniques de preuves deviennent encore plus compleseguian utilise des comp-
teursk-testables.

Ind écidabilité pour les compteurs purementa choix dense et bor@s.

Etant donnée une DCW, un compteur: de M estb-borng, b > 0, siz < b durant
toute exécution dé1. Par exemple, un compteur 1-borné peut prendre des valenrs
négatives jusqu’a 1. Un compteur éstrné s’il estb-borné pour un certaib > 0.

Etant donné > 0, si une maching\{ a un compteur a choix densejui estb-borné
et b-testable, alors on peut supposer quedoit rejeter une exécution non seulement
lorsqu’elle essaye de décrementegn-dessous de 0, mais aussi quand elle tente d’arri-
ver dans une configuration atr> b. En effet, siz n’était pas borné, on pourrait modifier
M pour tester a chaque étapersk b, en rejetant si ce n’est pas le cas (ce qui forcerait
x a étre borné).

Les compteurs borné&mntiersont un ensemble fini de valeurs possibles, que I'on
peut encoder dans les états de contrdle. Cependant,rigg@ars bornéa choix dense
ont un ensemble infini de valeurs possibles : une DCM avedquitsscompteurs bornés
est un modele encore trés puissant, comme on le montrelaaoite. En général, le
probleme d’accessibilité d’'un état de contrble est tobfeme plus simple que de cal-
culer la relation d’accessibilité. Cependant, la proposisuivante montre que méme
pour I'accessibilité d’'un état de controle, il suffit g@r quatre compteurs 1-bornés
pour devenir indécidable.

Proposition 6.11. Le probEme d’accessibil@ d'un état de contdle est inécidable
pour les DCM pures et boges.
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Démonstration.On montre un résultat plus fort : le probleme d’accesis@éd’un état
de contrble est indécidable pour une DCM avec seulemaitguompteurs purement a
choix dense qui sont 1-bornés et 1-testables. Ce réselti#montre assez similairement
a celui de[[XDISPO3], montrant gu'il suffit de quatre comptepurement a choix dense
pour simuler une machine de Minsky.

La preuve d’origine est basée sur I'utilisation de deux pteurs pour mémoriser
une valeur fixe d@, choisie au début de I'exécution. Les deux autres comgptsont
alors incrementés ou décrémentés de cette uniqueniéout entiere est alors encodé
par la valeurd. Ainsi, ces deux compteurs se comportent comme deux conspiess
crets, sans restriction. Si les quatre compteurs sdmarnés, alors ils peuvent encoder
seulement des entiers inférieurs ou égauk& [1/6]. Cependanty’ n’est pas borné,
puisque) est choisi de facon non-déterministe une seule fois &utdée I'exécution,
et peut &tre arbitrairement petit :sn’est pas suffisamment petit, la DCM rejettera une
exécution qui essaierait de faire croitre un compteudessus de 1 (par exemple en
revenant a la configuration initiale de sorte quauisse étre choisi de nouveau, jusqu’a
ce qu'il soit assez petit).

En outre, dans une machine de Minsky, dans chaque exéaitigarmine, les va-
leurs encodées dans les deux compteurs sont bornéesbaosate depend de I'exécution,
mais elle existe toujours pour une exécution finie. C’estrgooi I'état final de la DCM
est accessible si et seulement si la machine de Minsky getule a une exécution qui
termine. Le probleme d’accessibilité d'un état de coletly est donc indécidable. [J

Décidabilité avec un compteurk-testable.

La propositio 6. 111 n’exclut pas la décidabilité si I'atilise moins de quatre comp-
teurs, puisque sa preuve est basée sur une DCM pure a qoatpgeurs. En particulier,
on montre ici que pour une DCM avec un seul compteur, on pé&dtefement calculer
sa relation d’accessibilite, et ce méme si le compteukdsestable. Cette extension a
la k-testabilité est en effet loin d’étre évidente, bienejl€ puisse paraitre triviale de
prime abord.

En fait, la construction de la preuve de la proposition 6.5 j@¢re appliquée a des
tests de la forme > j ouz = j, pour tout; < k; cette construction est simulable par
une suite dg décréments entiers, suivie par un test- 0 oux = 0, lui-méme suivi
d’'une séquence dg¢incréments entiers (afin de restaurer la valeur initialecdionp-
teurs). Cependant, on ne peut pas I'appliquer a des tedssfdemex < j, puisque
ce cas nécessiterait un compteur supplémentaire (Baexjsafin de restaurer la valeur
initiale du compteur. Dans la preuve utilisée ici, le coeystdoit de plus étre borné pour
éviter un nombre non-borné de dépassements du/seulil

La encore, on utilise la notion de formule mixte, dévelepmans la sectidn 6.4.
Elles constituent une logique décidable, équivalerfi®&R, Z, +, <). De plus, on sait
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6.3. Résultats de décidabilité et d’indécidabilité

grace a la propositidn 8.7 que la relation d’accesséditine DCM est définissable par
une formule mixte.

Proposition 6.12. La relation d’accessibilé d’'une DCMa un seul compteut-testable
borné est @finissable par une formule mixte, pour tout entier 0.

Démonstration.Soit M = (@, T') une DCM a un compteur, telle que son unique comp-
teur estb-borné. Notons que puisqu’il 'y a qu’un seul compteur, @mmanipule ici
qgu’un réelz, plutdt qu'un ensembl&’. On ne s’intéresse qu’au cas bu= £, puisque
sib < k alors tous les tests a yn> b sont faux, et sb > k alors M n'utilisera
simplement pas les testga- 1,k + 2, ... n.

Soit M' = (Q',7") la DCM a tests finis avec un compteur libre et 1-testable,
telle que définie dans le lemnie16.8, avec ¢, d, f >€ Q' pour toutq € Q,d €

{0...k}, f€{0,1/2}.
On affirme que pour tout’, 2! € R, etq’, ¢! € Q, avecqinit, ¢ana € @',

(q°, 2°) ~ g (¢*, 2') si, et seulement si,

(< G 129, S7(°) 3, 2%) ~oppr (< g, [, friat) aty O D

La proposition principale s’ensuit immédiatement, puisép relation[{8]1) est des-
criptible par une formule mixte et donc décidable.

“Seulement si” : garanti par la condition (2) du lemind 6.8.

“Si” : supposons que la formul&(®.1) soit vraie.

On doit alors montrer qué;®, z°) ~ v (¢!, z'). La condition (3) du lemmE=&.8 ne
s’appligue qu’aux exécutions consistantes ; en génlesaéxécutions da1’ ne sont pas
forcément consistantes. Cependant, chaque incrémeasttoinnel ou décrément frac-
tionnel dans une exécution del’ est choisi de fagon non-déterministe : la valeurcde
peut alors étre ajustée pour devenir consistante vis-ded et f. La preuve de cette
affirmation nécessite quelques définitions prélimiesir

Une version consistantd’une configuratiorr = (< ¢,d, f >, z) est n'importe
quelle configuration consistante= (< ¢, d, f >, 2’), avecz’ € R,..

Pour toute configuration consistante= (< ¢, d, f >, z°) et pour toute configu-
rationc, = (<K q1,dy, f1 >, xt),

H gl7>‘7a
Slco — M C1,

. . . . ',
alors il existe une version consistantede ¢, telle quec, 225 vy ¢, (6.2)

définie pard, = (< ¢, dy, f1 >,2"), avecr’ € R,.

Sia = 1, alorse, est déja consistante, par définition €. Ainsi, seul un incrément
fractionnel ou décrément fractionnel (i.e.asi= A et A # 0) pourraient mener a une
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configuration inconsistante.

Un cas particulier de configuration est wéeo-conf c’est-a-dire toute configuration
de M’ de la forme(< ¢, (0,0)" >, 0). Dans une DCM a tests finis1’, on peut sup-
poser que chaque zéro-conf est toujours consistanteyruist’ peut tester si chaque
composante d& vaut bien0 (et rejeter I'exécution, dans le cas contraire).

Supposons d’abord qué® = 0, c’est-a-dire que;, est une zéro-conf. On a donc
d =d, fi = 1/2, etz = §, avecO < § < 1. La configurationc; est donc déja
consistante.

Supposons a présent qué > 0. Ainsi, d; peut differer ded d’au plus1l. Remar-
quons que pour tout état ¢, d, f >, < ¢, d, [’ > de M, pour tout(g, A\, a) € 3,
pourtoutr € R, ,etVe € [—-1,1]avec0 <z +e < k+1,Ssi

(g d, f >, 2) P2 (< g d f >+ €,

alors pour toutr’ € R, tel que0 < 2’ + ¢ < k + 1, le méme mouvement peut étre
effectué depuis’ :
" \a
(€ q,d, f>a) " (< d,d, [> +e (6.3)

Cette propriété[(6l3) est évidente, puisqM€ ne peut tester: qu’'a zéro, et ne
peut donc pas difféerencier de z’ avant la transition, et peut donc appliquer le méme
incrément. De plus, elle implique que I'on peut effecteméme mouvement depuis
en utilisant un incréement (ou décrement) differemtpeut étre augmenté (ou diminué)
d’'une valeur, plus ou moins grande gbienais restant dans l'intervall@, 1[, ce qui
suffit pour rendre la configuration consistante.

Soitcy —ar €1 —ar -+ — A ¢ UNE exécution deVt’, avecl > 0. On prouve
maintenant, par induction sjrque sic, est consistante, alors il existe une autre exécution
de M', notéecy — ¢ ¢ —mr -+ — v ¢, dans laquelle chaqug est une version
consistante de;, pourl < i <.

Le casl = 0 est trivial, carcy, = ¢. Supposong > 0. Par hypothése d'induc-
tioncy —ar ¢ —a - — o ¢4, Chaque’, est une version consistante depour
1 <i<1[—1.Daprés la proprietd (68.2), on peut trouver une versionsistante;, de
¢ telle quec;_; — v ).

D’apres la condition (3) du lemnfie®.8, toute exécutionsistante deVt’ est égale-
ment une exécution d&1, ce qui termine la preuve. O

Cette preuve est immédiatement extensible au cag/ba aussi des compteurs
reversal-bornédiscrets qui ne sont en aucun cas affectés par la constructioségili
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Si les compteurs reversal-bornés supplémentaires asamoix dense, cependant, la
décidabilité reste ouverte. Ce résultat nécessitara nouvelle preuve, parce que les
techniques utilisees pour demontrer la proposiionlétlg lemm&&I19 ne semblent pas
pouvoir se combiner.

6.4 Caractrisation logiqgue des DCM

Quelques rappels sur les formules mixtes.

On consideére ici le langage des formules mixtes, définas d\Wel99] et adapté
de I'arithmétique de Presburger. Ce langage a deux soetesribbles : des variables
réelles, notées, =/, z1, ..., et des variables entieres, notees’, v, . . . ; les variables
entieres sont donc une sous-sorte des variables rélelesonstantes sont 0 et 1, les
opérations sont-, —, |.|, et les relations sont I'égalité, I'ordre <, et les congruences
=, pour toute constanté € N. La définition suivante formalise cet énonceé :

Définition 6.13. Unefomule mixteest definie inductivement comme suit. Uaepres-
sion linéaire mixtel est cfinie par la grammaire suivantetia: est une variable&elle
ety est une variable ergre :

E:=0|1l|z|y|E+E|E-FE]||E|

Unecontrainte linéaire mixté' est cefinie par la grammaire suivantepi@ est un entier
positif :
C:=FE=FE<E|E=,E

Uneformule mixteF’ est cfinie par la grammaire suivantepa: € R ety € Z :
F:=C|-F|FAF|3z.F|3y.F

La sémantique d’'une formule mixte est la méme que danséles,r| étant la
partie entiere de son argument régbtr, =, r, Si et seulement si;, — r, = vd pour
un entierw.

Typiquement, on utilise des abbréviations, comme par @k pourz + = + x,
ou en ajoutant des opérateurs communs (Cormins, etc.).

Les formules mixtes sont équivalentes a la célebragloggadditive du premier ordre
sur les entiers et réels, notB® (R, Z, +, <) ; cette équivalence se remarque aisément,
puisque|x| = y peut étre récriz; (0 < 1 Az < 1Az —x1 = ¥), etx; =4 a9
peut s'écriredy(x; — zo = y + - - -+ y), pour und > 0 donné. Cependant, 'avantage

—_—

d
principal de la syntaxe plus riche des formules mixtes esllgipermet une élimination

de quantificateurs, ce qui n’est pas possible directemerglda(R, Z, +, <), comme
le montrent le théoréme 3.1 et le corollaire 5.2[de [Wei99]
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6.4.1 Formules mixtes et DCM reversal-borges

On sait que les machines a compteurs discretes reveygabds peuvent définir
n'importe quelle formule de Presburger. Puisque la logided’resburger admet une
élimination de quantificateurs effective, la relationatessibilité d’'une machine a comp-
teurs discrete reversal-bornée peut effectivememiédiute relation de Presburger. On
montre ici un résultat similaire, cette fois pour les DCMeagsal-bornées, en utilisant
les formules mixtes (et I'effectivité de I'€liminatioredquantificateurs) au lieu des for-
mules de Presburger.

Soit 0 le vecteur(0,...,0) de taille n. Une formule mixte sans quantificateurs
F(z,...,2,) avec les variables libres; > 0,...,z, > 0 estdéfinissablepar une
DCM M avec au moing compteursey, .. ., x, Si M, débutant dans une configura-
tion initiale donné€q, 0), peut atteindre exactement les configurations finglgs, X)
telles queF'(xy/z1, ..., 2, /z,) €st vraie (olr;/z; est une substitution de la variable
par la valeurr;).

Proposition 6.14. Soit F'(z1, ..., Zs, ¥1,--.,Y,) Une formule mixte sans quantifica-
teurs, avecr; > 0,...,2, > 0,y1 > 0,...,y, > 0. Alors I est cfinissable par
une DCM reversal-boree.

La preuve, détaillee ci-apres, fait appel a plusiestapés, qui peuvent se com-
prendre assez facilement. Tout d’abord, on suppose (sates g généralité) qué’
est en forme normale disjonctive ; on la transforme alorsreunion d’intersections
de formules plus petites, chacune de la forfle~ 0, avec~c {>,=, <, =4, #Z4}-
L'idée principale est d’encoder chacune de ces petitesitas par une DCM reversal-
bornée, dans laquelle il y @ compteurse qui sont reversal-bornés et a choix dense,
p compteursy qui sont reversal-bornés et discrets, et, si besoin, Bautompteurs
reversal-bornés. On fournit un encodage simple de chadees formuleg’ ~ 0 en
une DCM reversal-bornée, qui accepte une exécution sidesent si le fait d’affecter
les valuations initiales de compteurs aux variables lideeE la rendent vraie.

Il suffit ensuite de connecter chagque DCM construite comnie Ghaque DCM
possede un état final, que I'on relie par une transitiogtatl initial d’'une autre DCM;
ces deux DCM forment alors une nouvelle DCM, plus grosser Panion, on ajoute
une transition de I'état final de la premiere DCM versdianitial de chaque DCM en-
codant une des composantes de l'union (i.e. une intersedéd’ ~ 0). On retrouve
donc une DCM dont la sortie est reliee a des suites de DClslgloire de ces suites
encodant une intersection de~ 0. La derniere composante de chacune de ces inter-
sections est encodée par une DCM dont I'état final mene @tat-puits, qui est I'état
final de la DCM globale encodaiit. Cet état-puits est accessible si et seulement si
est satisfiable.
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Démonstration.Supposons, sans perdre en généralité,/qest en forme normale dis-
jonctive :

F est donc une disjonction de claudeégde la forme :

Fi=F,NF, A \F,,
ou chaquéd;, dans les variables libres, . . ., z,, y1, . . . , Y, peut toujours étre réduite,
en poussant les négations au niveau du symbole relatieheel utilisant des transfor-
mations algébriques élémentaires, a la forme :

E~0

ou~ec {>,=,<,=q,%4}. Par exemple, sk}, estly; < Ej, alors on peut vérifier a la
place siF; — F, < 0, etc.

On montre a présent que pour chadqueg il existe une DCM reversal-bornéet;,,
avec des compteuss, . . ., z,, reversal-bornés et a choix dense, des comptgurs. , y,
reversal-bornés et discrets, et (si cela s’avere nage$si’autres compteurs reversal-
bornésr, 1, ... ety,1, ..., acceptant lorsque larelatidn, est verifiée par les valeurs
initiales des compteuts,, ..., x,, y1, .. ., Yp.

Ceci entraine immédiatement que, pour toute cldyse existe une DCM reversal-
bornéeM; qui accepte s¥;, A F, A F;,. est vérifiee par les valeurs initiales de ses

compteursey, ..., x,, Y1, . - -, Y- EN fait, puisquer; est la conjonction de tous lds,
M; est une DCM reversal-bornée qui commence par fairecopies des compteurs
Ti, .., Tn,y Y1,y - - -, Yp, PUIS QUi Simule chaquét;; en commengant sur chacune de ces

copies.M; accepte si et seulement si touteslels; acceptent.

Ainsi, on peut construire une DCM reversal-borne# dont la relation d’accessi-
bilité décrit la relationF' : tout d’abord, M’ commence avec tous ses compteurs a zéro.
Ensuite, elle effectue des increments non-détermmiechaque compteur, pour devi-
ner des valeurs pouf;, ..., x,, y1, ..., Y, telles qu’au moins un def; est vrai (et donc,

F est aussi vraie). Enfin, elle suit I'exécution 4¢; comme décrit précédemment, afin
de vérifier que les valeurs devinées sont correctes. Afiteaieiner dans une configu-
ration dans laquelle les premiers compteurs contiennent les valeursdeariables
rendantF’ vraie, on travaillera sur des copies de ces compteurs.

Afin de montrer que pour tout j il existe une DCM reversal-bornée(;, définissant
Fj;, on commence par montrer, par induction sur la structur' dgue la valeur dev
peut étre encodée par un compteur reversal-borné & deose (contenant la valeur de
|E|) et un bit de signe ajouté a I'état de contrdle (indiquarsigne der). On rappelle
qu’une valeur de compteur peut toujours étre copiée urbmeffixe de fois, en utilisant
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I'encodage de la figule 6.Pb.

Les cas de base de I'induction sont les cagzoiaut O, 1,z;, ouy;, et sont triviaux.
Supposons a présent qéeest de la formd £, + E,), avec une copie dgv;| et
|E,| stockée dans deux compteurs idoines reversal-bornés, laur signes encodés
dans I'état de contrdle. On peut supposer gueet £, ont le méme signe, puisque si

E, > 0etEy; < 0alorsE; + E, peut s’écrirel; — | E,| (et réciproquement). Il suffit de
s’intéresser au cas aty et F, sont positifs, puisque s’ils sont tous les deux négatifs il
suffira de donner un bit de signe négatif au résultat. Littoid &, + F, peut alors étre
réalisée en utilisant 'encodage de la figure b.2c.

Supposons maintenant qiéeest de la formé £, — E,), toujours avec des copies
de|FE| et|Es| ainsi que leur bit de signe. Il suffit de considérer le cagip@t £> sont
positifs ; les autres cas se ramenent en effet a une addd@mnme décrite ci-dessus.
On peut également supposer glie > E,; si ce n'est pas le cas, i.e. 8, > Fj,
alors la DCM le devinera et calculeda, — F, a la place, en changeant le signe du
résultat. Notons que si la DCM se trompe en devinant §ue> FE, alors gqu’en fait
E, < Ej, elle rejettera I'exécution ; ce choix non-déterminisgepeut donc étre que
correct, si I'exécution est acceptée. Le calculide— F, peut alors étre effectué en
utilisant 'encodage de la figute&l2d.

Supposons enfin que est de la forme E’ | ; alors on peut utiliser I'encodage de la
figure[€5, dans lequel la DCM atteiitdepuisq si et seulement si; = |z ].

Ty =21+ 1
Lo =29 — 1

@reset(xl)Q 29 =10

copy(z, x2)

To = Ty — 0

FiIG. 6.5: Stockage dér| dansx;

On vient de montrer comment encoder une expression lm@aixte £/ dans une
DCM reversal-bornée. Afin de terminer la preuve qu'il existujours une DCM reversal-
bornéeM;; définissantr;,, il suffit de montrer qu'il existe une DCM reversal-bornée
M qui vérifie siE’ ~ 0 (puisquer;; est sous cette forme).

Puisque la valeur dg¥| est stockée dans un compteur reversal-borné a choixedens
x, avec un bit de signe dans I'état de contrble indiquanidaesde E/, alors on peut
immeédiatement tester & < 0 ou £ > 0. Le casE' = 0 est lui aussi trivial, puisque
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I'on dispose de gardes = 0). Les deux cas restants sont donc les congruences modulo
un entierd. On peut alors utiliser I'encodage de la figlird 6.6, dont a0 ut atteindre
¢’ depuisq si et seulement st =, 0, pour un entierl donneé.

FIG. 6.6: Testder =, 0

Pour vérifier si? #, 0, M commence par Vérifier si — |z] > 0, en acceptant si
c'est le cas. Sit — |z| = 0, alors M devine la constante entiérec [0, d] telle que
E — v =, 0. Ceci peut étre effectué comme expliqué ci-dessus.

On a donc donné une preuve constructive qu’il existe une D€krsal-bornée
définissant une formule mixte donnée, sans quantificeteur 0J

Puisque I'élimination de quantificateurs dans les forrmutextes est effective, et
puisque I'on peut encoder des variables négatives esautiliun bit de signe dans I'état
de contrdle, on peut alors déduire le théoreme suivant :

Théoreme 6.15.Toute formule mixte peétre cefinie par une DCM reversal-boée.

Ce théoreme est en fait le dual de la proposifioh 6.7 (ideU&XDISP03]), énoncant
que la relation d’accessibilité d’'une DCM reversal-bear{avec un compteur libre sup-
plémentaire) est définissable par une formule mixte. Qreobainsi une caractérisation
exacte des DCM reversal-bornées, et on montre que legmmabI 1D est décidable pour
les DCM reversal-bornées et les formules mixtes.

En fait, le theoremE&.15 peut étre combiné avec d’'autsultats sur les formules
mixtes. Par exemple, on sait que la relation d’acces®hilitin systeme a compteurs
relationnel plat{[CJS98] ou d’'un automate temporisé [Ddre¥d définissable par une
formule mixte. Ainsi, on peut construire une DCM reversaffge qui définit exacte-
ment la relation d’accessibilité d’un systeme a comggeelationnel plat donné ou d’'un
automate temporisé donné.

6.4.2 DCM et sysemesa compteurs relationnels

Ce modele de DCM peut sembler exotique : il est en effet syqi@ment tres
different des systemes a compteurs habituels, notaméneause de cette notion de
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choix non-déterministe dét Cependant, on a recemment remarqué qu’une DCM s’ap-
parente fortement aux systemes a compteurs relatiodaél®mon-Jurski (voir section
H.3). En effet, dans le cas= 1 (i.e. un seul compteur), touteDCM (et a fortiori, toute
DCM) peut s’écrire comme un systeme a compteurs rela@b(voir définition[4.5) :

on donne ici un encodage des instructions des DCM en forna@e4- ;. On rappelle
que_Z., est la logique composé de conjonctions finkgs\, X') = A(y > z + k), ou
keD,xe{>>=<<}ye XUX' etz e XUX U{0}, etque c’est lalogique
qui étiquette les transitions d’un systeme a comptezlegionnel.

Les opérations d'ung-DCM sont de laforme’ =z + 1,2/ =z — 1,2 = x + 6,
¥’ = x — 0; ses gardes sont de la forme> i, z = i, x < i, true, pour touti € [0, k].
Les gardes sont directement expressibles déng sans aucune modification, ainsi que
les opérations’ = x+ 1 etaz’ = x — 1. Il ne reste donc que les opératiaris= x + § et
2’ = x4+ 6 aencoder : c’est la qu’il suffit de remarquer que les deugd@tes offrent un
choix non-déterministe dans les formules étiquetantréessitions. En effet, 'opération
¥ = x + 0 dune DCM peut s’écrirer’ > x A2/ < xz+ 1, et = = — § peut
s'écrirer’ < xz A2’ > x — 1, qui sont toutes les deux des formules.#e;, et donc
des formules étiquetant les transitions d’un systenmgpteurs relationnel. Il faut bien
comprendre que lors d’'une exécution d’'un systeme a cemnptrelationnel, chaque
franchissement d’'une transition ne donne qu’une seuleurddien précise a chaque
compteur; les formules d&7; définissent bien des ensembles de valeurs possibles,
mais une exécution n’en choisira qu’une, et ce, de facond&ierministe, tout comme
le choix de la valeur d’'uia dans une DCM !

On vient donc de montrer la proposition suivante, signifgu lesk-DCM a un
seul compteur ne sont qu’un cas particulier des systenengteurs relationnels :

Proposition 6.16. Pour toutek-DCM M a un seul compteur, il existe un s¥stea
compteurs relationnel bisimilaira M.

Cependant, dans le cas a plusieurs compteurs (1), cet encodage ne suffit plus.
En effet, on a la possibilité de contraindre le choix natedministe dans les DCM, en
spécifiant que deux compteurs doivent étre modifiés doéraevaleursd, sur une méme
transition. Par exemple, une formule étiquetant une iiansgd’'une DCM peut avoir la
formey = 2| =z + § A 2y, = x5 + § : cette formule ne semble pas définissable dans
“Zc;. Elle ne I'est vraisemblablement pas, puisque le nonrdétesme d’'un systeme
a compteurs relationnel n’est apparemment pas influée.c@m pourrait imaginer une
simulation d’'une DCM par un systeme a compteurs relagfroui n’accepterait que
les exécutions ayant choisi le méme incréement/déerérsur les transitions encodant
1 ; mais il faudrait pouvoir tester que les incréments/égents ont été les mémes, ce
qui ne semble pas possible daffs ;.

On suppose donc que les DCM et les systemes a compteuismakls sont incom-
parables, dans le cas général.

152



6.4. Caractérisation logique des DCM

Conclusion relative aux DCM

On a donc éclairé les DCM d’une nouvelle lumiere, plusrfelie, en clarifiant leurs
relations avec les systemes a compteurs classiquesdidscOn remarque alors que
certains résultats tres simples des systemes a corsi@ssiques restent valables pour
les DCM, mais nécessitent des preuves beaucoup plus cossple

Une premiere extension des DCM estHdestabilie, consistant a permettre aux
compteurs a choix dense d'étre comparés a une consatitrek plus grande que
0. On montre que les compteurs a choix dense ne sont pas yksapts lorsqu’ils
sontk-testables, méme dans le cas des DCM reversal-bornéssdd@ avec un seul
compteur borné.

Une autre extension est la caractérisation exacte des D¥Udtgal-bornées par la
fameuse logique additive du premier ordre sur les entiaéets, de facon similaire a la
caractérisation des machines a compteurs reversaéésar la logique de Presburger.

On trouve également des résultats ne pouvant pas etrduet des systemes a comp-
teurs classiques aux DCM. Par exemple, le fait de contraifelr compteurs a choix
dense a étre bornés ne garantit aucunement la décidatslce modele.

153



Modeles de systmes nungriques : conclusion

On amontré que I'accélération dans les systemes atsurgde BST s’étend direc-
tement au cas ou les compteurs sont mixtes (et non pas sntlentiers). On a ensuite
défini un modele de systemes a compteurs entiers etégaarréelles, les TCS, en mon-
trant comment on peut les analyser en se servant de teckragis¢antes (constructions
de régions d’horloges et restriction a des sous-class@sl@s compteurs).

On a de plus effectué un travail de clarification, extensemotivation des DCM,
en prolongeant leurs résultats de décidabilité et emnfesant une caractérisation de
leur sous-classe reversal-bornée par logique additixeen®®n a également prouvé que
les DCM a un compteur sont un cas particulier des systenwsnpteurs relationnels
de Comon-Jurski, ce qui relie clairement le modéle “exaticgue sont les DCM a une
classe de systemes bien connue. Il semble cependant gsiéedzas général (plusieurs
compteurs), ces deux modeles restent incomparables.



Conclusions et perspectives
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Bilan de cette these

En somme, cette thése propose une étude des systemés dafivs I'optique de
leur vérification, essentiellement par model-checkings kystemes infinis considérés
ici different selon la logique qui définit les formulesagtetant leurs transitions. Ces
differences peuvent étre causées par la richesse aelogitjue, mais aussi par divers
facteurs : le domaine de définition des variables (engéel, rationnel), la densité de la
sémantique de progression des variables (discretencenhybride), la nature des va-
riables (compteurs, horloges, mixtes), ou encore la pgEsde non-déterminisme dans
la mise a jour des variables.

Comme on I'a vu plusieurs fois au cours de cette thése, orsaifbele modeles
toujours plus puissants, qui restent cependant analysableette fin, on a proposé
deux modeles de systemes parmi les plus expressifs qgrts@n montrant que I'on
peut décider leur probleme d’accessibilité (voire addc leur relation d’accessibilité)
lorsque I'on se restreint a certaines sous-classes que lidentifiées.

Afin d’étre en mesure de comparer ces systemes et de legsanabn a vu que
I'on avait besoin de logiques arithmétiques décidalifessque les variables qui nous
interessent sont mixtes, on a considéré des logiquies, alissi, mixtes. Outre I'intérét
purement théorique de I'étude comparative de ces logiguedles-ci nous ont servi a
caractériser la relation d’accessibilité des DCM reakl®rnées, ainsi qu’'a prolonger
la théorie de I'accélération de systemes a comptaucsa réel (ou mixte).

Notre étude des logiques a également permis de mettreaei @awe décomposition
des logiques mixtes, en partant d’'une idée simple magsessante. Cette idée est que
pour représenter des ensembles infinis de réels, on peuptbfit du fait que chaque
réel est en fait la somme d’un entier et d'un décimal. Lisege des entiers est qu’ils
permettent d’exprimer une périodicité, et I'avantagse decimaux est qu'ils permettent
de définir précisement les ensembles qui seront esp@triodiquement. On retrouve
alors le principe de la représentation “base-périodar,cgnsiste a répéter un motif a
I'infini, selon un certaine régularité.

On a également implémenté un prototype permettantlderticette représentation
d’ensembles réels (ou mixtes) en pratique. L'intérételte implémentation est triple :
premierement, elle propose un solveur pour des logiquesemid’expressivités di-
verses, selon les pluginsgREPI utilisés pour les parties entiere et décimale. Deugiem
ment, elle permet de manipuler des ensembles de vecteurridéles mixtes, ce qui
est indispensable pour tout outil de model-checking. Enétie implémentation permet
d’étendre I'expressivité de solveurs existants, en teslinant a d’autres solveurs au
moyen de plugins 6GNEPI ; ceci est particulierement intéressant pour les dégpears
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de nouveaux solveurs, qui peuvent alors moduler I'expri#ést comparer I'efficacité
de leurs implémentations.

Bien que tous ces résultats se placent dans le cadre du-tioeleking, I'étude de
ces logiques et de ces modeles peut avoir d'autres apphsatans divers domaines. En
effet, les travaux dans la premiére partie s’inscrivagglément dans le cadre de la lo-
gique mathématique, qui possede une motivation théeriigtrinseque. Concernant les
modeles de systemes infinis, I'étude que nous en avop®pee peut intéresser d’autres
communautés, comme la simulation, la modélisation, moend’autres techniques de
vérification.

Travaux futurs

Dans le monde de la recherche, on peut généralement dirplgsi on avance, plus
on prend conscience de I'eétendue de ce que I'on ignores.tragaux réalisés dans cette
these confirment cette idée : a chaque résultat obténongourrait associer une my-
riade de nouveaux problemes a résoudre.

Pour terminer cette conclusion, on présente une séfedg@roblemes ouverts qui
ont apparu au fur et a mesure de nos avancées. Quelguespatudier, plus générales,
sont également proposées ici. On groupe ces perspeetive'inspirant du plan de la
these.

Logigues du premier ordre. Afin de mieux comprendre les logiques réelles (ou
mixtes) qui n'apparaissent pas dans cette these, il Sataressant de leur appliquer

I'opérateur de décomposition : on pourrait ainsi obtel@rnouvelles caractérisations,

établir de nouveaux liens entre diverses logiques, etnibti® nouveaux résultats de

décidabilité.

Complexité de PDM et RDM. Les logiqgues PDM et RDM ont été définies dans cette
these, mais on ne s’est pas intéressé a leur compl&xitéa en effet montré qu’elles
sont toutes deux décidables, mais il reste a trouver degebanférieures et supérieures
de la complexité de leur satisfaisabilité.

Prototype IDS. D’apres les quelques tests réalisés sur I'outs,Iconstruire et mani-
puler des ensembles avec ce prototype prend plus de tengpggulrA. Il semble que
la représentation par automate binaire ait du mal a méaviples gros coefficients dans
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les contraintes linéaires de départ. En effet, resosuin@lementl000x = 0 nécessite
trop de mémoire poums alors que LRA y parvient en au plus quelques secondes ; par
contre, des que I'on remplace cette égalité par unesdilitégles deux outils saturent la
mémoire vive de 'ordinateur.

De plus, apres avoir effectué quelques essais sur ude @eicas se ramenant a un
systeme de contraintes a résoudre, on a pu identifierabigme dans le prototypes.

Ce probleme vient de la représentation par IDF, qui vise@naliser les ensembles
manipulés pour que leur représentation soit unique.

Techniquement, on construit les ensembles incremengadesous forme d’'unions
finies de sommes “entiers + décimaux”, en ajoutant ces s@rarianion, une par
une. D’apres les statistiques données panEri pour le temps d’exécution moyen de
chaque opération, ainsi que le nombre de fois qu’elles silligeées, on se rend compte
que les unions sont toujours trop sollicitées et prenrreptde temps a s’exécuter.

Il faudrait donc revoir la méthode de construction des endes, quitte a ne pas
avoir une forme normale unique basée sur une partition éeisndux (i.e. les IDF, qui
sont des fonctions injectives des entiers dans les désnau

Accélération mixte. On a montré que le théoreme principal de I'accéléraiioplé-

mentée dansAST s’étend aux cas réel et mixte. Il faudrait a présent ponre cette
extension de kST, notamment en s’intéressant a la sélection automatigaeircuits a
accélérer. L'objectif idéal serait alors de se baselaptateforme RPAS, en utilisant
FAsTer (la version améliorée deABT adaptée a 6GNEPI) couplé a bs.

Sysemes leterogenes temporig€s. Les résultats obtenus sur les TCS sont en fait ex-
tensibles a d’autres types de données que les compteursliBboration avec Sébastien
Bardin, on a commencé a utiliser ses travaux sur les sesehétérogenes [BEO4,
Bar05] afin de les combiner avec notre approche sur les TCSOBF- Le modele de
systemes hétérogenes temporisés, défini pour Isonas’appelle THS (pour “Timed
Heterogeneous Systems”). On cherche a montrer que le robdeking de propriétés
de slreté exprimées dans la logique temporelle *Cal. MITL est décidable sur les
THS.

Caractérisation des DCM par PDM. On a caractérisé les DCM reversal-bornées
par la logique additive mixte. Par analogie, on pense quelddion d’accessibilité des
DCM, en général (i.e. pas nécessairement reversakbsjnest définissable dans PDM.
Intuitivement, les incréments d’'une DCM sont naturelletdies décimaux, et les seules
opérations intervenant sur les transitions sont desiadditll reste cependant a trouver
un moyen de gérer les exécutions qui ne sont pas revessaéds (sinon, on pourrait
reprendre directement la preuve de la proposiiion] 6.14jiéd’ est alors de bénéficier
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de la multiplication décimale. Cependant, il faudrait {petre se restreindre aux DCM
pures, puisque la multiplication entiere est interdite.

Toutefois, cette caractérisation ne serait pas comptiztes le sens ou il est peu
probable que toute formule de PDM soit définissable (au sélhisé dans la section
B.4.1) par une DCM, et encore moins par une DCM pure.

DCM et (in)décidabilité. 1l reste plusieurs résultats de décidabilité inconnursles
DCM, comment en témoignent les points d’interrogationdentableau (figur€—g.4).
Ces résultats semblent difficiles a obtenir, et les teqms de preuves utilisées sur les
résultats similaires ne fonctionnent pas pour les cas €gomt pas encore résolus.

Dense-choice Petri Nets. Il serait probablement intéressant d’étudier le modis
“Dense-choice Petri Nets”, c’est-a-dire des DCM dansuetigs on interdit les tests de
la forme(x = 0). En effet, on obtiendrait alors peut-&tre des résultatsi&cidabilité
pour des cas ou les DCM sont indécidables.

DCM a 1 compteur. Les systémes a compteurs classiques (i.e. discretspsonte
tres étudiés ; en particulier, le cas ou I'on se restr@im seul compteur intéresse encore
des chercheurs aujourd’hui [HKOWO09]. Le fait de n’autoriga’'un compteur vient du
fait que dés que I'on a deux compteurs, on obtient un madhéndinsky, ce qui nous
condamne a l'indécidabilité. Les DCM sont un modelesas®cent et tres peu étudié
(seulement 3 publications a ce jour, dont la nbtre). Onh gaé les DCM a un seul
compteur sont décidables, tout comme les systemes atearsgiscrets ; on pourrait
alors tenter d’étendre les autres résultats (comm@egdlverture, etc.) de ces systemes
discrets vers les DCM a un compteur.

Sysemes plats. Les systemes (a compteurs) plats ou aplatissables agg@Erasou-
vent comme une sous-classe ayant des propriétés isémtes (décidabilite, accéléra-
tion, etc.). Comme le montr& [LSD5], cette sous-classessszanaturelle et répandue.
Il serait alors intéressant d’étudier les TCS plats ; mhb&erait que le graphe de régions
d’'un TCS plat donne un systeme a compteurs aplatissabilsegait alors accélérable
dans RST. De méme, on pourrait s'intéresser aux DCM plates (outagkbles), en
espérant obtenir de meilleurs résultats de décidapwivire des propriétés menant a
I'accélération.

Langages. Dans I'étude des modeles de cette these, on ne s’esugrgsgais intéres-
sé aux langage&tiqueter les transitions d’un systéme par des symboleseteen effet
de pouvoir étudier ces modeles en profondeur, et notarhdegles comparer entre eux,
ou encore de leur appliquer un algorithme de model-checkiag deux modeles de
systemes définis dans cette these (TCS et DCM) sont eneceats, et on ne sait rien
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de leurs propriétés en termes de langages. Dans |'optitareéliorer les comparai-
sons d’expressivité de ces modeles, ou de les utiliser lgoonodel-checking, il sera

nécessaire de s’intéresser a leurs langages.
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