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Résuḿe

Notre société actuelle dépend fortement de systèmes informatiques : appareils méd-
icaux, transports en commun, voitures, téléphones portables, centrales nucléaires, as-
censeurs, banques, industrie, exploration spatiale, etc.Ces systèmes prennent une place
de plus en plus grande dans notre vie quotidienne, que ce soitde façon directe ou non.
Les enjeux du bon fonctionnement de tels systèmes sont alors cruciaux, tant sur le plan
économique qu’environnemental ou humain. La sophistication et l’omniprésence de ces
systèmes font qu’ils deviennent de plus en plus complexes,à tel point que les techniques
d’ingénierie actuelles sont généralement incapables de garantir le bon fonctionnement
des systèmes qui nous entourent.

Le model-checking est une technique basée sur la modélisation de systèmes (no-
tamment par des automates finis ou étendus avec des variables, des piles, des files, etc.),
et sur la modélisation de propriétés du bon fonctionnement des systèmes par des lo-
giques temporelles. La complexité des systèmes actuels amène à s’intéresser au model-
checking de systèmes infinis, en particulier en ajoutant aux automates la capacité de
manipuler des variables non-bornées afin de mieux modéliser la réalité. Les variables
considérées sont de type réel, entier, ou mixte (i.e. lesdeux à la fois).

Afin de représenter des ensembles infinis de valeurs pour cesvariables, on utilise des
logiques arithmétiques du premier ordre. On propose un moyen de décomposer ces lo-
giques réelles ou mixtes en logiques entières et en logiques décimales (i.e. réelles entre
0 et 1). On définit également une logique mixte décidable qui est plus expressive que la
plupart des logiques du premier ordre connues.

On étudie des modèles de systèmes infinis temporisés, àcompteurs, ou les deux à la
fois. On s’intéresse alors à leurs problèmes d’accessibilité, i.e. savoir si l’on peut cal-
culer, dans un modèle donné, l’ensemble de ses configurations accessibles. On introduit
un nouveau modèle de systèmes à compteurs temporisés, pour lequel on généralise la
construction du graphe des régions, ce qui permet de décider les problèmes d’accessibi-
lité en fonction de l’expressivité des compteurs. Enfin, on complète l’étude du modèle
des DCM introduit par Ibarra et San Pietro, en généralisant les gardes sur les transitions,
en apportant de nouveaux résultats de décidabilité, et en montrant que toute formule de
l’arithmétique linéaire mixte est définissable par une DCM à renversements bornés.

Mots-clés :Vérification formelle, Logique arithmétique, Systèmesà compteurs, Au-
tomates temporisés, Systèmes hybrides, Accessibilité.





Abstract

Our current society heavily relies on computer systems: medical devices, public
transit, cars, cellphones, nuclear plants, elevators, banks, industry, spatial exploration,
etc. These systems are becoming more and more important to our daily life, directly or
not. The correct performance of such systems is a major stakeon an economical level,
as well as on both environmental and human levels. These systems are getting more
and more complex due to their sophistication and omnipresence, so much that current
engineering techniques are generally unable to guarantee that the systems surrounding
us are operating correctly.

The model-checking technique relies on the modelling of such systems (namely
using finite automata, possibly extended with variables, stacks, channels, etc.), and on
the modelling of properties ensuring correct operation of systems (using temporal lo-
gics). The complexity of current systems suggests the application of model-checking
techniques to infinite-state systems, in particular by endowing automata with the ability
to use unbounded variables so that the models get closer to reality. Considered variables
are either real-valued, integer-valued, or mixed (i.e. both at the same time).

In order to represent infinite sets of values for such variables, we use first-order
arithmetical logics. We introduce a means to decomposing real-valued or mixed logics
into integer-valued logics and decimal logics (i.e. real-valued between 0 and 1). We also
define a decidable mixed logic which has a greater expressionpower than most known
first-order logics.

We study models for infinite-state systems extended with time, counting, or both at
the same time. We then look into their reachability problems, i.e. knowing whether for a
given model, the set of its reachable configurations is computable. We define a new mo-
del for timed counter systems, for which we generalize the region graph construction,
enabling to decide rechability problems according to the expression power of counters.
Finally, we complete the study of DCM (a model introduced by Ibarra and San Pietro)
by generalizing the guards allowed on transitions, by bringing new decidability results,
and by showing that every formula of the mixed linear arithmetic is definable by a
reversal-bounded DCM.

Keywords : Formal verification, Arithmetical logics, Counter systems, Timed Au-
tomata, Hybrid systems, Reachability.
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résultat tout en sachant se mettre à la place du redoutablerelecteur. Merci Jérôme pour
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Introduction

Enjeux de la vérification

Dans notre société actuelle, force est de constater que l’informatique est devenue
omniprésente. En effet, notre vie quotidienne fait sans cesse appel à des bases de données,
des appareils électroniques, des dispositifs de contrôle, des technologies de transport,
des télécommunications, etc. Ces applications informatiques régissent le fonctionne-
ment de ce que l’on appelle dessyst̀emes, dont voici quelques exemples : téléphones et
ordinateurs portables, automobiles, cartes bancaires, ascenseurs, logiciels, composants
électroniques, centrales nucléaires, accélérateursde particules, etc.

Ces systèmes, qu’ils soient logiciels ou matériels, suivent naturellement l’évolution
technologique : ils bénéficient donc de plus en plus de mémoire, et sont de plus en plus
rapides. Par conséquent, ils deviennent de plus en plus complexes, ce qui les rend de
plus en plus difficiles à concevoir sans erreur ! Cela pose évidemment un problème ma-
jeur, étant données les conséquences désastreuses quepeut avoir un dysfonctionnement,
aussi infime puisse-t-il paraı̂tre.

En 1996, la fusée Ariane 5 a explosé 30 secondes après son décollage, suite à une
erreur de programmation apparemment mineure. Entre 1985 et1987, en Amérique du
Nord, les appareils médicaux Therac-25 ont tué plusieurspersonnes en les exposant
à des doses trop élevées de radiations à cause d’une erreur de conception logicielle.
Ces deux exemples illustrent la nécessité de vérifier queles systèmes soient sûrs, afin
d’éviter les coûts potentiellement dramatiques d’une erreur, sur le plan financier mais
aussi écologique ou humain.

On imagine facilement les conséquences d’une défaillance dans un métro, un avion,
ou encore une centrale nucléaire. Il est donc crucial de garantir la fiabilité de tels
systèmes, en certifiant qu’ils respectent certains standards de qualité. Les erreurs dans
ces systèmes sont généralement dues à une conception imparfaite ; les concepteurs sont
en effet des êtres humains, et leurvérificationdu bon fonctionnement d’un système est
limitée, ne serait-ce qu’à cause de la complexité des systèmes en question.
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De plus, les besoins d’un système sont généralement rédigés sous la forme d’un ca-
hier des charges, dans une langue naturelle (français, anglais, etc.), ce qui est une source
majeure d’ambiguı̈tés, d’imprécisions, voire d’omissions ou de contradictions ! C’est
pourquoi la vérification de systèmes doit être effectuée de façon rigoureuse, systéma-
tique, et avec le moins d’intervention humaine possible. Pour ce faire, on utilise des
outils issus des mathématiques et de l’informatique théorique, afin de prouver de façon
formelle qu’un système fait bien ce que l’on attend de lui etqu’il ne comporte pas
d’erreur.

On parle alors de vérification formelle.

Méthodes formelles

Il existe principalement trois techniques de vérificationformelle, qui se placent
dans ce que l’on appelle les “méthodes formelles” : le test,la démonstration auto-
matique, et le model-checking (qui se traduit par “vérification de modèle”). Toutes
ces techniques visent à prouver qu’un système fonctionnecorrectement : on modélise
mathématiquement le système, d’une part, et le cahier descharges, d’autre part, puis on
applique une de ces techniques (par exemple, le test) pour v´erifier que les deux modèles
sont bien compatibles. En d’autres termes, on vérifie que lemodèle du système réel
répond bien aux exigences présentes dans le cahier des charges.

Cependant, le test n’est pas toujours applicable ; et la démonstration automatique
fait souvent appel à l’expertise humaine, qui est rapidement limitée par la complexité
du problème. Le model-checking, lui, n’a pas ces inconvénients ; par contre, il utilise
différents algorithmes (différentes approches) selon la complexité des types de modèles
utilisés. La recherche en model-checking consiste principalement à trouver des algo-
rithmes de plus en plus efficaces, sur des types de modèles deplus en plus puissants,
afin de pouvoir vérifier les systèmes réels dans leur intégralité. C’est dans ce cadre-là
que se placent les travaux présentés dans cette thèse.

Depuis les premières idées du model-checking il y a une trentaine d’années, de nom-
breuses applications industrielles ont prouvé l’efficacité de cette technique : citons no-
tamment les microprocesseurs Intel et Motorola, la ligne demétro automatique de Paris
[Bou99], quelques logiciels Microsoft, et des protocoles de communication. De plus,
les chercheurs considérés comme les inventeurs du model-checking (E.M. Clarke, E.A.
Emerson, et J. Sifakis) ont reçu en 2007 le prix Turing, qui est l’équivalent d’un prix
Nobel pour l’Informatique.

Cette technique de vérification est en plein essor depuis sacréation, tant sur le plan
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de la recherche académique (voir [BBF+01]) que, plus récemment, dans le milieu indus-
triel. Quoi qu’il en soit, certains domaines d’applicationnécessitent toujours de trouver
de nouveaux algorithmes de model-checking, fonctionnant sur des nouveaux types de
modèles de systèmes. La spécification du système, elle aussi, peut donner lieu à de nou-
veaux algorithmes : selon les propriétés du système inscrites dans le cahier des charges,
de nouveaux modèles de spécification peuvent en effet s’avérer nécessaires.

De façon générale, on cherche constamment à ce que les modèles soient plus puis-
sants, de sorte qu’ils décrivent plus fidèlement la réalité. Les modèles ne sont en effet
que des représentations mathématiques de cette réalit´e, et ne la décrivent que de façon
partielle. Le plus souvent, les systèmes peuvent avoir uneinfinité de comportements
différents ; on ne peut donc pas assurer que tous ces comportements sont sûrs et corres-
pondent à leur spécification.

De plus, cette infinité implique qu’un être humain est généralement incapable de
penser à tous les cas de figure envisageables. C’est pourquoi on fait appel à des modèles
que l’on appellesyst̀emes infinis, dont on cherche à vérifier le bon fonctionnement et
l’absence d’erreurs.

Pour ce faire, l’algorithme de model-checking utilise une abstraction qui réduit l’in-
finité de comportements possibles à un nombre fini d’actions, de sorte qu’il devienne
calculable en pratique. Cette abstraction est une simplification ; le fait qu’elle reste fidèle
au système réel dépend alors fortement de la spécification des propriétés que le système
doit satisfaire, ce qui donne lieu à différents algorithmes selon les cas de figure.

Logiques et mod̀eles de syst̀emes pour la v́erification

L’algorithme de model-checking dépend de deux composantes principales : un mo-
dèle du système (généralement, unautomate), et un formalisme de spécification des
propriétés que le système doit satisfaire (généralement, unelogique temporelle). Afin
d’augmenter leur pouvoir d’expression, les automates peuvent être étendus par des va-
riables, notamment descompteurset deshorloges. Ces deux types de variables sont
parmi les plus utilisés, par exemple pour des dispositifs de comptage, de la communica-
tion par messages, ou de l’empilement de données (pour les compteurs), ainsi que pour
le temps-réel ou la synchronisation (pour les horloges).

Dans cette thèse, on définit de nouveaux modèles de systèmes prenant en compte de
tels automates qui combinent compteurs et horloges. Le faitd’utiliser ne serait-ce qu’un
seul compteur discret non-borné, ou une seule horloge continue, fait que le modèle
du système (en l’occurrence, l’automate) peut se trouver dans une infinité de configu-
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rations, d’où la difficulté de combiner ces deux sources d’infinitude. Couplées à des
automates, diverses logiques sont utilisées de deux façons différentes.

Premièrement, les opérations sur les variables de l’automate sont décrites par une
logique arithḿetique(notamment la logique de Presburger pour les compteurs, et des
contraintes linéaires pour les horloges), afin de gérer lapartie infinie du comportement
du système. Ce type de logique sert également à caractériser l’ensemble des comporte-
ments possibles du système.

Deuxièmement, des logiques temporelles (telles que LTL, CTL, MITL, etc.) servent
à exprimer les propriétés du système que l’on veut vérifier. Ici, on se place dans le cadre
du model-checking, mais on ne s’intéressera pas aux logiques temporelles.

Contributions de cette thèse

Les travaux présentés dans cette thèse portent principalement sur deux éléments
importants dans la vérification de systèmes infinis : leslogiques arithmétiqueset les
modèles de syst̀emes.

Les principaux résultats obtenus ont été publiés dans les trois articles suivants :

– Dans [BFL08], on définit un opérateur de décomposition de logiques arithmé-
tiques. On applique cet opérateur sur trois logiques connues, et on en présente
une implémentation. De nouveaux résultats, en cours de r´edaction pour une re-
vue, proposent deux nouvelles logiques définies à l’aide de cet opérateur, l’une de
ces logiques étant plus expressive que les autres tout en restant décidable.

– Dans [BFS09], on définit un modèle de systèmes combinantcompteurs et hor-
loges, en proposant un moyen de l’analyser et en identifiant trois sous-classes
décidables.

– Dans [BFSP09], on clarifie et on étend la définition d’un modèle de systèmes
original, en motivant son étude. On donne de nouveaux résultats de décidabilité
sur ce modèle, ainsi qu’une caractérisation logique d’une sous-classe analysable.
Dans la version “revue” de cet article (pas encore publiée), on relie ce modèle à
un modèle de systèmes à compteurs plus connu.

Dans le reste de cette section, on détaille la façon dont sont présentés ces résultats
dans chacune des deux parties de cette thèse.

—•—
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La première partie est consacrée à l’étude des logiquesarithmétiques permettant de
représenter des ensembles infinis de variables. Ces variables servent à modéliser des
phénomènes discrets, notamment par des compteurs à valeurs entières, ainsi que des
phénomènes continus, notamment par des horloges à valeurs réelles (ou rationnelles).
Lorsqu’une logique permet de représenter à la fois des variables entières et des variables
réelles, on dit que c’est une logiquemixte.

Voici la liste des sections présentant les résultats obtenus dans la première partie de
cette thèse :

– 1 – Dans la section 2.2, on définit un opérateur permettantde décomposer les logiques
réelles ou mixtes en logiques entières d’une part, et en logiques décimales d’autre
part. Notons que l’on utilise le terme “décimal” pour désigner les nombres dans
le sous-ensemble réel[0, 1[ .

– 2 – Dans la section 2.3, on utilise cet opérateur pour décomposer trois logiques mixtes
connues, permettant de les caractériser.

– 3 – Dans la section 2.4, on définit deux nouvelles logiques mixtes grâce aux nouvelles
perspectives engendrées par notre opérateur de décomposition. On montre que
l’une de ces logiques, appelée RDM, est plus expressive queles autres, tout en
restant décidable.

– 4 – Dans la section 3.4, on présente notre implémentationde l’opérateur de décom-
position, dans un prototype appelé IDS.

Les résultats énoncés dans les points 1, 2, et 4 sont publiés dans [BFL08], tandis que
ceux du point 3 sont en cours de rédaction pour une revue.

—•—

La deuxième partie de cette thèse est consacrée à l’étude des modèles de systèmes
infinis. Ces systèmes ont la particularité de manipuler des variables soit entières, soit
réelles, soit mixtes (i.e. les deux à la fois). Les modèles étudiés dans cette thèse sont
principalement des systèmes à compteurs et des systèmestemporisés, et sont parfois les
deux en même temps.

Cette deuxième partie peut être lue indépendamment de lapremière ; toutefois, elle
nécessite que l’on ait pris connaissance des préliminaires sur les logiques (section 1.2).

Voici la liste des sections présentant les résultats obtenus dans la deuxième partie de
cette thèse :
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– 5 – Dans la section 4.5, on définit les systèmes à compteurs mixtes, et on montre que
la théorie de l’accélération développée dans [Ler03]s’étend directement à ces
systèmes.

– 6 – Dans la section 4.6, on compare les différents systèmes à compteurs étudiés dans
cette thèse. Dans la section 5.3.3, on donne une comparaison partielle des différents
systèmes temporisés étudiés dans cette thèse.

– 7 – Dans la section 5.4, on définit un nouveau modèle de systèmes à compteurs tem-
porisés, appelé TCS. On montre comment analyser ces TCS, et on en exhibe trois
sous-classes décidables.

– 8 – Dans les sections 6.1 et 6.2, on clarifie et on étend la définition d’un modèle de
systèmes peu commun, en motivant son étude. On appelle cessystèmes DCM :
ce sont des machines à choix non-déterministe d’incrément dense, qui se situent
en quelque sorte “à cheval” entre les systèmes à compteurs et les systèmes tem-
porisés.

– 9 – Dans la section 6.3, on donne de nouveaux résultats de d´ecidabilité pour les DCM,
et on donne une caractérisation logique d’une sous-classedes DCM dans la sec-
tion 6.4.1.

– 10 – Dans la section 6.4.2, on compare les DCM à un modèle desystèmes à compteurs
relationnels.

Les résultats présentés dans les points 5 et 6 sont mineurs et ne font pas l’objet de
publications. Les résultats détaillés au point 7 sont publiés dans [BFS09], et ceux des
points 8 et 9 sont publiés dans [BFSP09]. Le résultat énoncé dans le point 10 sera pro-
bablement publié dans une version “revue” de [BFSP09], pr´eparée très prochainement.
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4.5 Systèmes à compteurs mixtes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 93
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notations

Nombres. Dans cette thèse,R représente l’ensemble des nombres réels,R+ l’en-
semble des nombres réels non-négatifs,Q l’ensemble des nombres rationnels,Q+ l’en-
semble des nombres rationnels non-négatifs,Z l’ensemble des nombres entiers relatifs,
etN l’ensemble des nombres entiers naturels.

Ensembles et vecteurs. Les symboles en majuscules (eg.X) désignent en général
des ensembles, et les minuscules (eg.x) désignent des éléments de ces ensembles. Les
symboles en caractères gras (eg.x) désignent des vecteurs, et les symboles indicés (eg.
xi) désignent des composantes de ces vecteurs. Parfois, pourfaciliter la lecture, on écrira
x au lieu dexi (sans ambigüité).

Variables. Les variables sont représentées sous forme d’ensemble. Sauf précision
contraire,n ∈ N est le nombre de variables (que ce soit pour une logique, ou pour
les compteurs d’un système, par exemple). Une valuation des variables sera simplement
une affectation d’une valeur numérique à chacune des variables, le plus souvent sous la
forme d’un vecteur d’entiers ou de réels.

Intervalles. Un intervalle fermé entre deux nombresa etb est noté[a, b], tandis qu’un
intervalle ouvert entre ces deux nombres sera noté]a, b[ . De même, sia est compris
dans l’intervalle mais pasb, alors on notera[a, b[ (et réciproquement,]a, b]).

Suites. Une suiteu, indicée par un ensembleI d’entiers, est notéeu = (ui)i∈I . Quand
I est clairement défini par le contexte, on notera la suite(ui)i. La suite(ui)i∈I est finie
(respectivement, infinie) si et seulement siI est fini (respectivement, infini).



Chapitre 1. Préliminaires

Fonctions. Une fonctionf : D −→ E est une relation dansD × E telle que pour
tout d ∈ D, il existe au plus un élémente ∈ E vérifiant (d, e) ∈ f . On notef(d) = e
cet élément etED l’ensemble des fonctions deD versE. Étant donnée une fonction
f : D −→ E, on définit son domainedom(f) = {d ∈ D | ∃e ∈ E tel quee =
f(d)}. On dit qu’une fonctionf ′ : D′ −→ E ′ étend une fonctionf : D −→ E si
D ⊆ D′ et E ⊆ E ′ et si pour toutd ∈ D, on af ′(d) = f(d). La restriction d’une
fonctionf : D −→ E àD0 ⊆ D est la fonction notéef|D0

: D0 −→ Y définie par
dom(f|D0

) = D0 ∩ dom(f) et pour toutx ∈ dom(f|D0
), on af|D0

(x) = f(x). Une
fonctionf : D −→ E est une fonction totale sidom(f) = D ; dans le cas contraire, on
parle de fonction partielle. On dit qu’une fonctionf : D −→ E est :

– injective, si pour toutd, d′ ∈ D, f(d) = f(d′) impliqued = d′,
– surjective, si pour toute ∈ E, il existed ∈ D tel quef(d) = e,
– bijective, sif est injective et surjective.

1.2 Logiques arithmétiques du premier ordre

Afin de représenter des ensembles de nombres ou de vecteurs de nombres, on utilise
des logiques. Ces ensembles que l’on manipule étant souvent infinis ou difficilement
descriptibles de manière simple et concise, on se base doncsur le formalisme des lo-
giques et du calcul des prédicats. En effet, on cherche à représenter et étudier de tels en-
sembles de vecteurs numériques ; on les décrit alors commeles solutions de formules, et
on s’intéresse à caractériser et classifier ces formulesen grandes familles qu’on appelle
deslogiques. On compare alors ces logiques selon leur expressivité.

Les logiques étudiées dans cette thèse sont toujoursdu premier ordre, c’est-à-dire
que les variables sont des éléments, mais pas des ensembles. Ces logiques sont également
ditesarithmétiques, puisque les variables sont des nombres, avec comme opération de
base l’addition, et parfois la multiplication. On utilisera les relations classiques pour
l’ordre et l’égalité, ainsi que d’autres prédicats, détaillés dans la première partie de cette
thèse. On parlera parfois d’arithmétique au lieu de logique arithmétique, indifféremment.

Formellement, soitX un ensemble den variables. Soit〈D, P1, . . . , Pk〉 une struc-
ture, oùD est le domaine de valuation des variables (typiquementN, Z, R, etc.) et
P1, . . . , Pk sont des prédicats (typiquement,≤, =, +, etc.). On définit alors lalogique
sur cette structure〈D, P1, . . . , Pk〉, notée FO(D, P1, . . . , Pk), comme étant l’ensemble
des formules que l’on peut écrire au moyen de variables, desprédicatsP1, . . . , Pk, des
connecteurs booléens (ou, et, non), et des quantificateurs (existentiel, universel).

Prenons un exemple, qui est à la base de la plupart des logiques étudiées dans cette
thèse : la logique de Presburger. Les autres logiques étudiées ici ne seront pas autant
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détaillées, mais les notions suivantes (variables libres, satisfiabilité, etc.) seront très si-
milaires.

L’arithmétique de Presburger [Pre91], définie en 1929, est la logique du premier
ordre sur les entiers, avec comme seuls prédicats l’addition et l’égalité ; on la note
FO(N,+,=). Comme on le verra par la suite, on pourra exprimer l’ordre habituel à par-
tir de ces prédicats, mais pas la multiplication. L’ensemble des formules de l’arithmétique
de Presburger peut être décrit par la grammaire suivante,où t est un terme,φ est une
formule, etx est une variable :

t :: = 0 | 1 | x | t+ t
φ :: = t = t | ¬φ | φ ∨ φ | ∃x.φ

L’ensemblevar(φ) des variables libres d’une formule de Presburgerφ est défini par
induction de la façon suivante :

– var(0) = var(1) = ∅
– var(x) = {x}
– var(t+ t′) = var(t) ∪ var(t′)
– var(t = t′) = var(t) ∪ var(t′)
– var(¬φ) = var(φ)
– var(φ ∨ φ′) = var(φ) ∪ var(φ′)
– var(∃x.φ) = var(φ) \ {x}

On notePresb(X), l’ensemble de formules de Presburger qui ont leurs variables
libres dansX.

Soient une formule de Presburgerφ et une fonctionf : var(φ) −→ N. On définit la
fonctionAppf qui, à chaque terme deφ, associe un entier de la façon suivante :

– Appf (0) = 0
– Appf (1) = 1
– Appf (x) = f(x)
– Appf (t+ t′) = Appf(t) + Appf(t

′)

Grâce à cette fonctionApp, on peut définir la relation de satisfiabilitéf |= φ par :

– f |= t = t′ si et seulement siAppf(t) = Appf(t
′)

– f |= ¬φ si et seulement sif 6|= φ
– f |= φ ∨ φ′ si et seulement sif |= φ ouf |= φ′ (ouf |= φ etf |= φ′)
– f |= ∃x.φ si et seulement s’il existef ′ : var(φ) −→ N étendantf et telle que
f ′ |= φ

Deux formules de Presburgerφ et φ′ sont équivalentes (notéφ ≡ φ′) si pour toute
fonctionf : var(φ) ∪ var(φ′) −→ N, on af|var(φ) |= φ si et seulement sif|var(φ′) |= φ′.
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On interprète ainsi les formules de Presburger sur l’ensembleN des entiers naturels.
On peut ensuite étendre la grammaire avec les autres opérateurs logiques classiques,
comme le “et” (noté∧) qui se définit facilement parφ ∧ φ′ ≡ ¬(¬φ ∨ ¬φ′), ou en-
core le quantificateur universel∀ défini par∀x.φ ≡ ¬∃x.¬φ. On notetrue la valeur
de vérité, qui peut être définie partrue ≡ ∃x.x = x ; on note sa négationfalse. De
la même façon, on peut ajouter à la grammaire d’autres op´erateurs arithmétiques clas-
siques, comme6=,<, ≤, ≥ ou>, qui peuvent aussi être définis dans l’arithmétique de
Presburger. Par exemple,t < t′ ≡ ∃x.(t′ = t + x) ∧ ¬(x = 0). Cependant, on ne peut
pas simuler la multiplication dans FO(N,+,=), mais seulement la multiplication d’une
variable par une constante : par exemple,3.x ≡ x+ x+ x.

Le problème auquel on s’intéresse pour toute logique est celui de sa satisfiabi-
lité, c’est-à-dire savoir décider s’il existe, pour uneformule donnée, une valuation des
variables rendant cette formule vraie. Plus formellement,voici comment on pose le
problème de satisfiabilité d’une logiqueL = FO(D, P1, . . . , Pk) :

Problème 1.1.Problème de satisfiabilité dansL :
Données :Une formuleφ deL .
Question :Existe-t-il une fonctionf : var(φ) −→ D telle quef |= φ?

Remarque : On dira souvent, par abus de langage, qu’une logiqueL est décidable ;
cela signifiera que le problème de satisfiabilité est décidable quelle que soit la formule
φ deL considérée.

La logique de Presburger est souvent utilisée pour la vérification de systèmes à
compteurs, principalement parce qu’elle est décidable [Pre91] et qu’elle est particulière-
ment adaptée au mécanisme des compteurs, comme on le verrapar la suite (notamment
dans le chapitre 4). En revanche, si l’on rajoute la possibilité de multiplier les variables
entières, c’est-à-dire si l’on autorise des termes de la formet ∗ t′, alors le problème de
satisfiabilité devient indécidable.

Voyons à présent la notion de définissabilité d’un ensemble dans une logique. Là en-
core, on détaille les notions sur l’exemple de la logique dePresburger, mais ces notions
(interprétation, définissabilité, etc.) sont similaires à celles des autres logiques que nous
verrons par la suite.

Soit a ∈ Nn un vecteur. On définit la fonctionfa : X −→ N telle que pour tout
i ∈ [1, n], fa(xi) = a(i). Si φ est une formule dansPresb(X), soninterprétationJφKX
est définie par :

JφKX = {a ∈ Nn | fa |= φ}
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En d’autres termes, l’interprétation d’une formule est l’ensemble des valuations de ses
variables libres qui la rendent vraie. On écrit parfoisJφK au lieu deJφKX lorsqu’il n’y a
pas de confusion possible sur les variables libresX considérées. On peut écrire, infor-
mellement, queφ est vraie poura si a |= φ.

Définition 1.2 (Ensemble définissable dans Presburger). Soit n ∈ N. Un ensemble
E ⊆ Nn est d́efinissable dans Presburger si et seulement s’il existe des variables
X = {x1, . . . , xn} et une formule de Presburgerφ ∈ Presb(X) telles queE = JφKX .

Une propriété intéressante de la logique de Presburger est qu’elle permet de définir
tous les ensembles semi-linéaires. On rappelle qu’un ensemble semi-linéaire est une
union finie d’ensembles linéaires, et qu’un ensembleE ⊆ Nn est linéaire s’il existe
k + 1 vecteursv0, v1, . . . , vk ∈ Nn tels queE = {v ∈ Nn | v = v0 + λ1.v1 + . . . +
λk.vk avecλi ∈ N pour touti ∈ [1, k]}.

Théorème 1.3.[GS66] SoitE ⊆ Nn.E est d́efinissable dans Presburger si et seulement
siE est semi-lińeaire.

Exemple 1.4.L’ensembleE1 des entiers pairs est définissable dans Presburger. En effet,
si l’on consid̀ere la formuleφ1 ≡ ∃y.x = y + y, on a bienE1 = Jφ1K.

La proposition suivante fournit un exemple d’ensemble qui n’est pas définissable
dans Presburger :

Lemme 1.5.L’ensembleE2 = {2n | n ∈ N} des puissances de2 n’est pas d́efinissable
dans Presburger.

Démonstration.Raisonnons par l’absurde : supposons que l’ensembleE2 = {2n | n ∈
N} soit définissable dans Presburger. D’après le théorème1.3,E2 serait semi-linéaire,
donc une union finie d’ensembles linéaires. CommeE2 est infini, on en déduit qu’il
existe au moins un ensemble linéaire infiniL ⊆ E2. PuisqueL est linéaire, il existe
a0, . . . , ak ∈ N tel queL = {a0 + λ1.a1 + . . . + λk.ak | ∀i ∈ [1, k], λi ∈ N}. Prenons
a1 = max({ai | i ∈ [1, k]}). CommeL est infini, on a forcémenta1 > 0, et de plus,
il existen ∈ N tel que2n ∈ L et a1 < 2n. Par définition deL, 2n + a1 ∈ L et donc il
existem tel que2n + a1 = 2m avecn+ 1 ≤ m. Commea1 > 0, on en déduit2n ≤ a1,
ce qui contredita1 < 2n.

Étant donné un ensembleX = {x1, . . . , xn} de variables, on noteX ′ = {x′1, . . . , x
′
n}

l’ensemble des variables “primées” obtenu à partir deX et tel queX ∩ X ′ = ∅, et
Presb(X,X ′) l’ensemble des formules de Presburgerφ telles quevar(φ) ⊆ X ∪ X ′.
Pour deux fonctionsf : X −→ N et f ′ : X ′ → N ainsi qu’une formuleφ ∈
Presb(X,X ′), on note(f, f ′) |= φ le fait que la fonctiong : X ∪ X ′ −→ N, définie
parg|X = f et g|X′ = f ′, vérifieg |= φ. On note ainsiJφKX,X′ = {(a, a′) ∈ Nn × Nn |
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(fa, fa′) |= φ}.

Précisons la définition 1.2 dans le cas particulier des relations binaires :

Définition 1.6 (Relation binaire définissable dans Presburger). Une relation binaire
R ⊆ Nn × Nn est d́efinissable dans Presburger si et seulement s’il existe une formule
de Presburgerφ ∈ Presb(X,X ′) telle queR = JφKX,X′ , avecX = {x1, . . . , xn} et
X ′ = {x′1, . . . , x

′
n}.

Cette définition permet alors de passer à l’étape suivante dans la vérification de
systèmes : on va en effet décrire les changements d’état d’un système au moyen de
formules issues d’une logiqueL (X,X ′), X symbolisant la valeur des variables avant
ce changement, etX ′, après. Souvent, on identifiera la relation binaire à la formule qui
la définit ; il y a en effet une différence de type, mais elle est sufisamment minime pour
que l’on puisse la négliger et ainsi gagner en lisibilité.De façon générale, on identifiera
parfois une logique avec les ensembles qu’elle peut représenter.

1.3 Modèles de syst̀emes et accessibilit́e

Les modèles de systèmes décrits dans cette thèse concernent pour la plupart des
systèmes à compteurs et/ou des systèmes temporisés. Unsystème est généralement
décrit par deux modèles : un pour la syntaxe, et l’autre pour la sémantique.

La syntaxe décrit la structure de contrôle du système, sous forme d’un graphe à états
et transitions, comme une machine à compteurs, un automatetemporisé, ou un réseau de
Petri, par exemple. Graphiquement, les états sont représentés par des cercles, et les tran-
sitions par des flèches reliant ces cercles. Un état modélise l’aspect statique dans lequel
le système se trouve, tandis qu’une transition modélise la dynamique du système, en le
faisant passer d’un état à un autre.À la base, ce modèle est celui d’un automate fini ;
mais leur expressivité étant très limitée, on y ajoute des variables, comme des comp-
teurs, des horloges, des piles, des files, etc. Dans cette th`ese, on étudie divers modèles
de systèmes, tous basés sur cette approche. La plupart du temps, on aura un ensemble
fini d’états de contrôle, un ensemble fini de transitions reliant ces états de contrôle, ainsi
qu’un ensemble de variables prenant leurs valeurs dans un ensemble donné.

La sémantique, elle, est définie par unsyst̀eme de transitions. En effet, les transitions
définissent la dynamique du système, dont on peut analysertous les cas possibles : c’est
ce qu’on appelle lecomportementdu système. Un système de transitions sert donc à
décrire tous ces comportements : il indique, à tout momentlors du fonctionnement du
système, dans quel état il se trouve et quelles sont les valeurs des variables. C’est ce
qu’on appelle uneconfiguration: un état de contrôle et une valeur pour chaque variable.
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Les comportements possibles du système sont donc des suites de configurations reliées
par des transitions : une telle suite est appelée uneex́ecutiondu système. Lorsque l’on
ajoute des variables discrètes non-bornées (ou des variables continues) au modèle, alors
l’ensemble de ses configurations devient infini !

Formellement, voici comment on définit un système générique et son système de
transitions associé. Notons que cette définition très g´enérale sera précisée pour chaque
modèle dans la deuxième partie de cette thèse ; l’objectif ici est de définir les problèmes
qui nous intéresseront sur de tels systèmes.

SoitX un ensemble den variables. Une variable prend ses valeurs dans un ensemble
D qui dépend du modèle de système considéré : typiquement, D peut être égal àN, Z,
Q+, ouR+. On désigne parv ∈ Dn une valuation des variables.

Soit L une logique donnée, par exemple Presburger, ouFO(R,Z,+, <), etc. Une
formule F (X,X ′) définie surL , avec2n variables libres, est interprétée comme la
transformation deX enX ′. Une telle formule est donc une relation binaire, et définitles
valeurs des variablesavantetaprèsl’exécution d’une transition étiquetée parF (X,X ′).
Souvent, on fait l’amalgame entre une variablexi et sa valeur, lorsque le contexte est
clair (et de même pour un ensemble de variables).

Définition 1.7. Un L -syst̀emeà n variables est un quadrupletS = 〈Q, n,L , T 〉 où :
– Q est un ensemble fini d’états de contr̂ole
– n est le nombre de variables
– L est la logique du système, donnant l’ensemble de valuation des variables et les

formules permettant de les manipuler
– T ⊆ Q ×L × Q est un ensemble fini de transitionsétiquet́ees par des formules

deL

Remarque : Le plus souvent,n et L seront omis, puisqu’ils seront clairs dans le
contexte ; on parlera alors d’un systèmeS = 〈Q, T 〉.

On appellestructure de contr̂oled’un système〈Q, T 〉 le graphe orienté induit parQ
etT : l’ensemble des sommets estQ, et l’ensemble des arcs estT , dans lequel on omet
les étiquettes (on peut aussi laisser les étiquettes, mais ne pas les interpréter).

Visuellement, on représente habituellement un système en se basant sur sa struc-
ture de contrôle. L’exemple sur la figure 1.1 représente unsystèmeS = 〈Q, T 〉 où
Q = {q1, q2} etT = {(q1, φ1, q2), (q2, φ2, q2)}.
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q1 q2
φ1

φ2

FIG. 1.1: Un exemple de système

Une configuration deS est un couple(q,v) tel queq ∈ Q etv ∈ Dn est une valua-
tion des variables. Le comportement du système, “navigant” entre ces configurations,
est donné par un système de transitions.

Définition 1.8. Un syst̀eme de transitions d’un systèmeS = 〈Q, T 〉 est un couple
TS(S) = 〈C,→〉 où :

– C = Q×Dn est l’ensemble des configurations deS
– →⊆ C × T ×C est une relation telle que pour toutes(q,v), (q′,v′) ∈ C et pour

toutet ∈ T , on a(q,v)
t
→ (q′,v′) si et seulement sit = (q, φ, q′) et (v,v′) |= φ

Remarque : La notation standard(q,v)
t
→ (q′,v′) signifie

(

(q,v), t, (q′,v′)
)

∈→,

et sera utilisée fréquemment tout au long de cette thèse,pour divers systèmes de transi-
tions.

Remarque : On définit parfois la relation→ dansC ×L ×C au lieu deC × T ×C.
En effet,T ⊆ Q × L × Q : la seule information disparaissant avec cette définition
sont les états de contrôle, mais ils sont déjà contenus dans les configurations, puisque
C = Q×Dn.

Le système de transitions peut être vu comme un graphe orienté, ayant pour som-
mets les configurations, et pour arcs des instances de la relation de transition. Afin de
simuler un comportement précis du système, on s’intéresse à un chemin dans ce graphe :
un tel chemin est en fait une exécution du système. Une exécution peut alors être finie
ou infinie ; parfois, on exclura un cas ou l’autre, selon le type de comportement auquel
on s’intéresse.

En considérant une configuration de départ, les exécutions possibles qui en partent
ne passent pas forcément par toutes les configurations ; et le plus souvent, beaucoup de
configurations (voire une infinité !) ne font pas partie des exécutions considérées. On dit
qu’une configurationc ∈ C estaccessible(ouatteignable) si et seulement s’il existe un
chemin dans le graphe de transitions, qui débute par la configuration initiale donnée, et
qui passe au moins une fois parc. L’ensemble des configurations accessibles depuis une
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configuration initiale donnée est appelé l’ensemble d’accessibilitédu système. Dans les
systèmes étudiés dans cette thèse, l’ensemble des configurations est presque toujours
infini : l’ensemble des configurations accessibles, quant àlui, peut être fini ou infini
(cela dépend du système et de la configuration de départ).

Formellement, uneex́ecution finiedeS est une suite(ci)i∈{0,...,l}, l ∈ N, telle qu’il

existe des transitionsti ∈ T telles queci
ti→ ci+1 pour touti ∈ [0, l− 1]. Similairement,

uneex́ecution infiniedeS est une suite(ci)i≥0 telle qu’il existe des transitionsti ∈ T

telles queci
ti→ ci+1 pour touti ≥ 0.

Soit c0 ∈ C une configuration initiale donnée. Une configurationc ∈ C est diteac-
cessibles’il existe une exécution de la forme(c0, . . . , c). L’ensemble d’accessibilité de
S relativement àc0, notéReach(S, c0), est défini comme l’ensemble des configurations
accessibles dansS depuisc0. Plus précisément, cet ensemble est obtenu en prenant la
fermeture réflexive transitive de la relation de transition : Reach(S, c0) = {c | c0 →

∗ c}.
Par abus de langage, on parlera de l’ensemble d’accessibilité deS, notéReach(S), sans
préciser la configuration initiale (qui sera implicite mais devra néanmoins être définie).
Parfois,Reach sera notéPost∗ : cela vient du fait quePost désigne l’image d’une confi-
guration par une transition, et que l’on s’intéresse à sa fermeture réflexive transitive.

Pour poursuivre l’exemple de la figure 1.1, on représente sur la figure 1.2 le début
de son système de transitions, en partant de la configuration initiale (q1,v0). Notons
que pour l’instant, on ne précise pas de quel type sont les variables ni quelles sont les
formules étiquetant les transitions : on ne manipule que des noms, pas des valeurs. Cer-
taines des valuations suivantes peuvent être égales ; dans ce cas, si l’état de contrôle est
le même, alors on fusionnera les configurations égales surle graphe, et on pourra donc
avoir des circuits. On a ici les valuationsv0,v1,v2,v3, . . . telles que(v0,v1) |= φ1,
(v1,v2) |= φ2, (v2,v3) |= φ2, etc. (le système peut a priori boucler indéfiniment sur
q2, tant qu’il produit des valuations de variablesvi telles qu’il existevj telles que
(vi,vj) |= φ2). Par convention, on ne représente que les configurations accessibles
depuis la configuration initiale donnée.

q1,v0 q2,v1 q2,v2 q2,v3
φ1(v0,v1) φ2(v1,v2) φ2(v2,v3) φ2(v3, . . .)

FIG. 1.2: Début du système de transitions de l’exemple de la figure 1.1

Notons qu’il est possible de définir un ensemble de configurations initiales, plutôt
qu’une seule : il suffira d’utiliser des états de contrôle intermédiaires, ayant comme
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source une seule et même configuration initiale fictive (quel’on rajoute). Au moyen de
transitions, en partant de cette configuration fictive, on pourra donner aux variables les
valeurs souhaitées dans les états de contrôle désirés, de sorte qu’il existe au moins une
exécution passant par chacune des configurations initiales requises.

Un des problèmes principaux en vérification par model-checking consiste à déterminer
si, pour un système donné, on peut calculer son ensemble d’accessibilité. Par “calculer”
un tel ensemble infini, on entend qu’il existe un algorithme construisant une formule
dont l’ensemble des solutions est précisément l’ensemble que l’on cherche à calculer.
On dispose ainsi d’une représentation finie (la formule) pour un ensemble infini.

Plus précisément, il existe deux principales formes de ceproblème d’accessibi-
lité : un problème de décision, et un problème de calcul dans une logique donnée. La
première variante, généralement plus simple à résoudre, consiste à décider si une confi-
guration donnée est accessible depuis une configuration initiale. La deuxième variante,
elle, consiste à calculer l’ensemble de tous les couples deconfigurations(c1, c2) telles
c2 est accessible depuisc1, en construisant une formule dans une logique donnée.

Formellement, voici les énoncés de ces deux problèmes :

Problème 1.9.Problème d’accessibilit́e (d’une configuration) :
Données :Un syst̀emeS et deux configurationsc0 et c deS.
Question :Est-ce quec est accessible depuisc0 dansS ?

Il existe des variantes de ce problème, notamment l’accessibilité d’un état de contrôle
(et non pas d’une configuration complète) ; dans ce cas, on quantifie existentiellement
sur les valeurs de variables dans la configuration à atteindre. Par la suite, lorsqu’une
telle variante sera utilisée, l’énoncé formel sera détaillé.

Le deuxième problème, lui, nécessite de calculertoutesles configurations acces-
sibles depuistoutesles configurations initiales possibles : on cherche donc à calculer
la relation d’accessibilit́e→∗, c’est-à-dire trouver une formule dont les solutions sont
exactement l’ensemble des couples de configurations(c1, c2) tels quec1 →∗ c2.

Problème 1.10.Problème d’accessibilit́e binaire :
Données :Un syst̀emeS et une logiqueL .
Résultat : Une formuleφ deL telle queJφK =→∗.

On s’intéresse généralement à la décidabilité du premier problème. Pour le deuxième
problème, plus difficile, on s’intéresse à plusieurs variantes, selon les cas. Une première
variante (1) est de savoir s’il existe une telle formuleφ de L , avant de chercher à
la calculer. Une autre variante (2), étant données une formule φ et une relation→∗,
consiste à décider siJφK =→∗. Dans tous les cas, ce problème 1.10 est très difficile : par
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exemple, pour les réseaux de Petri (voir section 4.2) et la logique de Presburger, on ne
sait résoudre ni le problème d’accessibilité binaire, ni ses variantes (1) et (2) ! Pour le
cas des automates binaires (voir section 3.1) et de la logique de Presburger, Jérôme Le-
roux a montré dans [Ler05] que ce problème est décidable (ce qui nécessite une preuve
de 130 pages !).

Ces problèmes sont donc très difficiles à résoudre, et g´enéralement indécidables sur
la plupart des systèmes ; on s’intéressera alors à des sous-classes de systèmes pour les-
quelles on obtient la décidabilité d’un de ces problèmes. Une autre variante du problème
1.10 consiste à ne pas se donnerL , mais plutôt à se demander si une telle logique
décidable existe ; en pratique, on commence habituellement par chercher à calculer la
formuleφ, en utilisant le moins de prédicats possibles, puis on cherche la logique mini-
male requise pour pouvoir définirφ.

Remarque : Souvent, on dira par abus de langage qu’un système est décidable, pour
dire en fait qu’il appartient à une classe de systèmes donton sait que le problème d’ac-
cessibilité est décidable (de même que l’on dira qu’une logique est décidable pour parler
de sa satisfaisabilité). De façon générale, lorsqu’onparle du problème d’accessibilité,
on parle du problème 1.9.

Dans le cadre du model-checking, on s’intéresse souvent àde nombreuses variantes
de ces problèmes et définitions. Le problème du model-checking fait lui-même appel à
ces problèmes d’accessibilité : c’est pourquoi il est nécessaire d’étudier en profondeur
l’accessibilité d’un modèle de systèmes, avant de s’intéresser à son model-checking. En-
suite, on peut définir des variantes, comme les conditions d’acceptation d’une exécution,
ou l’étiquetage d’états ou de transitions par des propositions atomiques. De manière
générale, pour étudier les modèles de systèmes plus enprofondeur, on étiquette les tran-
sitions par des symboles d’un alphabet donné ; on caractérise alors le modèle par le
langage (obtenu en ne gardant que les symboles) que génèrent ses exécutions. Cette
thèse ne traite pas de ces variantes-là, mais pose plutôtles bases théoriques concernant
les modèles décrits ici, principalement en termes d’accessibilité.

La finalité envisagée pour les modèles étudiés dans cette thèse est la vérification
par model-checking. Ce type de vérification distingue globalement deux familles de
propriétés que le système doit satisfaire : des propriétés desûret́e, et des propriétés
de vivacit́e. Les propriétés de sûreté sont généralement plus faciles à vérifier, puis-
qu’elles nécessitent de garantir qu’une configuration n’appartient pas à l’ensemble d’ac-
cessibilité du système. Les propriétés de vivacité, elles, nécessitent de garantir que les
exécutions passeront toujours (au sens “infiniment souvent”) par certaines configura-
tions ; il y a plusieurs cas de figure, selon les configurationsà visiter, et selon que

31



Chapitre 1. Préliminaires

l’on s’intéresse à au moins une exécution (quantification existentielle) ou à toutes les
exécutions (quantification universelle). De façon gén´erale, dans cette thèse, on se pla-
cera dans l’optique de la vérification de propriétés de sˆureté.
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Logiques arithmétiques du premier ordre : introduction

Les logiques étudiées dans cette thèse ont pour objectifde représenter des ensembles
infinis de vecteurs numériques. On cherche donc à manipuler des formules qui puissent
représenter le plus d’ensembles possibles, tout en restant dans des logiques décidables.
En effet, l’objectif est de vérifier des modèles de systèmes, dont les valeurs de variables
sont représentées par de telles formules ; il faut alors pouvoir calculer effectivement ces
formules, pour pouvoir ensuite espérer que le model-checking reste faisable, déjà d’un
point de vue théorique.

Cette partie est découpée en deux chapitres. Le premier présente des principales lo-
giques réelles, entières, et mixtes, sur lesquelles on sebase, puis se focalise sur l’étude
des logiques mixtes, notamment à l’aide d’un opérateur s´eparant un ensemble réel donné
en ensembles d’entiers et de décimaux. Le deuxième montrecomment représenter ef-
ficacement des formules, en les encodant au moyen de quatre familles de mécanismes
appelées “représentations symboliques”, dans l’optique de les implémenter.





Chapitre 2

Décomposition de logiques mixtes

Ce chapitre se focalise sur les logiques mixtes, et propose un nouvel opérateur
décomposant des ensembles de vecteurs réels en une combinaison de vecteurs d’en-
tiers et de vecteurs de réels dans l’intervalle[0, 1[ . Après avoir appliqué cet opérateur
sur trois logiques mixtes utilisées en vérification, on propose une nouvelle logique les
unifiant tout en restant décidable. Les travaux présentés dans les section 2.2 et 2.3 ont
été publiés dans [BFL08]. Les travaux de la section 2.4, eux, n’ont pas encore été pu-
bliés. Avant tout cela, on commence par présenter les quelques logiques connues qui
seront abordées dans cette thèse.

Notations. Dans ce chapitre, on noteD l’intervalle [0, 1[ , que l’on appelle l’ensemble
des nombres décimaux, ou simplement, lesdécimaux1. Toutd ∈ D est appelé (nombre)
décimal, et toutD ⊆ D est appeléensemble d́ecimal. De plus, les variables sont ma-
nipulées ici comme des vecteursx = (x1, . . . , xn), plutôt que comme des ensembles ;
on fera trivialement le lien entre les deux, puisqu’un vecteur peut être vu comme un
ensemble muni d’une relation d’ordre sur ses éléments. Pour un ensembleE, on note
P(E) l’ensemble des parties deE.

2.1 Quelques logiques

Cette section présente les logiques décidables qui seront utilisées par la suite et
dont les variables sont soit uniquement réelles (section 2.1.1), soit uniquement entières
(section 2.1.2), ou les deux à la fois (section 2.1.3).

1On aurait pu choisir le motfractionnelplutôt quedécimal, mais il contient l’idée trompeuse que les
décimaux devraient être rationnels (ce qui n’est pas le cas).
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2.1.1 Logiques ŕeelles

Dans cette section, les logiques sont de la forme FO(R, P red1, . . . , P redk), et les
prédicatsPred1, . . . , P redk ne permettent pas de savoir si une variable a une valeur
entière ou non. Les variables prennent donc leurs valeurs dansR, et si par moments
elles sont dansN ou Z, on n’a aucun moyen de le savoir (les sections 2.1.3, 2.2, 2.3, et
2.4 sont consacrées au cas contraire).

Cette restriction à des variables “purement réelles” permet de considérer direc-
tement l’arithmétique réelle, notée FO(R,+,×,≤). En effet, on sait depuis Tarski
[Tar48] que cette logique est décidable, bien qu’elle dispose de la multiplication. On
s’intéressera également à la logique additive sur les r´eels, FO(R,+,≤), qui est natu-
rellement décidable ; on peut la considérer comme le “pendant réel” de la logique de
Presburger.

Le fait que la multiplication réelle soit décidable peut surprendre, puisque la mul-
tiplication entière est connue pour rendre une logique additive indécidable. En fait, on
peut ajouter à l’arithmétique réelle un prédicat unaire P2(x) ≡ ∃i ∈ Z(x = 2i) don-
nant les puissances de deux, tout en restant décidable. C’est ce qu’a montré Lou van
den Dries en 1985 [vdD85], en donnant un argument (basé sur la théorie des modèles)
pour la décidabilité de FO(R,+,×,≤, P2). Cependant, la complexité n’est pas connue,
puisqu’il n’a pas donné de procédure de décision ; c’est pourquoi Avigad et Yin ont
donné dans [AY07] une procédure de décision, qui est primitive récursive (quoique non-
élémentaire).

Bien qu’elles restent décidables, les logiques que l’on manipule peuvent atteindre
des complexités peu encourageantes pour une utilisation pratique, comme c’est le cas
pour FO(R,+,×,≤, P2). Toutefois, cette logique peut encore être généralisée et rester
décidable, et ce, à faible coût : plutôt que de se restreindre aux puissances entières de
2, on peut considérer les puissances entières de n’importequelle constante entière. La
deuxième logique réelle à laquelle nous nous intéressons, après l’arithmétique réelle,
est donc FO(R,+,×,≤, Pb), oùb ∈ Z.

2.1.2 Logiques entìeres

Dans cette section, on s’intéresse aux logiques dont les variables prennent unique-
ment des valeurs entières. Pour un survey couvrant la plupart de ces logiques entières
(et bien d’autres), voir [Bès02].

La première logique, à la base de toutes les logiques enti`eres considérées dans cette
thèse, est la logique de Presburger FO(N,+,=). Une logique qui lui est équivalente

38



2.1. Quelques logiques

est FO(Z,+,≤), et correspond davantage au formalisme manipulé ici. En effet, la re-
lation d’ordre≤ peut s’exprimer dans Presburger :x1 ≤ x2 ≡ ∃x3.(x2 = x1 + x3).
Réciproquement, l’égalité peut s’exprimer dans FO(Z,+,≤), puisquex1 = x2 ≡ x1 ≤
x2 ∧ x2 ≤ x1. Enfin, on peut exprimer les entiers négatifs dans Presburger, bien qu’une
variable ne puisse pas directement prendre une valeur négative ; on peut en effet en-
coder un entier négatif comme la différence de deux entiers positifs (voir la remarque
suivante). Par la suite, on parlera alors de Presburger pourdésigner indifféremment les
logiques FO(N,+,=) ou FO(Z,+,≤).

Remarque : De manière générale, on peut faire l’amalgame entre une logique sur les
entiers naturels FO(N, . . .) et cette même logique étendue aux entiers relatifs FO(Z, . . .).
En effet, on supposera que les parties deZn sont encodées dans les parties deN2n sim-
plement en prenant la différence de deux variablesx+, x− ∈ N pour exprimer chaque
variablex ∈ Z. On considère alors la fonction affinefN→Z : N2n −→ Zn telle que
définie dans [Ler03], c’est-à-dire parfN→Z(x+

1 , x
−
1 , . . . , x

+
n , x

−
n ) = (x+

1 −x
−
1 , . . . , x

+
n −

x−n ). Les représentations obtenues à partir de cet encodage n´ecessiteront deux fois plus
de variables, mais on s’intéresse plus à l’expressivitéde ces représentations qu’à leur
concision.

La deuxième logique entière qui nous intéresse ici est une extension de Presburger
avec un prédicat donnant les puissances entières dans unebaseb ≥ 2. Cette logique,
notée FO(Z,+,≤, Vb), a été montrée décidable dans [BHMV94], pour toutb ≥ 2. Le
prédicatVb est défini comme la fonctionVb : Z \ {0} −→ Z telle queVb(x) = bj , où
j ∈ N est le plus grand entier tel queb−jx ∈ Z, avec la conventionVb(0) = 1. En
d’autres termes,Vb(x) donne la plus grande puissance entière positive deb divisantx.

Ce prédicatVb a été étudié sous différents aspects. Un résultat intéressant est que
l’on ne peut pas combiner n’importe comment ce prédicat dans deux bases différentes.
En effet, soient deux bases entièresb1 et b2. Deux entiersp, q sont ditsmultiplicative-
ment d́ependantss’il existek, l ≥ 1 tels quepk = ql. Si b1 et b2 sont multiplicativement
dépendantes, alors FO(Z,+,≤, Vb1 , Vb2) est décidable [BHMV94]. Par contre, sib1 et
b2 sont multiplicativement indépendantes, alors FO(Z,+,≤, Vb1, Vb2) est indécidable
[Vil92b, Vil92a].

D’autres variations de FO(Z,+,≤, Vb) ont été étudiées : par exemple, la logique
FO(Z,+,≤, Pb), oùPb(x) est le prédicat vrai si et seulement six est une puissance deb
(tel que défini dans la section précédente). Cette logique est décidable, et même incluse
dans FO(Z,+,≤, Vb). En effet, le prédicatPb(x) est exprimable dans FO(Z,+,≤, Vb),
carPb(x) ≡ Vb(x) = x ; par contre, on sait queVb n’est pas définissable dans la logique
FO(Z,+,≤, Pb) grâce à [Sem79, BHMV94].
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Une autre variation est FO
(
Z,+,≤, bZ

)
(parfois notée FO(Z,+,≤, bx)), elle aussi

décidable [Sem83, CP86], mais incomparable avec FO(Z,+,≤, Vb) [BHMV94]. Le
prédicatbZ est en fait la fonction exponentielle, donnant les puissances entières deb :
on peut alors exprimerbx = y, ce qui est plus expressif quePb(y), puisque l’on dispose
alors dux tel quebx = y. La combinaison debZ avecVb, cependant, donne la logique
indécidable FO

(
Z,+,≤, Vb, b

Z
)

[CP86].

2.1.3 Logiques mixtes : sur les ŕeels et les entiers

Cette section présente les logiquesmixtes, c’est-à-dire à la fois réelles et entières.
Cette mixité des variables peut paraı̂tre étrange, puisque l’on a défini les logiques sur des
structures〈D, P red1, . . . , P redk〉, dont les variables ne prennent leur valeur que surD,
qui est soit réel, soit entier. Les logiques mixtes sont en fait définies sur ces mêmes struc-
tures〈D, P red1, . . . , P redk〉, avec la particularité queD = R et ∃i ∈ [1, k](Predi :=
Z), le prédicatZ(x) étant vrai si et seulement six ∈ Z.

On dispose donc de variables réelles, et on peut tester si toute valeur est entière ou
non, ce qui revient en quelque sorte à avoir deux types de variables différents (en exploi-
tant le fait que les entiers sont un sous-ensemble des réels). On notera alors ces logiques
mixtes FO(R,Z, P red1, . . . , P redk), ce qui signifiera en réalité que l’un des prédicats
estZ et que les variables sont dansR.

La logique mixte la plus souvent rencontrée en vérification est probablement la lo-
gique additive mixte, notée FO(R,Z,+,≤). On peut la voir sous deux angles différents :
comme Presburger étendue aux réels, ou comme l’arithmétique réelle avec entiers dans
laquelle on enlève la multiplication afin de rester décidable. Elle est parfois appelée
“arithmétique linéaire”, ce qui montre bien qu’il ne manque que la multiplication à
cette logique pour avoir toute l’arithmétique.

Cette logique peut admettre de nouveaux prédicats et rester décidable, comme c’est
le cas notamment pour FO(R,Z,+,≤, Xb) : cette logique sera étudiée en détail dans
la section 2.3.3. Intuitivement, le prédicatXb(x, u, a) est vrai si et seulement si le bit
en position indiquée paru vaut a, dans la décomposition dex en baseb. La logique
FO(R,Z,+,≤, Xb) est en quelque sorte la version “mixte” de la logique FO(Z,+,≤, Vb),
combinée avec FO(R,+,≤,Wb) : on verra dans la section 2.2 comment cette combinai-
son s’effectue. Les prédicatsVb etWb sont similaires :Vb donne les puissances entières
(comme expliqué dans la section précédente), etWb donne les puissances négatives (i.e.
dans l’intervalle[0, 1[ ), le tout dans une base entièreb ≥ 2. En fait,Xb est exprimable
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en fonction deVb etWb, comme on le verra dans la section 2.3.3.

2.2 Un oṕerateur décomposantR enZ ⊎ D

Dans cette section, on introduit un opérateur permettant de combiner entiers et
décimaux pour représenter des réels ; on peut égalementle voir comme une décomposition
des réels en une combinaison d’entiers et de décimaux. On commence par donner une
motivation à la définition d’un tel opérateur. On montre ensuite qu’extraire les entiers
contenus dans les réels peut générer une formule plus concise que si elle n’était com-
posée que de réels. On définit ensuite formellement cet opérateur combinant des en-
sembles de vecteurs d’entiers et de décimaux, dans la section 2.2.2.

2.2.1 Motivation

Afin de motiver la définition de l’opérateur, on illustre son intérêt à travers un
exemple. Cet exemple fait appel à des notions que l’on verraplus en détail par la suite :
les automates temporisés (section 5.2) et les DBM (section3.2.1).

Automates temporiśes et DBM

Les automates temporisés constituent probablement le modèle le plus utilisé pour
les systèmes dont le comportement dépend de l’écoulement du temps. Tels que définis
dans [AD94], et comme détaillé dans la section 5.2, les automates temporisés sont es-
sentiellement des automates finis munis de variables réelles, appelées horloges. Ces
horloges modélisent le comportement temps-réel du syst`eme, en s’écoulant toutes à une
même vitesse constante. Chaque horloge peut être compar´ee à une constante entière
et éventuellement remise à0 ; les seules autres actions permises dans les formules
étiquetant un automate temporisé sont des contraintes diagonales, qui consistent à com-
parer la différence de deux horloges à une constante enti`ere. Puisque les valeurs d’hor-
loges ne sont pas bornées, l’espace des configurations d’unautomate temporisé est in-
fini ; c’est pourquoi on utilise une abstraction finie de cet espace, en utilisant le mécanisme
des régions (voir le paragraphe page 106 et la section 5.4.2). En pratique, l’ensemble des
régions n’est pas facilement calculable à cause de sa taille ; c’est pourquoi les régions
sont encore abstraites en zones, ce qui constitue le mécanisme implémenté dans la plu-
part des outils de vérification de systèmes temporisés [BLL+95, LPY97, BDM+98,
LL98].
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Techniquement, dans ces outils, les zones sont représent´ees par des matrices à dif-
férences bornées, appelées DBM (pour Difference Bound Matrices) [BM83, Dil89].
Une DBM est une matrice carrée représentant les contraintes entre lesn horloges, qui
constituent une zone. Ici, on considère une DBM comme un couple (c,≺), où c =
(ci,j)0≤i,j≤n, ≺ = (≺i,j)0≤i,j≤n, ci,j ∈ Z ∪ {+∞}, et≺i,j∈ {≤, <}. Chaque couple
(ci,j,≺i,j) est un élément de la matrice carrée, définissant un ensemble Rc,≺ comme
ceci :

Rc,≺ = {r ∈ Rn |
∧

0≤i,j≤n
ri − rj ≺i,j ci,j}

Afin de représenter les contraintes non-diagonales (i.e. avec une seule horloge), on uti-
lise une horloge fictiver0 qui vaut toujours0 (ce qui explique qu’il y aitn+1 éléments, et
non pasn). Un élément(ci,j,≺i,j) signifie queri−rj ≺i,j ci,j, oùri, rj sont des horloges.
Ainsi, chaque élément d’une DBM représente une contrainte diagonale, c’est-à-dire une
différence bornée. Enfin, les termesci,j ne constituant pas de véritable contrainte sont
symbolisés parci,j = +∞.

Extensions des DBM

Dans l’exemple suivant tiré de [BBFL03], l’automate temporisé possède deux hor-
logesx ety, et un seul état de contrôle. Le comportement de l’automate est très simple :
y est remise à0 dès qu’elle atteint1, alors quex progresse continuellement. Dans la
configuration initiale, les horloges valent toutes les deux0. De plus, un invariant dans
l’état de contrôle s’assure que l’horlogey ne dépasse jamais1.

(y ≤ 1)

y := 0
x := 0

x ≥ 1 ∧ y = 1,
y := 0

FIG. 2.1: Un automate temporisé

Le diagramme d’horloges associé à cet automate montre explicitement ce compor-
tement :

0 1 2 3 4 5 x

1

2

y

42
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On considère ici une analyse en avant classique [BLR05], encalculant les confi-
gurations(état de contrôle, valuation d′horloges) accessibles depuis la configuration
initiale (dans laquellex = y = 0). Ensuite, on construit les zones correspondantes,
chaque zone étant représentée par une DBM ; ici, on obtient un ensemble infini (quoique
dénombrable) de DBM. Notons que dans cet exemple,≺ est toujours≤, et n’apparaı̂t
donc pas dans les matrices :







0 x y

0

x

y





0 −i 0
i+ 1 0 i

1 −i 0











i≥0

Afin de pouvoir calculer l’ensemble des configurations accessibles, il existe diverses
techniques d’abstraction donnant un nombre fini de zones. L’abstraction la plus souvent
utilisée en pratique est basée sur les constantes maximales : la valuation d’une horloge
est fixée à∞ dès qu’elle dépasse la plus grande constante à laquelle elle sera comparée.
Sur l’exemple, si on ajoute une transition gardée parx ≥ 106, menant à un autre état de
contrôle, alors le diagramme d’horloges devient comme ceci :

0 1 2 · · · 106 x

1

2

y

Plus formellement, cette abstraction génère l’ensemblede DBM suivant :












0 x y

0

x

y





0 −i 0
i+ 1 0 i

1 −i 0











0≤i≤106

,

0 x y

0

x

y





0 ∞ 0
∞ 0 ∞
1 −106 0











Cet ensemble de DBM est fini, mais reste très gros :106 + 2 matrices doivent être
calculées et mémorisées, ce qui semble disproportionn´e, d’autant plus pour un exemple
qui semble relativement simple. Dans [BBFL03], une abstraction de zones un peu plus
élaborée est proposée : les constantes maximales de chaque horloge ne sont plus glo-
bales, mais dépendent de l’état de contrôle. Une autre abstraction est proposée dans
[BBL06], en distinguant les constantes maximales qui sont des bornes supérieures de
celles qui sont des bornes inférieures. Ces abstraction dezones sont les seules existantes
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(à notre connaissance) ; dans chacune d’elles, le nombre deDBM dépend toujours for-
tement de la valeur des constantes maximales.

Écrire ici un tel nombre de DBM, infini (ou simplement très grand), aurait été im-
possible (ou trop fastidieux) si on n’avait pas utilisé unereprésentation paramétrique
de ces DBM. C’est en fait un idée déjà utilisée par les CPDBM (Constrained Parame-
tric DBM) [AAB00], qui sont la structure de données implémentée dans l’outil TREX
[ABS01]. Les CPDBM sont en effet une version plus expressivedes DBM, étendues
de deux façons. Premièrement, on obtient les PDBM, dans lesquelles les constantesci,j
deviennent des paramètresti,j. Ces termes arithmétiquest sont définis par la grammaire
t ::= 0 | 1 | x | t − t | t+ t | t× t, oùx appartient à un ensemble de variables réelles.
Deuxièmement, une PDBM devient une CPDBM lorsque ses termes sont contraints par
des formulesφ, du premier ordre, mais sans quantificateurs. Ces formules sont définies
parφ ::= t ≤ t | ¬φ | φ∨φ | Is int(t) (où le prédicatIs int(t) est vrai si et seulement
si t est un entier, et correspond donc au prédicatZ défini à la section 2.1.3). Chacun des
deux ensembles de matrices ci-dessus est en fait une CPDBM.

N.B. : Dans le reste de cette section 2.2, le symbole× représente le produit cartésien
(et non pas la multiplication).

On considère à présent un autre moyen de représenter l’ensemble des valeurs d’hor-
loges accessibles. Sur le deuxième diagramme d’horloges montrant l’abstraction de
zones (page 42), on remarque trois motifs :, , et . On peut définir chaque
motif comme suit : = {(x, y) ∈ [0, 1]2 | x = y}, = {(x, y) ∈ [0, 1]2 | x ≥ y},
et = {(x, y) ∈ [0, 1]2}. Si l’on veut représenter le même ensemble que les zones abs-
traites précédemment, mais sans DBM, on peut exprimer la périodicité de chaque motif
avec des entiers. Formellement, il suffit de prendre l’unionde trois sommes d’ensembles
en dimension2 : (

{0, . . . , 106 − 1} × {0}+
)

⋃(

{106} × {0}+
)

⋃(

{106 + 1, . . . ,∞}× {0}+
)

Cette dernière représentation d’ensemble d’accessibilité est plus concise que les
DBM. En effet, représenter les zones par des DBM implique demémoriser un nombre de
matrices potentiellement très grand, dépendant de la constante maximale des horloges
(un million, dans l’exemple). Cependant, en introduisant des entiers pour exprimer la
périodicité, on peut réduire cette représentation à trois combinaisons d’intervalles. De
plus, on peut même se passer de l’abstraction par constantemaximale, et ainsi obtenir
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une représentation exacte pour le même coût. Les CPDBM ont également ces avan-
tages, mais sont généralement indécidables à cause de la multiplication. Pour une étude
de l’expressivité des CPDBM, voir [DFvB05]2.

Précisons à présent la nouvelle représentation : on prend des unions finies de réels,
chaque nombre réel étant décomposé en sommes d’entierset de réels plus petits (les
décimaux). Ces entiers et décimaux peuvent alors être d´efinis en utilisant la quantifica-
tion, l’addition, et les opérations booléennes.

En fait, cette nouvelle approche revient à représenter des ensembles de nombres
réels en extrayant leurs composantes entières ; une caractéristique intéressante est que
le fait d’ajouter des entiers à des ensembles de réels simplifie leur représentation et leur
manipulation ! On pourrait penser qu’ajouter des entiers àune logique réelle du premier
ordre la rendrait indécidable, mais la section 2.3.2 prouve le contraire. Tout d’abord,
formalisons cette nouvelle représentation.

2.2.2 Composition d’entiers et de ŕeels

SoientZ ⊆ P(Zn) etD ⊆ P(Dn) ; on suppose que les vecteurs sont de taillen, tout
comme les vecteurs de variables. On noteZ ⊎ D la classe des vecteurs réelsR ⊆ Rn

telle queR puisse s’écrireR =

p
⋃

i=1

(Zi +Di), avec(Zi, Di) ∈ Z×D et p ≥ 1. Notons

que le symbole⊎ ne désigne pas l’union disjointe, comme c’est parfois le cas dans la
littérature ; il n’y a pas de confusion possible, puisqu’aucune union disjointe n’est uti-
lisée dans cette thèse.

Voici quelques exemples d’ensembles basiques auxquels on pourrait faire appel,
écrits sous la forme d’unions finies de sommes d’entiers et de décimaux :

Exemple 2.1.L’ensemble vide∅ peut s’́ecrire∅+ ∅. L’ensembleRn peut s’́ecrireZn +
Dn. L’ensembleZn peut s’́ecrireZn + {0}.

Exemple 2.2.L’ensembleR= = {r ∈ R2 | r1 = r2} peut s’́ecrire {z ∈ Z2 | z1 =
z2}+ {d ∈ D2 | d1 = d2}

Exemple 2.3.L’ensembleR≤ = {r ∈ R2 | r1 ≤ r2} peut s’́ecrire :

{z ∈ Z2 | z1 ≤ z2}+ {d ∈ D2 | d1 ≤ d2}
⋃

{z ∈ Z2 | z1 < z2}+ {d ∈ D2 | d1 > d2}

2Une précision : dans [DFvB05], les “Constrained PDBM” restreintes aux entiers sont appelées “Ex-
tended PDBM”.
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Exemple 2.4.L’ensembleR+ = {r ∈ R3 | r1 + r2 = r3} peut s’́ecrire
⋃

c∈{0,1}{z ∈

Z3 | z1 + z2 + c = z3}+ {d ∈ D3 | d1 +d2 = d3 + c}, où c représente la retenue (carry,
en anglais).

Les limites de cette représentation peuvent être remarquées avec le contre-exemple

suivant. Considérons l’ensembleR1 =

∞⋃

j=1

(

{j} +

{
1

j + 1

})

; notons que l’on utilise

j+1 (et pas simplementj) afin d’éviter le cas où la partie décimale est1
j

= 1 pourj = 1

(ce qui ne serait plus un décimal, car1 /∈ [0, 1[ ). Cette représentation ne fonctionne ap-
paremment pas pour un tel ensemble ; en effet, bien queR1 soit une union de sommes
d’entiers et de décimaux, cette union semble intrinsèquement infinie. On insiste sur la
finitude de l’union dans cette représentation, principalement parce que l’un des objectifs
est de l’implémenter, comme on le verra dans la section 3.4.

On s’intéresse maintenant à la stabilité de cette représentation. On prouve3 que si
Z ⊆

⋃

n∈N
P(Zn) et D ⊆

⋃

n∈N
P(Dn) sont stables par les opérations classiques

du premier ordre, alors la classeZ ⊎ D =
⋃

n∈N
Zn ⊎ Dn, où Zn = Z ∩ P(Zn) et

Dn = D∩P(Dn), est elle aussi stable par ces opérations. Les opérationsconsidérées ici
sont les combinaisons booléennes (union, intersection, différence), le produit cartésien,
la quantification, et la permutation. On utilise les définitions suivantes pour ces deux
dernières opérations. La quantification est effectuée en projetant des variables du vec-
teur considéré :∀R ⊆ Rn, ∃iR = {(r1, . . . , ri−1, ri+1, . . . , rn) | ∃ri (r1, . . . , ri−1, ri,
ri+1, . . . , rn) ∈ R}. Une permutationπ est simplement une fonction modifiant l’ordre
des variables dans un vecteur :∀R ⊆ Rn, πR = {(rπ(1), . . . , rπ(n)) | (r1, . . . , rn) ∈ R}.
On utilise alors une définition générale pour la stabilité :

Définition 2.5. Une classeR ⊆
⋃

n∈N
P(Rn) est ditestablesi elle est close par les

opérations booĺeennes, le produit cartésien, la quantification, et la permutation.

On remarque que dans cette représentation, prendre l’union de deux ensembles est
trivial, puisqu’ils sont déjà des unions de parties enti`eres et décimales. On remarque
également que(Z1 +D1)∩ (Z2 +D2) = (Z1 ∩Z2)+ (D1 ∩D2) pour toutZ1, Z2 ⊆ Zn

et pour toutD1, D2 ⊆ Dn ; ainsi, la stabilité par unionZn ⊎Dn garantit la stabilité par
intersection. On obtient la stabilité par différence grˆace à l’égalité suivante :(Z1 +D1)\
(Z2 +D2) = ((Z1 \Z2)+D1)∪ (Z1 +(D1 \D2)). La stabilité par produit cartésien est
donnée par(Z1 +D1)× (Z2 +D2) = (Z1×Z2)+(D1×D2). La stabilité par projection
vient de∃iR = (∃iZ) + (∃iD), oùR = Z + D. Enfin, la stabilité par permutation est
obtenue grâce àπ(Z +D) = (πZ) + (πD).

On a alors prouvé la proposition suivante, qui sera utilis´ee plus tard (notamment
dans les théorèmes 2.9 et 2.13) :

3On utilise ici desunionsde parties (et non plus simplement des parties) pour une raison purement
technique. On a en effet besoin de modifier la dimensionn des vecteurs lors de l’opération de projection.
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Proposition 2.6(Stabilité). La classeZ ⊎D est stable siZ etD sont stables.

On montre enfin que l’opérateur de décomposition préserve la décidabilité. En ef-
fet, les algorithmes permettant de calculer les opérations requises pour la preuve de
la proposition 2.6 sont très simples, comme le montrent leségalités précédentes : ces
opérations se distribuent sur l’opérateur⊎. On rappelle qu’une classe (d’ensembles) est
récursivesi chacune de ses parties est représentable dans une logique décidable. Ainsi,
si les ensembles dansZ et dansD sont récursifs, alors les ensembles dansZ ⊎ D sont
eux aussi récursifs :

Proposition 2.7. La classeZ ⊎D est ŕecursive siZ etD sont ŕecursifs.

Démonstration.Il suffit de ramener toute formule décrivant un ensemble dansZ ⊎D à
une union finie de sommes d’ensembles dansZ et D. Pour ce faire on distribue toutes
les opérations sur l’opérateur⊎, comme indiqué précédemment : pour tous ensembles
E1, E2 ∈ Z⊎D, on utilise les encodages donnés à la page 46 pour décomposerE1∪E2,
E1∩E2,E1 \E2, ∃iE1, etπE1 en formules entières et décimales. De plus, on utilise les
encodages de l’exemple 2.1 pour décomposer l’ensemble vide (et son dual).

2.3 Applications de l’oṕerateur de décomposition

Dans cette section, on applique successivement l’opérateur de décomposition sur
trois logiques : la logique des CPDBM et ses variantes (section 2.3.1), la logique additive
mixte (section 2.3.2), et la logique additive mixte étendue avec le prédicatXb (section
2.3.3).

2.3.1 D́ecomposition de repŕesentations baśees sur les DBM

Une première application de l’opérateur de décomposition porte sur les extensions
des DBM, qui nous permet de les caractériser. On note

⋃
DBMD pour désigner les

unions finies de DBM-ensembles qui sont inclus dansDn. On remarque que
⋃

DBMD

est stable par les opérations du premier ordre, grâce à l’élimination de quantificateurs
de Fourier-Motzkin [Fou26, Mot51].

On définit une CP-DBML comme une DBM dans laquelle le vecteurc n’est plus une
constante, mais un vecteur de paramètres contraints par une formuleφ(c) définie dans
une logiqueL . Plus précisément, une CP-DBML est un couple(φ,≺) qui représente
un ensembleRφ,≺ tel que :

Rφ,≺ =
⋃

c|=φ
Rc,≺
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Telles qu’introduites dans [AAB00], les CPDBM correspondent aux CP-DBML dans
lesquellesL est l’arithmétique du premier ordre, mais sans quantificateurs ; en parti-
culier, la multiplication est autorisée dans cette logique. On étudie ici une autre varia-
tion des DBM : les CP-DBM+, qui sont des CP-DBML pour lesquellesL est la lo-
gique Presburger FO(Z,+,≤), qui est décidable. Les CP-DBM+ sont en quelque sorte
des CPDBM avec quantificateurs mais sans multiplication. Onnote

⋃
CP-DBM+ pour

désigner les unions finies deRφ,≺, c’est-à-dire les unions finies d’ensembles représent-
ables par CP-DBM+.

On montre que les unions finies d’ensembles représentablespar CP-DBM+ sont en
fait une combinaison d’ensembles définissables dans Presburger et dans les unions finies
de DBM-ensembles inclus dansDn :

Proposition 2.8.
⋃

CP-DBM+ = FO(Z,+,≤) ⊎
⋃

DBMD

Démonstration.Prouvons d’abord l’inclusion⊇. Prenons une DBM(c,≺) représentant
un ensembleD ⊆ Dn, ainsi qu’une formule de Presburgerψ(x) représentant un en-
sembleZ ⊆ Zn ; on prouve alors queZ + D est un ensemble dans

⋃
CP-DBM+.

Remarquons quer ∈ Z + D si et seulement s’il existez ∈ Z tel quer − z ∈ D. La
conditionr − z ∈ D est équivalente à

∧

0≤i,j≤n ri − rj ≺i,j ci,j + zi − zj. Considérons
la formule de Presburgerψ(p) := ∃z ∈ Zn pi,j = ci,j + zi − zj et remarquons que
Rψ,≺ = Z +D. On vient donc de prouver l’inclusion⊇.

Pour l’inclusion⊆, considérons un ensemble représentable par CP-DBM+, noté
Rφ,≺. Soit Zd = Zn ∩ (Rφ,≺ − d), indicé pard ∈ Dn. Remarquons queZd est en
fait l’ensemble de vecteurs suivant :

Zd =
⋃

c|=φ

{

z ∈ Zn|
∧

0≤i,j≤n
zi − zj ≺i,j ci,j + (dj − di)

}

Puisquedj−di ∈ ]−1, 1[ etzi−zj , ci,j ∈ Z, on en déduit quezi−zj ≺i,j ci,j+(dj−di)
est équivalent àzi− zj ≤ ci,j si di− dj ≺i,j 0 et àzi− zj ≤ ci,j− 1 sinon.Étant donnée
la matricem = (mi,j)0≤i,j≤n telle quemi,j ∈ {0, 1} pour tout0 ≤ i, j ≤ n, on écritIm
etDm pour désigner les ensembles suivants :

Im = {z ∈ Zn | ∃c φ(c) ∧
∧

0≤i,j≤n
zi − zj ≤ ci,j −mi,j}

Dm = {d ∈ Dn |
∧

0≤i,j≤n
(di − dj ≺i,j 0⇐⇒ mi,j = 0)}

Notons queDm est un ensemble représentable par DBM, et queZd = Im pour tout
d ∈ Dm. Or

⋃

mDm = Dn, et doncRφ,≺ =
⋃

d∈Dn Zd + {d} =
⋃

m Im +Dm. On a
alors prouvé queRφ,≺ est définissable dans FO(Z,+,≤) ⊎

⋃
DBMD.
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2.3.2 D́ecomposition de la logique additive mixte

On sait que l’arithmétique mixte est indécidable, mais qu’elle devient décidable
si l’on enlève la multiplication. On obtient donc la logique additive mixte, dont la
décidabilité a été suggérée par Büchi, puis prouvée dans [BRW98] en utilisant des
automates binaires (voir section 3.1) et dans [Wei99] en utilisant une élimination de
quantificateurs. Cette logique additive mixte est en fait une extension de Presburger aux
réels (ou une restriction de l’artithmétique mixte sans la multiplication).

Cette logique FO(R,Z,+,≤) peut encoder des contraintes linéaires complexes qui
combinent des variables entières et réelles. Dans cette section, on prouve que les en-
sembles définissables dans cette logique se décomposent en unions finies d’ensembles
Z+D, où chaqueZ est définissable dans FO(Z,+,≤) et chaqueD est définissable dans
FO(D,+,≤). Ce résultat montre que des contraintes linéaires complexes, combinant
des variables entières et réelles, peuvent être décomposées en contraintes linéaires sur
les entiers et en contraintes linéaires sur les réels (et même décimaux). Plus précisément,
on prouve la décomposition suivante :

Théorème 2.9.FO(R,Z,+,≤) = FO(Z,+,≤) ⊎ FO (D,+,≤)

Démonstration.Observons tout d’abord que tout ensemble définissable dansla logique
FO(Z,+,≤)⊎FO(D,+,≤) est également définissable dans FO(R,Z,+,≤). De plus,
les ensemblesR etZ, la fonction+ : R2 −→ R, et le prédicat≤, sont définissables dans
FO(Z,+,≤) ⊎ FO(D,+,≤), comme le montrent les exemples 2.1, 2.2, 2.3, et 2.4. De
la stabilité par opérations du premier ordre, on obtient l’inclusion FO(R,Z,+,≤) ⊆
FO(Z,+,≤) ⊎ FO(D,+,≤). On en déduit alors l’égalité.

On rappelle que les ensembles définissables dans la logiquede Presburger FO(Z,+,≤)
peuvent sont exactement lesensembles lińeaires[GS66]. En fait, un ensembleZ ⊆ Zn

est définissable dans Presburger si et seulement s’il est égal à une union finie d’en-
sembles linéairesb + P ∗, où b ∈ Zn, P est un sous-ensemble fini deZn, et P ∗

décrit l’ensemble des sommes finies
∑k

i=1 pi avecp1, . . . , pk ∈ P et k ∈ N. Cette
caractérisation géométrique peut être étendue à la classe des ensembles définissables
dans FO(Z,+,≤)⊎FO(D,+,≤), en introduisant la classe desensembles polyédriques
convexes(voir notamment les travaux de Nicolas Halbwachs, par exemple [HMG06]).
Un ensembleC ⊆ Rn est ditpolyédrique convexesiC peut être défini par une conjonc-
tion finie de formules〈α,x〉 ≺ c, où α ∈ Zn, ≺∈ {≤, <}, et c ∈ Z. En fait, une
élimination de quantificateurs de Fourier-Motzkin[Fou26, Mot51] prouve qu’un en-
sembleC ⊆ Rn est définissable dans FO(R,+,≤) si et seulement s’il est égal à une
union finie d’ensembles polyédriques convexes. Dans [FL08], les auteurs ont montré la
caractérisation géométrique suivante :
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Proposition 2.10. [FL08] Un ensembleR ⊆ Rn est d́efinissable dans FO(R,Z,+,≤)
si et seulement s’il estégalà une union finie d’ensembles de la formeC+P ∗, oùC ⊆ Rn

est un ensemble polyédrique convexe etP est un sous-ensemble fini deZn.

2.3.3 Au-del̀a de la logique additive mixte : les RVA

On vient de montrer que la décomposition peut s’appliquer `a FO(R,Z,+,≤) et à
une de ses sous-logiques. On prouve maintenant qu’elle s’applique également à des lo-
giques plus expressives. On prend le cas particulier des RVA(Real Vector Automata)4

[BRW98], qui est à notre connaissance la représentation décidable d’ensembles de vec-
teurs réels et entiers la plus expressive, parmi celles quiont été implémentées. Les RVA
sont utilisés dans l’outil LASH [BJW01, BJW05], comme on le verra dans la section 3.1.
Ici, on montre que la classe des ensembles représentables par RVA est décomposable
grâce à notre opérateur “⊎”, en reprenant la présentation utilisée dans [Ler03].

Soit un entierb ≥ 2, appelébase de d́ecomposition. On noteΣb = {0, . . . , b − 1}
l’ensemble fini desbits etSb = {0, b − 1} l’ensemble desbits de signe. Un mot infini
σ = sa1 . . .ak ⋆ ak+1ak+2 . . . sur l’alphabetΣn

b ∪ {⋆} est ditb-correct si s ∈ Snb et
ai ∈ Σn

b pour touti ≥ 1. On appelleρb : Σn
b ∪ {⋆} −→ Rn le décodaged’un mot

b-correct. Un mot b-correct σ est alors appelé ladécomposition “bit de poids fort en
premier” du vecteur réelρb(σ) ∈ Rn :

ρb(σ) = bk

(

s

1− b
+
∑

i≥1

b−iai

)

Remarques : Notons que le symbole⋆ correspond simplement au séparateur décimal
habituel, tout comme une virgule (ou un point dans la norme anglo-saxonne). De plus,
le terme correct pour ce qu’on appelle ici un bit est en fait “digit” (chiffre, en anglais),
puisqu’on ne se restreint pas à une décomposition en base2 (bit = binary digit, en
anglais).

Définition 2.11. [BRW98] UnRVA en baseb est un automate de BüchiA sur l’alphabet
Σn
b ∪ {⋆} tel que le langageL(A) reconnu parA ne contient que des motsb-corrects.

L’ensembleJAK représenté parA est défini de la façon suivante :JAK = {ρb(σ) |
σ ∈ L(A)}. Un ensembleR ⊆ Rn est ditb-reconnaissables’il existe un RVAA en base
b tel queR = JAK.

4Les RVA ont été définis pour la première fois dans [BBR97], mais l’approche utilisée dans [BRW98]
correspond davantage à la nôtre.
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2.3. Applications de l’opérateur de décomposition

D’après [BRW98], la classe des ensemblesb-reconnaissables est caractérisée logi-
quement par FO(R,Z,+,≤, Xb), oùXb est un prédicat supplémentaire. Ce prédicatXb,
défini surR3, est tel queXb(x, u, a) est vrai si et seulement s’il existe une décomposition
“bit de poids fort en premier”σ = sa1 . . . ak ⋆ ak+1 . . . pourx et un entieri ∈ N tel
queai = a et u = bi. Intuitivement,Xb(x, u, a) est vrai si et seulement siu est une
puissance entière (positive ou négative) deb et s’il existe une décomposition dex dans
laquelle le bit en positionu

b
vauta.

Théorème 2.12.[BRW98] Un ensembleR ⊆ Rn estb-reconnaissable si et seulement
s’il est d́efinissable dans FO(R,Z,+,≤, Xb).

Afin de pouvoir décomposer FO(R,Z,+,≤, Xb) avec notre opérateur, on montre
que le prédicatXb peut s’exprimer au moyen de deux autres prédicatsVb etWb, définis
comme des fonctions de valuation :

– Vb : Z\{0} −→ Z est lafonction de valuation entièreintroduite dans [BHMV94]
et définie parVb(z) = bj , oùj ∈ N est le plus grand entier tel queb−jz ∈ Z.

– Wb : D\{0} −→ D est lafonction de valuation d́ecimaledéfinie parWb(d) = b−j ,
où j ∈ N est le plus petit5 entier tel quebjd 6∈ D.

Intuitivement, pour unz ∈ Z, Vb(z) se “place” sur le bit de poids faible (i.e. en
positionb0) et “remonte” le long des bits vers la gauche (i.e. se place enpositionbi en
faisant croı̂trei), en s’arrêtant sur le premier bit non-nul.

De manière tout à fait symétrique, pour und ∈ D,Wb(d) se place sur le bit “décimal”
de poids fort (i.e. en positionb−1) et descend le long des bits vers la droite (i.e. se place
en positionb−i en faisant croı̂trei), en s’arrêtant sur le premier bit non-nul.

En exprimantXb dans FO(R,Z,+,≤, Vb,Wb) et Vb,Wb dans FO(R,Z,+,≤, Xb),
on en déduit que FO(R,Z,+,≤, Xb) = FO(R,Z,+,≤, Vb,Wb). Voici les encodages
de ces prédicats ; notons que l’on peut multiplier une variable par la valeur de bita ∈
{0, 1, . . . , b− 1} puisque la baseb est connue et fixée.

Xb(x, u, a) ≡ ∃w ∈ D, ∃y ∈ Z, ∃z ∈ R, x = w + y + z + au ∧ z < u

∧

((

u ≥ 1 ∧ Vb(y) ≥ bu
)

∨
(

u < 1 ∧Wb(w) ≥ bu
))

L’idée de cet encodage deXb(x, u, a) est de remarquer que la décomposition du réel
x est la somme de deux réelsy etz tels que la décomposition dey n’a que des0 à droite

5Dans [BFL08],j est défini par erreur comme le plus petit entier avecWb(d) = bj et non pas avec
Wb(d) = b−j (dans ce cas il faudrait prendrej comme le plusgrandentier négatif).
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de la position indiquée paru, et symétriquement quez n’a que des0 à gauche de cette
position indiquée paru. Deux cas de figure se présentent alors : soit cette positionest
à gauche du séparateur⋆, donc on utilise la valuation entièreVb, soit elle est à droite,
et on utilise alors la valuation décimaleWb. On sépare alorsy de sa partie décimalew,
parce queVb n’est défini que surZ etWb n’est défini que surD.

Vb(x) = y ≡ ∃a ∈ R, Xb(x, y, a) ∧ a 6= 0 ∧ ∀z ∈ N
(

z < y =⇒ Xb(x, z, 0)
)

L’idée de cet encodage deVb(x) = y est simplement de considérer queVb(x) ne
fait que donner la valeury indiquant la position du bit non-nul le plus à droite dans la
décomposition de l’entierx. On indique alors que le bit à cette position est non-nul, et
que tous ceux qui sont à droite de cette position sont nuls.

Wb(x) = y ≡ ∃a ∈ R, Xb(x, y, a) ∧ a 6= 0 ∧ ∀z ∈ D
(

(bz < 1 ∧ z > y) =⇒ Xb(x, z, 0)
)

Similairement, l’idée de cet encodage deWb(x) = y est de considérer queWb(x) ne
fait que donner la valeury indiquant la position du bit non-nul le plus à gauche dans la
décomposition du décimalx. On indique alors que le bit à cette position est non-nul, et
que tous ceux qui sont à gauche de cette position et à droitede la virgule sont nuls.

À l’aide de ces trois encodages pourXb, Vb, Wb, et grâce à la proposition 2.6 et au
théorème 2.9, on obtient le théorème suivant :

Théorème 2.13.FO (R,Z,+,≤, Xb) = FO(Z,+,≤, Vb) ⊎ FO(D,+,≤,Wb)

De plus, il est clair que la logique FO(Z,+,≤, Vb) ⊎ FO(D,+,≤,Wb) étend la lo-
gique FO(Z,+,≤)⊎FO(D,+,≤). Cependant, même si le prédicatWb est crucial dans
la caractérisation logique des ensemblesb-reconnaissables, ce prédicat n’est pas utilisé
en pratique. En fait, pour pouvoir obtenir des algorithmes efficaces manipulant des auto-
mates de Büchi (notamment pour la minimisation et la déterminisation), on ne considère
que les ensemblesR ⊆ Rn pouvant être représentés parRVA faibles[BJW01]. On rap-
pelle qu’un automate de BüchiA est ditfaiblesi chacune de ses composantes fortement
connexesS satisfaitS ⊆ F ouS ∩ F = ∅, oùF est l’ensemble des états acceptants.

Malheureusement, la classe des ensemblesR ⊆ Rn représentables par RVA faibles
n’est pas caractérisée par une logique, puisqu’elle n’est pas stable par les opérations du
premier ordre, à cause de la projection (pour une explication détaillée, voir le Lemme
2 et le paragraphe qui le suit dans [BBL09]). Notons enfin que les RVA faibles sont
utilisés dans l’outil LIRA [BDEK07], dont les bancs d’essais montrent des temps de
calcul efficaces pour des ensembles définis dans la logique FO(R,Z,+,≤).
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Remarque : Les trois prédicatsXb, Vb, etWb ne donnent pas directement l’indicei
d’un bit, mais la puissancebi, bien que l’indice eût été généralement plus facile àma-
nipuler. La raison principale est que si l’on disposait de l’indice, on pourrait exprimer
les puissances, ce qui rendrait les logiques indécidables. Le paragraphe suivant prouve
cette affirmation.

Supposons que l’on définisseX ′
b parX ′

b(x, i, a) ≡ Xb(x, b
i, a) et V ′

b parV ′
b (x) =

i ≡ Vb(x) = bi. On a montré queVb est exprimable dans FO(R,Z,+,≤, Xb) avec un en-
codage fonctionnant également pour exprimerV ′

b dans FO(R,Z,+,≤, X ′
b), de manière

presque identique (il suffit de changerz < y enz > y, puisque l’on numérote les indices
dans le sens inverse des puissances deb). De plus, d’après [CP86], les prédicatsVb et
bx sont incomparables et rendent la logique FO(N,+,≤, V2, 2

x) indécidable (comme
on l’a rappelé dans la section 2.1.2). On obtient alors l’égalité FO(R,Z,+,≤, X ′

b) =
FO(R,Z,+,≤, X ′

b, V
′
b ). Or, de l’indécidabilité de la logique FO(N,+,≤, V2, 2

x), on
peut déduire que FO(N,+,≤, V ′

2) est indécidable (en utilisant l’encodage du deuxième
paragraphe de la page 5 de [CP86]), et donc la logique FO(R,Z,+,≤, X ′

b, V
′
b ) est elle

aussi indécidable. Suite à l’égalité précédente, FO(R,Z,+,≤, X ′
b) est donc indécidable.

Or la logique FO(R,Z,+,≤, Xb) a été montrée décidable dans [BRW98].
Par conséquent, les prédicatsXb et Vb (et similairement,Wb) ne peuvent pas être

définis pour donner les indicesi ; il doivent en effet donner directement la puissancebi,
à partir de laquelle on ne peut pas retrouveri (du moins, pas sans la multiplication, qui
mènerait de toute façon à l’indécidabilité).

Notons également que le prédicatPb(x), vrai si et seulement six est une puissance
de b, est moins expressif quebx. En effet, on peut le définir par l’encodage suivant :
Pb(x) ≡ ∃i ∈ Z (x = bi). Là encore, on manipule directement la puissance, mais on
ne connaı̂t pas l’exposanti, qui est quantifié existentiellement (voir la fin de la section
2.1.2 pour plus de détails sur ce prédicat).

2.4 Aux fronti ères de la d́ecidabilité

Dans cette section, on étudie deux nouvelles extensions dela logique additive mixte,
afin d’unifier ces logiques mixtes dans une seule logique les contenant toutes et restant
décidable. En effet, la logique additive mixte a été étudiée depuis une dizaine d’années,
notamment pour fournir des procédures de décision [Wei99, BRW98], pour caractériser
des modèles de systèmes [CJ99, XDISP03, BFSP09], pour la décomposer en fonction
d’autres logiques [BFL08], pour la caractériser géométriquement [FL08], ou encore,
pour être implémentée [BJW05, BDEK07, BH06].

On aimerait cependant étudier ce qui se situe entre cette logique et l’indécidabilité.
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On a vu que les CPDBM, par exemple, correspondent à une logique indécidable, mais
que la logique des RVA, FO(R,Z,+,≤, Xb), reste décidable [BRW98]. Or lorsque l’on
recherche des études de cas, on se rend compte que l’on aurait souvent besoin de la mul-
tiplication. Dans le cas du protocole BRP (Bounded Retransmission Protocol), on mul-
tiplie une variable (le délai de retransmission) par une borne paramétrée ; le paramètre
est un objet mathématique qui se situe “entre” les notions de constante et de variable, et
sa multiplication est possible dans la logique des CPDBM, permettant à l’outil TREX
[ABS01] de vérifier ce protocole dans [AAB00].

La multiplication, couplée avec les entiers et l’addition, donne une logique indécidable
(ce que l’on voudrait éviter). On envisage deux possibilités pour combiner autant que
possible la multiplication et les entiers, tout en restant dans une logique décidable. Une
première piste serait de considérer l’arithmétique réelle, et d’y ajouter un prédicat don-
nant une partie des entiers ; par exemple, si l’on se restreint aux puissances entières de2
(ou d’une baseb, plus généralement), on obtient la logique décidable FO(R,+,×,≤, Pb)
[vdD85, AY07] (voir la section précédente ainsi que la section 2.1.1). Une autre piste
serait de partir de la logique additive mixte, et d’y ajouterun fragment de la multipli-
cation, restreinte aux décimaux : c’est cette extension-là que l’on étudie dans la section
2.4.1.

2.4.1 PDM : Presburger avec multiplication d́ecimale

Cette section introduit une logique étendant la logique additive mixte avec la mul-
tiplication décimale. On a en effet une partie de la multiplication, ainsi que les entiers,
et on reste dans une logique décidable. La multiplication décimale peut avoir diverses
applications, comme par exemple dans les probabilités : onpeut en effet multiplier deux
variables comprises dans l’intervalle[0, 1[ , ce qui suffit pour la plupart des calculs de
probabilités. Cette logique peut alors avoir des application intéressantes, notamment
pour représenter des propriétés de vérification et des ensembles d’accessibilité pour des
modèles de systèmes probabilistes (processus de décisions markoviens, automates pro-
babilistes, etc.).

Un exemple de tel système est le suivant : deux joueursA etB s’affrontent dans un
jeu où, en partant de l’état de contrôle initial, il faut gagner deux manches successives
pour que la partie se termine. L’automate de la figure 2.2 représente un tel jeu, sur
lequel chaque transition est étiquetée parξt(α), où la fonctionξt : {A,B} −→ D donne
la probabilité que le joueurα ∈ {A,B} remporte la manche au tempst donné.

Une exécution acceptante d’un tel automate représente une partie, dans laquelle l’un
des deux joueurs a remporté deux manches successives (en partant de l’étatq1) ; notons
que chaque manchei est remportée à un certain tempsti. On peut donc calculer, par
exemple, la probabilité queA gagne, en jouant à deux instantst1, t2, en calculant le
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q1

q2

q3

q4

ξt(A)
ξt(B)

ξt(A)
ξt(B)

ξt(A)

ξt(B)

FIG. 2.2: Un automate modélisant un jeu probabiliste avec PDM

produitξt1(A)× ξt2(A). Autre exemple, un peu plus riche : on peut également calculer
la probabilité queB gagne la partie en 4 manches :

((

ξt1(A)× ξt2(B)
)

+
(

ξt1(B)× ξt2(A)
))

× ξt3(B)× ξt4(B)

Si l’on se place dans un cadre stochastique et réaliste, on ne devrait pas avoir de proba-
bilités qui atteigne 1 ; ces deux exemples de formules sont donc bien définissables dans
FO(D,+,×,≤).

On a montré dans le théorème 2.9 que FO(R,Z,+,≤) = FO(Z,+,≤)⊎FO(D,+,≤).
On définit ici une extension de cette logique avec la multiplication décimale, que l’on
appellePDM (pourPresburger with Decimal Multiplication) :

Définition 2.14. PDM est la logique d́efinie par FO(Z,+,≤) ⊎ FO (D,+,×,≤).

Soit la fonction×̃ : D2 −→ D telle que(r1 ×̃ r2 = r3) ≡ (r1×r2 = r3∧r1, r2, r3 ∈
D). En d’autres termes,̃× est la multiplication restreinte aux décimaux. On montre que
PDM est équivalente à la logique FO

(
R,Z,+, ×̃,≤

)
:

Proposition 2.15.FO
(
R,Z,+, ×̃,≤

)
= FO(Z,+,≤) ⊎ FO(D,+,×,≤) = PDM

Démonstration.On montre les deux inclusions.
“⊇” : Tout ensemble définissable dans la logique FO(Z,+,≤) ⊎ FO

(
D,+, ×̃,≤

)
est

également définissable dans FO
(
R,Z,+, ×̃,≤

)
de façon triviale. En particulier, les ap-

plications de× sont restreintes à des variables dansD, et correspondent donc à des
applications dẽ×.
“⊆” : Tout comme pour le théorème 2.9, on remarque que les ensemblesR et Z, la
fonction + : R2 −→ R, et le prédicat≤, sont définissables dans FO(Z,+,≤) ⊎
FO(D,+,×,≤) d’après les exemples 2.1, 2.2, 2.3, et 2.4. La fonction×̃ : D2 −→ D

est, par définition, exprimable dans FO(Z,+,≤) ⊎ FO(D,+,×,≤). De la stabilité par
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opérations du premier ordre, on obtient l’inclusion FO(R,Z,+,≤) ⊆ FO(Z,+,≤) ⊎
FO(D,+,×,≤).
On en déduit alors l’égalité.

Les diagrammes sur la figure 2.3 illustrent une caractérisation géométrique de l’ex-
pressivité de FO(R,Z,+,≤) et de PDM.

0 1 2 3
0

1

2

3 .. .

. . .

. . .

. . .
0 1 2 3

0

1

2

3 . . .

. . .

. . .

. . .

FO(R,Z,+,≤) FO
(
R,Z,+, ×̃,≤

)

FIG. 2.3: Caractérisation géométrique de FO(R,Z,+,≤) et PDM

On montre maintenant que PDM est une logique décidable. En effet, c’est la combi-
naison de la logique de Presburger FO(Z,+,≤), qui est décidable, et de l’arithmétique
décimale FO(D,+,×,≤), elle aussi décidable, puisqu’elle est un fragment de l’arith-
métique réelle (prouvée décidable par Tarski). Cette combinaison est effectuée par unions
finies de sommes de la forme FO(Z,+,≤) ⊎ FO(D,+,×,≤) ; par la stabilité par
opérations du premier ordre et en utilisant la proposition2.7, on obtient le résultat sui-
vant :

Proposition 2.16.La logique PDM est d́ecidable.

On s’intéresse alors à l’expressivité de cette logique.La seule logique mixte décidable
que nous avons vue jusqu’à présent, et qui contienne l’arithmétique linéaire, est la lo-
gique des RVA, notée FO(R,Z,+,≤, Xb). On montre que la logique des RVA est in-
comparable avec PDM :

Proposition 2.17.PDM et FO(R,Z,+,≤, Xb) sont incomparables.

Démonstration.Montrons queE1 = {2−n | n ∈ N \ {0}} (les puissances négatives de
2) n’est pas définissable dans PDM. Le RVA sur la figure 2.4 représenteE1 (i.e. son
langage est0 ⋆ 0∗10ω) : Supposons queE1 soit définissable dans PDM ; alorsE1 =
⋃

1≤i≤p(Di +Zi), oùDi ⊆ P(Dn) etZi ⊆ P(Zn) pour tout1 ≤ i ≤ p, avecp ∈ N. Par
définition,E1 ⊂ ]0, 1[ , et doncE1 ⊂ D. On a alorsE1 =

⋃

{i|Zi={0}}Di, ce qui signifie
queE1 est définissable dans FO(D,+,×,≤).

En utilisant la technique d’élimination de quantificateurs telle que détaillée dans la
preuve du théorème 3 dans [Rab77], on remarque que toute formule de l’arithmétique
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0 ⋆ 1

0 0

FIG. 2.4: Un RVA reconnaissant les puissances négatives de 2

réelle se décrit sous forme de disjonctions de conjonctions de polynômes.E1 est donc
de la forme∪(∩JP (x)#cK), où # ∈ {≤, <}, P (x) est un polynôme enx, c ∈ Z, et
l’union et l’intersection sont finies. Cela signifie queE1 est une union finie d’intervalles
Ii ; donc il existe un indicei0 tel queIi0 contient une infinité de points deE1. On a alors
Ii0 ∩E1 non-dénombrable, ce qui contredit la définition deE1 (i.e. comme un ensemble
dénombrable). On a donc un ensemble qui est définissable dans FO(R,Z,+,≤, X2) (et
donc dans FO(R,Z,+,≤, Xb) avecb > 1) mais pas dans FO

(
R,Z,+, ×̃,≤

)
.

Montrons à présent queE2 =
{√

2
2

}

= {x ∈ R+ | 2x
2 = 1} n’est pas définissable

dans FO(R,Z,+,≤, Xb). La formule suivante définitE2 et appartient à FO(D,+,×,≤),
et donc à PDM :(x× x) + (x× x) = 1. Supposons qu’il existe un RVAA représentant
E2 ; alorsA aurait la forme suivante, puisque c’est un automate de Büchi (les pointillés
représentent des suites de transitions) :

σ m

FIG. 2.5: Forme générale d’un RVA

La séquence de transitionsσ (contenant le symbole⋆) mènerait à un chemin infini
passant par un état acceptant. Ce chemin infini est un circuit, étiqueté par un motm,
qui peut donc être lu infiniment souvent. Les mots acceptéspar ce RVA sont donc de la
formeL(A) = σmω, dont le décodageJAK est donné parρb (que l’on noteρ puisqu’il
n’y a pas d’ambigüité). On en déduit l’égalité suivante :

ρ(σmω) = ρ(σ) + b−|σ|.ρ(m) + b−(|σ|+|m|).ρ(m) + b−(|σ|+|m|+|m|).ρ(m) + . . .

= ρ(σ) +
∞∑

i=0

b−(|σ|+i.|m|).ρ(m) (suite géométrique)

= ρ(σ) + b−|σ|.

(

1

1− 1
b|m|

)

.ρ(m)

On aurait doncJAK ∈ Q ; or, par définition deE2, on veutJAK =
{√

2
2

}

. On vient alors

de montrer qu’il existe un ensemble définissable dans PDM qui n’est pas représentable
par un RVA.
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On a donc deux logiques mixtes décidables et incomparables, dont l’expressivité
semble très près de l’indécidabilité ; existe-t-il unelogique décidable les contenant ? On
va voir que c’est le cas, dans la section suivante.

2.4.2 RDM : la logique des RVA avec multiplication d́ecimale

Dans cette section, on définit une logique mixte décidableplus expressive que toutes
les autres logiques mixtes étudiées ici. On appelle cettelogique RDM, pour “RVA with
Decimal Multiplication” : c’est en fait la combinaison de PDM avec la logique des
RVA. C’est une logique mixte qui permet donc de représenterdes nombres ultimement
périodiques, tout en disposant de la multiplication restreinte aux décimaux.

Quelques rappels :

– PDM est la logique FO
(
R,Z,+, ×̃,≤

)
= FO(Z,+,≤) ⊎ FO(D,+,×,≤),

avec×̃ : D2 −→ D telle quer1 ×̃ r2 = r3 ⇔ r1 × r2 = r3 ∧ r1, r2, r3 ∈ D.

– la logique des RVA est FO(R,Z,+,≤, Xb) = FO(Z,+,≤, Vb)⊎FO(D,+,≤,Wb).

On définit alors la logiqueRDM comme la logique contenant à la fois ces deux logiques
FO
(
R,Z,+, ×̃,≤

)
et FO(R,Z,+,≤, Xb) :

Définition 2.18. RDM est la logique FO
(
R,Z,+, ×̃,≤, Xb

)
.

On montre que RDM se décompose naturellement avec notre op´erateur :

Proposition 2.19.RDM= FO
(
R,Z,+, ×̃,≤, Xb

)
= FO (Z,+,≤, Vb)⊎FO (D,+,×,≤,Wb)

Démonstration.La preuve découle directement de la combinaison des preuves de la
proposition 2.15 et du théorème 2.13.

La logique RDM est décidable, puisqu’elle est la combinaison (par unions finies de
sommes) de deux logiques décidables, stables par opérations du premier ordre. La lo-
gique FO(Z,+,≤, Vb) est en effet décidable [BHMV94]. La logique FO(D,+,×,≤,Wb)
est elle aussi décidable, puisqu’elle est contenue dans lalogique décidable FO(R,+,×,≤, Pb)
[vdD85, AY07]6, vue dans la section 2.1.1. Cette inclusion se remarque ais´ement :
(x ∈ D) ≡ x ∈ R+ ∧ x < 1, les prédicats+, ×, et ≤ sont les mêmes (quoique
définis sur un sous-ensemble), etWb(x) = y est équivalent à la formulePb(y) ∧ x <
1 ∧ x ≥ y ∧ x < (b×y), qui appartient à FO(R,+,≤, Pb). D’après la proposition 2.7,
on vient alors de prouver la proposition suivante :

6Ces deux articles considèrent le prédicatP2 plutôt quePb, mais la généralisation se fait naturellement,
pour toutb ≥ 2.
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2.4. Aux frontières de la décidabilité

Proposition 2.20.La logique RDM est d́ecidable.

RDM est une logique mixte, alors que FO(R,+,×,≤, Pb) est une logique réelle
(avec quelques entiers). On pourrait croire que RDM contient toutes les logiques étudiées
dans cette thèse, y compris les logiques uniquement réelles ; mais ce n’est pas le cas,
puisque ces deux logiques sont incomparables, comme le montre la proposition sui-
vante.

Proposition 2.21.RDM et FO(R,+,×,≤, Pb) sont incomparables.

Démonstration.Le principe de la preuve est le même que pour la proposition 2.17. Soit
E3 = Z ; E3 est trivialement définissable dans RDM. En revanche,E3 ne peut pas être
défini dans FO(R,+,×,≤, Pb), car il rendrait cette logique indécidable.
Soit E4 = {(x, y, z) | x × y = z} ; E4 est définissable dans FO(R,+,×,≤, Pb).
Cependant, pour la même raison que précédemment, il ne peut pas être défini dans
RDM, sous peine de la rendre indécidable.

Remarque : Cette démonstration ne fait aucunement appel aux prédicatsXb et Pb :
elle utilise seulement le fait que les entiers et la multiplication ne peuvent être mélangés
dans une même logique décidable. On peut donc en conclure,de façon plus générale,
que chacune des logiques mixtes étudiées ici est incomparable avec les logiques réelles
contenant la multiplication.

On pourrait alors vouloir construire une logique mixte maximale, qui englobe RDM
et la logique réelle FO(R,+,×,≤, Pb) : cependant, ajouter la multiplication à RDM
la rendrait indécidable, etPb est déjà contenu dans RDM carPb(x) ≡ Xb(x, x, 1) ou
encore :

Pb(x) ≡
(

x ≥ 1 =⇒ Vb(x) = x
)

∧
(

x < 1 =⇒ Wb(x) = x
)

Dans l’autre sens, on ne peut pas ajouterXb à FO(R,+,×,≤, Pb), puisqu’elle de-
viendrait indécidable ;Xb permet en effet de donner tous les entiers, par l’encodage
du prédicatZ (vu dans la section 2.1.3) :

Z(x) ≡ ∀u ∈ R
(

u < 1 =⇒ Xb(x, u, 0)
)

On dispose alors de deux logiques qui semblent “maximales”,puisqu’elles deviennent
indécidables dès que l’on essaye de les combiner ; de plus,notons que la seule logique
mixte parmi les deux est RDM.

Ce chapitre fournit à présent tous les éléments pour donner la vue hiérarchique de
la figure 2.6 des quatre logiques mixtes étudiées ici. Notons que les logiques réelles
n’apparaissent pas, puisqu’elles sont incomparables (comme indiqué dans la remarque
ci-dessus).
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RDM : FO
(
R,Z,+, ×̃,≤, Xb

)

RVA : FO(R,Z,+,≤, Xb) PDM : FO
(
R,Z,+, ×̃,≤

)

( (

FO(R,Z,+,≤)

( (

FIG. 2.6: Classification de logiques mixtes décidables en fonction de leur expressivité
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Chapitre 3

Représentations symboliques et
impl émentation

Ce chapitre traite des différentes façons de représenter des ensembles de manièreef-
fective, c’est-à-dire d’une façon implémentable et utilisabledans un outil de vérification.
Plus précisément, afin de manipuler les logiques étudiées dans cette thèse, on utilise ce
que l’on appelle desreprésentations symboliques. Une représentation symbolique, ici,
est un moyen de décrire des ensembles de vecteurs numériques, en fournissant une al-
gorithmique pour construire et manipuler ces ensembles.

Plus précisément, on attend généralement d’une représentation symbolique que pour
toute paire d’ensemblesE1, E2 qu’elle peut décrire, les ensemblesE1 ∪ E2, E1 ∩ E2,
E1 \E2, ∃iE1, etπE1 soient calculables par un algorithme donnant le résultat dans cette
même représentation symbolique. De plus, une telle repr´esentation doit fournir un algo-
rithme décidant siE1 = E2 (ou mieux, siE1 ⊆ E2), ainsi qu’une représentation pour
l’ensemble vide et son dual (typiquement,N, Z, R, D, R+, etc.).

On cherche en général des représentations symboliques efficaces et complètes : on
veut en effet disposer du plus grand nombre d’opérations possibles sur les ensembles
représentés (union, intersection, différence, projection, etc.), que ces opérations soient
les plus rapides possibles, en obtenant le meilleur compromis envisageable entre l’ex-
pressivité de la représentation et sa taille par rapport `a la formule représentée.

Il existe diverses représentations symboliques implémentées et utilisées en vérifica-
tion, que l’on peut regrouper en trois grandes familles. La première est celle des au-
tomates binaires, étudiée dans la section 3.1. La deuxième famille de représentations
symboliques est celle des contraintes à deux variables représentées sous forme de ma-
trices, dont on donne quelques exemples dans la section 3.2.Le troisième type de
représentation symbolique, étudié dans la section 3.3,manipule directement des for-
mules définissant des polyèdes convexes. Enfin, on proposedans la section 3.4 une
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nouvelle représentation symbolique, publiée dans [BFL08], qui implémente l’opérateur
de décomposition défini dans le chapitre précédent.

3.1 Automates binaires

Dans cette section, on présente les automates binaires, qui sont un des moyens les
plus connus pour encoder des ensembles infinis de vecteurs numériques. Le principe de
base est simple, et remonte au moins à [Büc60] : on encode chaque nombre de l’en-
semble à représenter en un mot binaire, et on construit l’automate fini qui accepte uni-
quement ces mots binaires. Ceci permet d’encoder des entiers par des mots finis. Pour
représenter des réels, on utilise des automates de Büchiafin d’obtenir une précision infi-
nie pour les décimales (qui sont séparées de la partie entière par un symbole “marqueur”
spécifique, généralement “⋆”).

Notons que l’on appelle couramment cette représentation “automates binaires”, mais
qu’elle s’étend naturellement à tout encodage positionnel de nombres dans une base de
décompositionb ≥ 2, comme vu dans la section 2.3.3. Cependant, en pratique, on choi-
sit généralementb = 2.

On décrit ici les quatre types d’automates binaires utilisés en vérification, en indi-
quant dans quel outil ils sont implémentés. Pour plus de d´etails sur les trois premiers,
voir la thèse de Jérôme Leroux [Ler03]. Concernant les automates de LIRA (le quatrième
type décrit ici), voir [EK08].

3.1.1 NDD et LASH / M ONA

Les NDD (Number Decision Diagrams)[WB95] sont une version améliorée des
arbres de décision classiques (souvent appelés BDD, pourBinary Decision Diagrams),
dans laquelle les feuilles sont étiquetées par des nombres en baseb ≥ 2, et chaque
nœud peut avoir jusqu’àb fils ; chaque étage de l’arbre représente alors la valeur d’une
variable. Les NDD correspondent à la partie entière des RVA, située avant séparateur
décimal lorsque l’on parcourt l’automate ; il suffit donc d’un automate fini pour enco-
der des entiers, contrairement aux réels. Les NDD peuvent décrire exactement les en-
sembles définissables dans la logique FO(Z,+,≤, Vb) [BHMV94], et sont implémentés
dans l’outil LASH. Les NDD sont équivalents aux BDD multivariables de l’outil M ONA,
à quelques transitions près [Ler03].

L’outil L ASH (Liège Automata-based Symbolic Handler)[LAS] vise à manipuler
des ensembles infinis de réels (par RVA), d’entiers (par NDD), et de messages (pour les
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3.1. Automates binaires

canaux de communication, représentés par des QDD). Il fournit de plus un solveur pour
la logique de Presburger.

L’outil M ONA (MONAdic second-order logic)[Mon, HJJ+95], lui, est plutôt basé
sur des arbres pour les logiques du deuxième ordre avec un oudeux successeurs. Il sert
à construire des automates finis représentant des formules dans de telles logiques, afin
d’effectuer diverses opérations.

3.1.2 UBA et FAST

Les UBA (Unambiguous Binary Automata)[Ler03] sont des NDD dans lesquels
les transitions sont étiquetées par les symboles de l’alphabet{0, . . . , b}, et non pas
{0, . . . , b}n comme les NDD (pour une baseb ≥ 2). Pour lire la ième composante
d’un vecteur, on lit une suite den transitions dans un UBA, alors qu’une seule tran-
sition suffit, dans un NDD. Cette adaptation des NDD s’appelle lasérialisation, et per-
met d’éviter que la taille de l’alphabet soit multipliée par le nombre de variables. Ceci
permet de gagner en concision dans de nombreux cas, et donc d’améliorer les perfor-
mances pratiques de la représentation. En effet, bien que les UBA nécessitent plus de
transitions que les NDD, ils sont déterministes et complets, et en les minimisant, on ob-
tient une représentation généralement plus concise (cela provient également du fait que
l’alphabet étant exponentiellement plus petit pour les UBA, les transitions se factorisent
plus efficacement dans la minimisation). Les UBA sont implémentés dans l’outil FAST

[BFLP03, BFLP08].

L’outil FAST (Fast Acceleration of Symbolic Transition systems)[FASa] permet
d’analyser les systèmes à compteurs fonctionnels (voir la section 4.4). Il implémente
une technique d’accélération automatisée, qui calculedes ensembles d’accessibilité. Il
offre également la possibilité de vérifier des propriétés de sûreté.

Automates partaǵes. Dans [Cou04], Jean-Michel Couvreur a développé un moyen
d’implémenter les automates finis de manière très efficace : lesautomates partaǵes.
L’idée principale est de décomposer un automate en composantes fortement connexes,
et de partager celles-ci entre tous les automates. Les automates partagés bénéficient
d’une forme canonique, à l’instar des BDD. Le gain d’espacemémoire est important,
et les temps d’exécution des opérations classiques s’en trouvent améliorés. L’exemple
le plus convaincant est probablement celui du test d’égalité entre deux automates, qui
est alors effectué en temps constant (comparaison de pointeurs sur les composantes
fortement connexes).

Ces automates partagés sont implémentés dans SATAF (Shared Automata)[TAF],
et sont utilisés par l’outil PRESTAF, qui implémente le principe des automates binaires
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pour les ensembles définissables dansPresburger. L’outil PRESTAF est utilisé par la
version actuelle de FAST [FASb], qui a été intégrée à la plateforme modulaire GENEPI

(voir la section 3.4).

3.1.3 RVA et LASH

Les RVA (Real Vector Automata) sont décrits dans la section2.3.3. Ce sont des NDD
dans lesquels chaque mot est suivi du séparateur décimal puis d’un “NDD infini”, c’est-
à-dire un automate de Büchi binaire qui reconnaı̂t les décimales de chaque mot. Plus
précisément, on utilise en pratique des automates de Büchi faibles et déterministes, pour
leur efficacité (la complémentation d’un automate faibledéterministe se fait simple-
ment en inversant les conditions d’acceptation sur les composantes fortement connexes).
Cette représentation est implémentée dans l’outil LASH, mais elle est difficilement uti-
lisable en pratique du fait de la taille des automates qu’elle produit.

L’outil L ASH est décrit dans la section 3.1.1. Une des extensions prévues par l’au-
teur principal (Bernard Boigelot) est de permettre l’exploration de l’espace des configu-
rations d’automates temporisés ou hybrides (voir chapitre 5), en représentant ces confi-
gurations par des RVA. Ce projet semble cependant changer dedirection, du fait des
récents travaux sur l’accélération hybride et de leur implémentation dans le prototype
HAT (voir page 104), basé sur les RVA de LASH et sur les polyèdres de POLYL IB (voir
section 3.3).

3.1.4 “Don’t Care RVA” et L IRA

Afin de réduire la taille des RVA, l’idée des “don’t care words” (issue des BDD) a été
généralisée et retravaillée dans [EK06] ; cette idée consiste à ne plus se soucier du fait
que certains mots soient acceptés ou non par l’automate. Eneffet, pour la plupart des
nombres définissables dans FO(R,Z,+,≤, Xb), il existe deux RVA les représentant.
Par exemple, l’entier2 peut s’écrire comme les mots binaires réels infinis10 ⋆ 0ω et
1 ⋆ 1ω. L’idée principale de ces “Don’t Care RVA” est de négligertous les mots de la
forme{0, 1}+ ⋆ {0, 1}∗1ω, qui introduisent un double encodage pour certains nombres
à représenter.

Cette technique permet alors d’obtenir un RVA minimal et unique pour chaque en-
sembleR ⊂ Rn représentable, et ainsi de tester le vide en temps linéaire. Cependant, la
projection (ou quantification) d’une variable peut ne plus donner un RVA, et prend plus
de temps dans le cas des “Don’t Care RVA”. Toutefois, la projection est une opération
que l’on n’est pas nécessairement amené à utiliser en pratique. De manière générale,
cette amélioration des RVA permet d’obtenir des résultats intéressants tant en théorie
qu’en pratique, au niveau de la taille des automates et des temps d’exécution pour les
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opérations [BDEK07]. L’outil implémentant ces “Don’t Care RVA” s’appelle LIRA.

L’outil L IRA (Linear Integer/Real Arithmetic solver)[LIR] fournit un solveur pour
la logique additive mixte1 FO(R,Z,+,≤). Les benchmarks montrent une efficacité net-
tement supérieure à celle de LASH, OMEGA, et MONA, et sont disponibles à l’adresse
suivante :http://lira.gforge.avacs.org/toolpaper/#benchmarks.
Cependant, ces benchmarks montrent aussi que pour la logique de Presburger, l’outil
PRESTAF reste le plus efficace (grâce à la mise en mémoire cachedes composantes
fortement connexes d’automates partagés, ce qui évite deles calculer plusieurs fois).

Conclusion relative aux automates binaires

L’avantage principal des automates binaires est qu’ils offrent un pouvoir d’expres-
sion important ainsi que la stabilité par les opérations du premier ordre et booléennes.
Cependant, les automates binaires sont généralement assez lourds à manipuler en pra-
tique, notamment lors de leur construction à partir de contraintes linéaires [WB00].
Le cas particulier des automates de LIRA amoindrit considérablement ce problème, au
détriment de la stabilité par projection (ce qui est un sacrifice que l’on peut toutefois se
permettre dans de nombreux cas). Lorsque l’on se restreint aux entiers, cependant, les
automates partagés font de PRESTAF un outil très efficace.

3.2 Matrices de contraintes

Cette section présente les représentations symboliquesbasées sur les matrices à
différences bornées, qui permettent de représenter desensembles délimités par des
contraintes portant sur deux variables à la fois. Le principe de base, tel que décrit dans
la section 2.2.1, consiste à borner la différence entre deux variables. Cette borne peut
être une constante entière (dans le cas des DBM), ou un terme arithmétique défini dans
une logique donnée (comme pour les CPDBM), selon le principe décrit dans la section
2.3.1.

On présente d’abord le cas le plus simple (DBM), puis une extension (CPDBM).
Pour finir, on donne quelques exemples d’autres extensions des DBM.

3.2.1 DBM et UPPAAL

La version la plus simple des matrices de contraintes est appelée DBM(Difference
Bound Matrices)[BM83, Dil89], et est formellement définie dans la section 2.2.1. Le

1Du fait de la perte de stabilité par projection, les ensembles représentables par “Don’t Care RVA”
ne sont pas caractérisables par une logique ; les ensemblesdéfinissables dans FO(R, Z, +,≤) donnent
cependant une idée assez réaliste de ce que l’on peut exprimer dans LIRA.
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principe est le suivant : on cherche à représenter des ensembles de réels définis par des
conjonctions de contraintes de la formex1 − x2 ≺ c, où≺ ∈ {≤, <} et c est une
constante entière. Une DBM est donc une matrice bornant la différence entre chaque
couple de variables par une constante ; l’ensemble représenté par une DBM est donc
délimité par la conjonction des contraintes de la DBM. Plus précisément, une DBM
définit un polyèdre convexe ; on peut donc manipuler des unions de polyèdres convexes,
en utilisant plusieurs DBM.

Les DBM sont très efficaces, en pratique : les opérations d’union et d’intersection se
font très rapidement, et elles nécessitent assez peu de m´emoire. Cependant, les DBM ne
sont pas stables par complémentation. De plus, les DBM souffrent d’un manque d’ex-
pressivité ; si des unions de polyèdes convexes suffisent pour les automates temporisés,
ce n’est pas le cas pour des systèmes hybrides plus complexes ou des systèmes à comp-
teurs. L’implémentation la plus célèbre des DBM est certainement l’outil UPPAAL .

L’outil U PPAAL [Upp] est développé et maintenu conjointement dans les universités
d’Uppsala (Suède) etAalborg (Danemark), depuis une douzaine d’années. Cet outil est
un model-checker pour les automates temporisés (voir la section 5.2), constamment
amélioré et étendu avec de nouvelles fonctionnalités.Il a la particularité d’être très uti-
lisé (nombreuses études de cas à l’appui), et ce même dans le milieu industriel, ce qui
témoigne des performances de cet outil. Plusieurs outils basés sur UPPAAL ont été mis
en œuvre, notamment pour la modélisation et la vérification de systèmes temps-réel em-
barqués (TIMES) et d’automates probabilistes (PRO), pour l’ordonnancement (CORA),
le test temps-réel (TRON), les jeux temporisés (TIGA), etc. Toutes ces extensions, ainsi
qu’une panoplie de tutoriels, publications, et présentations sont disponibles sur le site
web [Upp].

3.2.2 CPDBM et TREX

Une extension des DBM connue est celle des CPDBM(Constrained Parametric
DBM) [AAB00], qui sont présentées formellement dans les sections 2.2.1 et 2.3.1.
L’idée est d’augmenter l’expressivité des DBM, en définissant les bornes de différences
non plus par des constantes entières, mais par des termes arithmétiques. Ces termes
arithmétiques sont définis dans l’arithmétique mixte, mais sans quantificateurs. Le pro-
blème principal des CPDBM est que cette logique, dans laquelle sont définies les bornes,
est indécidable (du fait de la présence combinée des entiers avec l’addition et la multi-
plication). Les CPDBM ont été définies pour être implémentées dans l’outil TREX.

L’outil TR EX (Tool for Reachability analysis of compleX systems)[TRe, ABS01]
est un outil pour analyser des systèmes de nature différente : systèmes à compteurs, au-
tomates temporisés paramétrés, automates avec canaux de communication non-fiables,
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ou une combinaison de ces trois modèles. TREX tente de générer l’ensemble des confi-
gurations accessibles dans un système, puis de vérifier des propriétés de sûreté (voire de
vivacité). Toutefois, étant donnée l’indécidabilit´e inhérente des CPDBM et des modèles
en question, l’analyse d’accessibilité ne termine pas nécessairement.

3.2.3 Autres extensions des DBM

Afin de clarifier l’expressivité des CPDBM, on les a paramétrées par la logiqueL
dans laquelle les bornes des matrices sont définies (voir lasection 2.3.1). Ainsi, on a
défini lesCP -DBML , qui sont des DBM dans lesquelles les termes arithmétiquest
(bornant les différences de la formex1 − x2 ≤ t) sont définis dans la logiqueL . On
a alors caractérisé les CPDBM de [ABS01] comme étant desCP -DBML où L est
l’arithmétique mixte sans quantificateurs. De plus, on a montré que pour le cas oùL
est la logique de Presburger, on peut caractériser les ensembles représentés par desCP -
DBML en utilisant notre opérateur de décomposition du chapitre précédent (voir la
proposition 2.8 page 48).

Il existe de nombreuses autres extensions des DBM. Par exemple, Péron et Halb-
wachs [PH07] ont ajouté aux contraintes classiques des DBM(x1 − x2 ≤ c) des
contraintes de la formex1 − x2 6= 0, afin d’obtenir des dDBM(disequalities DBM);
leur objectif était de différencier des alias de variables (i.e. des doublons) dans des pro-
grammes à vérifier.

Afin d’optimiser l’implémentation des DBM, les CDD(Clock Difference Diagrams)
[LWYP99] et les DDD(Difference Decision Diagrams)[MLAH99] ont été définis : les
DBM ont en effet un problème de redondance d’information, qui peut facilement être
traité en se basant sur les BDD.

Enfin, dans le but de généraliser les contraintes des DBM, Antoine Miné a défini
les octogones[Min01], dans lesquels les contraintes sont de la forme±x1 ± x2 ≤ c.
Il a poursuivi ce travail en définissant lesdomaines nuḿeriques abstraits[Min02], qui
manipulent des contraintes de la formex1 − x2 ∈ C où C est un domaine abstrait (voir
[Min02] pour plus de détails à ce sujet).

Conclusion relative aux matrices de contraintes

De manière générale, les matrices définissant des contraintes sur des couples de
variables partagent les mêmes avantages et inconvénients. Leur avantage principal est
l’efficacité pratique, qui permet une manipulation rapidedes ensembles représentés, en
occupant relativement peu d’espace mémoire. Cependant, l’expressivité de ces représen-
tations est souvent trop limitée pour l’utilisation que l’on aimerait en faire (i.e. la vérifi-
cation de systèmes infinis numériques temporisés). De plus, elles ne sont généralement
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pas stables par les opérations classiques (complémentation, projection, etc.). Cela dit,
ces représentations symboliques sont bien adaptées à l’utilisation pour laquelles elles
sont prévues, c’est-à-dire pour représenter les configurations d’automates temporisés
dans UPPAAL (DBM) et pour analyser les ensembles d’accessibilité dansles systèmes
de TREX (CPDBM).

3.3 Formules polýedriques

Cette section décrit brièvement la représentation d’ensembles de vecteurs numé-
riques qui semble la plus naturelle : les formules arithmétiques. Ces ensembles sont
alors décrits par des conjonctions de contraintes linéaires sur des vecteurs de variables
numériques, formant des polyèdres.

Il existe plusieurs implémentations suivant cette approche. Une des plus anciennes,
restreinte aux entiers, s’apelle OMEGA (The Omega Project : Frameworks and Algo-
rithms for the Analysis and Transformation of Scientific Programs)[OME, Pug91] ; elle
n’est plus maintenue depuis longtemps, et son efficacité a ´eté largement dépassée de-
puis.

Une autre implémentation, POLYL IB (PolyhedraLibrary) [POLb], manipule des
unions de polyèdres fermés, c’est-à-dire que les inégalités dans les contraintes ne doivent
pas être strictes. Ceci est une restriction trop forte pournous ; en effet, on ne pourrait
même pas représenter les décimaux, puisqu’ils sont ouverts sur 1.

Cependant, une autre bibliothèque de fonctions a été développée en surcouche à
POLYL IB : c’est la bibliothèque NEWPOLKA [POLa], qui permet aux polyèdres d’être
ouverts. Cependant, les polyèdres doivent être convexes; on peut toutefois manipuler
des unions de polyèdres convexes, ce qui augmente considérablement l’expressivité de
cette représentation.

Enfin, l’implémentation qui semble la plus efficace pour lesformules polyédriques
est PPL (Parma Polyhedra Library)[PPL]. Elle offre les mêmes fonctionnalités que
NEWPOLKA , à savoir la manipulation de polyèdres convexes (ouvertsou fermés) ; l’uti-
lisateur écrit et lit des formules (par exemple,x+ 2 ∗ y + 5 ∗ z <= 7), et les opérations
sont faites directement sur ces formules, en passant si besoin par des générateurs (i.e.
bases et périodes). Le site web de PPL propose des benchmarks montrant qu’elle est
plus rapide que NEWPOLKA ; les résultats de ces tests sont disponibles à l’adresse
http://www.cs.unipr.it/ppl/performance.

La complexité dans le pire des cas est exponentielle en fonction de la taille de la
formule et du nombre de variables, pour la plupart des opérations (union, intersec-
tion, projection, etc.). Cette limite bien connue pas les théoriciens contraint également
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les implémentations, aussi optimisées soient-elles. Enparticulier, puisque ces formules
définissent des unions de polyèdres convexes, elles supportent très mal la complémen-
tation (par laquelle elles ne sont pas stables).

Conclusion relative aux formules polýedriques

D’après notre expérience pratique, le principal avantage de cette représentation sym-
bolique est qu’il semble naturel de décrire des ensembles par des formules, qui sont la
représentation la plus concise (seulement quelques caractères alphanumériques) : de ce
fait, l’occupation de l’espace mémoire est réduite (par exemple par rapport à une struc-
ture de données manipulant un automate binaire). De plus, la modélisation se fait plus
facilement, pour un humain. Cependant, certaines opérations peuvent être fastidieuses à
calculer (notamment la complémentation). Leur expressivité est la même que celle des
DBM, qui peuvent parfois être plus rapides en pratique.

3.4 IDS et GENEPI

Dans cette section, on présente une implémentation de notre opérateur⊎ défini dans
le chapitre précédent. Cette manière de composer entiers et réels est conçue de façon à
correspondre au cadre de GENEPI. L’outil GENEPI [GEN] est une plateforme modulaire
destinée à supporter des solveurs basés sur la logique dePresburger ainsi que des model-
checkers. Le noyau central de GENEPI est un gestionnaire deplugins(i.e. de modules
additionnels), qui effectue les opérations classiques (opérations booléennes, quantifi-
cation, satisfiabilité, etc.) sur des ensembles de vecteurs. Ces ensembles sont encodés
comme les solutions de formules arithmétiques, et le gestionnaire central les manipule à
un niveau d’abstraction générique ; le véritable calculdes opérations est ensuite effectué
par un plugin approprié.

Différentes implémentations existent donc pour chaque opération, dépendant de
la représentation symbolique utilisée par le plugin en question. Un plugin est en fait
une surcouche à un outil existant, le rendant compatible avec le niveau d’abstraction
générique manipulé par le gestionnaire de plugins. Actuellement, GENEPI possède des
plugins pour les outils PRESTAF, L IRA, LASH, MONA, OMEGA, et PPL. Nous avons
programmé un prototype pour notre décomposition, appel´e IDS (pour “Integer-Decimal
Sums”). Comme expliqué dans la section 2.2.2, les ensembles que l’on peut représenter
sont des unions finies de sommes “entiers+décimaux”. On pr´esente ici les IDS, qui uti-
lisent deux autres représentations symboliques : un plugin pour les entiers, et un autre
pour les décimaux.

En utilisant les IDS, on peut alors combiner n’importe quelle paire de plugins :
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celle qui nous a semblé la plus efficace2 jusqu’alors est d’utiliser PRESTAF sur les en-
tiers et PPL sur les décimaux. Pour des ensembles dont la construction fait appel à des
complémentations, il s’avère plus efficace d’utiliser leplugin LIRA sur les décimaux,
du fait de la complexité de la complémentation dans PPL. On peut également essayer
d’autres combinaisons : par exemple, on peut essayer de combiner deux instances du
plugin LASH, l’une sur les entiers et l’autre sur les décimaux. Cette combinaison per-
mettrait de voir si, en pratique, notre décomposition améliore les performances des RVA
par rapport à leur outil dédié.

Afin d’implémenter notre décomposition, on a besoin d’un moyen unique de repré-
senter des ensembles, principalement pour éviter les doublons ; en effet, un même point
(ou ensemble) pourrait être contenu plusieurs fois dans une formule, ce qui génèrerait
la construction d’une représentation inutilement grande. Dans le reste de cette sec-
tion, on présente le cadre théorique, nécessaire à l’unicité de la représentation, qui est
implémenté dans les IDS.

SoientZ ⊆ P(Zn) etD ⊆ P(Dn). Remarquons que siR = (Z +D1) ∪ (Z +D2),
alorsR = Z + D avecD = D1 ∪ D2 ; sans perdre en généralité, on supposera queD

est toujours clos par union. On remarque alors queR ⊆ Rn peut être représenté par une
fonction partiellefR :

fR : Z −→ D

Zi 7−→ Di

On définit l’interprétation de cette fonction commeJfRK =

p
⋃

i=1

(

Zi + fR(Zi)
)

, ce qui

correspond à l’écriture naturelle deR introduite dans la section 2.2.2. Notons que cette
représentationfR n’est pas unique.

Pour des raisons techniques3, on étendfR à la fonction totalefR telle quefR(Z) = ∅
si Z /∈ dom(fR) et fR(Z) = fR(Z) sinon. De plus, on définit le support defR comme
supp(fR) = {Z | fR(Z) 6= ∅}. Par la suite, on utilisera la notationfR au lieu defR,
sans ambiguı̈té.

On est donc capable de représenter l’ensembleR avec une fonction, que l’on sou-
haite alors manipuler : c’est pourquoi on veut identifierfR à JfRK. Pour ce faire, cette

2Nous avons effectué des tests comparatifs sur la taille desstructures de données et les temps
d’exécution pour la construction d’ensembles définis pardes conjonctions de contraintes linéaires (de
1 à 7 contraintes sur 1 à 5 variables).

3En pratique, on veut éviter de manipuler des ensembles qui ne sont pas définis ; ils correspondent
naturellement à l’ensemble vide, ce par quoi on les représente donc.
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interprétation doit être une fonction injective ; mais cen’est pas le cas, en général. En
effet, en utilisant les définitions précédentes, on pourrait avoir plusieurs écritures pour
JfRK. Cependant, si les images parfR sont disjointes, alors l’interprétationJfRK est une
fonction injective. Enfin, pour des raisons d’effectivité, on ne considère que des fonc-
tions dont le support est fini.

Le reste de cette section est entièrement consacré à la formalisation du raisonnement
développé dans le paragraphe précédent.

SoitFZ→D = {f : Z −→ D | supp(f) est fini}.

Définition 3.1. La fonction d’interprétationJ.K associèa toutf ∈ FZ→D un ensemble

de vecteurs ŕeels d́efini parJfK =
⋃

Z∈supp(f)

(

Z + f(Z)
)

.

Remarquons que puisquesupp(f) est fini,FZ→D ne suffit pas à représenter tous
les ensembles de vecteurs réels, comme le montre le contre-exemple page 46. On se
restreint alors aux fonctions suivantes :

Définition 3.2. Un IDF (Integer-Decimal Function)est une fonctionf ∈ FZ→D telle
que

⋃

Z f(Z) = Dn et Z 6= Z ′ =⇒ f(Z) ∩ f(Z ′) = ∅. On noteIDFZ→D =
{f ∈ FZ→D | f est un IDF} pour d́ecrire tous les IDF. On utiliseráegalement la nota-
tion JIDFZ→DK = {JfK | f ∈ IDFZ→D}.

Les ensembles des exemples 2.1, 2.2, 2.3, et 2.4 sont représentés par les IDF sui-
vants :

Exemple 3.3.L’ensemble vide∅ est repŕesent́e par l’IDF f⊥ défini parf⊥(Z) = ∅ pour
toutZ 6= ∅ et parf⊥(∅) = Dn. L’ensembleRn est repŕesent́e par l’IDF f⊤ (parfois not́e
fRn) défini parf⊤(Zn) = Dn et f⊤(Z) = ∅ sinon. L’ensembleZn est repŕesent́e par
l’IDF fZn défini parfZn(Zn) = {0} etfZn(Z) = ∅ sinon.

Exemple 3.4.L’ensembleR= = {r ∈ R2 | r1 = r2} est repŕesent́e par l’IDF f= défini
par f=(Z=) = D=, f=(∅) = D2 \D= etf=(Z) = ∅ sinon, òu :

Z= = {z ∈ Z2 | z1 = z2} D= = {d ∈ D2 | d1 = d2}

Exemple 3.5.L’ensembleR≤ = {r ∈ R2 | r1 ≤ r2} est repŕesent́e par l’IDF f≤ défini
par f≤(Z<) = D>, f≤(Z≤) = D≤ etf≤(Z) = ∅ sinon, òu :

Z< = {z ∈ Z2 | z1 < z2} D> = {d ∈ D2 | d1 > d2}

Z≤ = {z ∈ Z2 | z1 ≤ z2} D≤ = {d ∈ D2 | d1 ≤ d2}
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Exemple 3.6.L’ensembleR+ = {r ∈ R3 | r1 + r2 = r3} est repŕesent́e par l’IDF f+

défini parf+(Z0) = D0, f+(Z1) = D1, f+(∅) = D3 \ (D1 ∪ D2) et f+(Z) = ∅ sinon,
où (intuitivement,c ∈ {0, 1} est la retenue) :

Zc = {z ∈ Z3 | z1 + z2 + c = z3}

Dc = {d ∈ D3 | d1 + d2 = d3 + c}

On remarque que tout ensemble dansJIDFZn→Dn
K est dansZn ⊎ Dn. L’inclusion

inverse est obtenue en prouvant la proposition suivante :

Proposition 3.7(Clôture par l’union). SoitR ∈ JIDFZn−→Dn
K. Alors, pour toutZ ∈ Zn

etD ∈ Dn, on aégalementR ∪ (Z +D) ∈ JIDFZn→Dn
K.

Démonstration.Considérons un IDFf : Zn −→ Dn tel queJfK = R, et deux en-
semblesZ ∈ Zn etD ∈ Dn. On doit alors prouver qu’il existe un IDFf ′ : Zn −→ Dn

tel queJf ′K = R′ avecR′ = R ∪ (Z +D). On considère la fonction suivante :

f ′ : Zn −→ Dn

Z ′ −→
(

f(Z ′) \D
) ⋃

Z′′|Z′′∪Z=Z′

(

f(Z ′′) ∩D
)

On va donc prouver quef ′ est un IDF tel queJf ′K = R′. Commençons par montrer que
f ′ est un IDF.

Tout d’abord, remarquons que
⋃

Z′ f ′(Z ′) = Dn. Ensuite, soientZ ′
1, Z

′
2 ∈ Zn tels

quef ′(Z ′
1)∩ f

′(Z ′
2) 6= ∅ ; soit on a(f(Z ′

1) \D)∩ (f(Z ′
2) \D) 6= ∅, soit il existeZ ′′

1 , Z
′′
2

tels queZ ′′
1 ∪ Z = Z ′

1 etZ ′′
2 ∪ Z = Z ′

2 et (f(Z ′′
1 ) ∩D) ∩ (f(Z ′′

2 ) ∩D) 6= ∅, puisque les
autres cas sont impossibles.

Cependant,(f(Z ′
1) \ D) ∩ (f(Z ′

2) \ D) 6= ∅ implique quef(Z ′
1) ∩ f(Z ′

2) 6= ∅, et
puisquef est un IDF, on obtientZ ′

1 = Z ′
2. De plus,(f(Z ′′

1 ) ∩ D) ∩ (f(Z ′′
2 ) ∩ D) 6= ∅

implique queZ ′′
1 = Z ′′

2 , et en particulier queZ ′
1 = Z ′

2. On a alors prouvé quef ′ est un
IDF.
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Enfin, l’égalitéJf ′K = R′ provient de l’écriture suivante :

Jf ′K =
⋃

Z′

(Z ′ + f ′(Z ′))

=
⋃

Z′

(

(Z ′ + (f(Z ′) \D))

⋃

Z′′|Z′′∪Z=Z′

(Z ′ + (f(Z ′′) ∩D))
)

=
⋃

Z′

(Z ′ + (f(Z ′) \D))
⋃

Z′′

((Z ′′ ∪ Z) + (f(Z ′′) ∩D))

=
⋃

Z′′

(Z ′′ + ((f(Z ′′) \D) ∪ (f(Z ′′) ∩D)))

∪ (Z +D ∩ (
⋃

Z′′

f(Z ′′)))

= JfK ∪ (Z +D)

On vient alors de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.8. Zn ⊎Dn = JIDFZn→Dn
K

Prouvons que cette représentation est unique pour tout ensemble représenté :

Proposition 3.9. Pour tousf1, f2 ∈ IDFZ→D, Jf1K = Jf2K =⇒ f1 = f2 .

Démonstration.ConsidéronsZ1 ⊆ Zn et prouvons quef1(Z1) ⊆ f2(Z1). Naturelle-
ment, on peut supposer quef1(Z1) 6= ∅ (sinon, l’inclusion est immédiate). Dans ce cas,
il existe un vecteurd ∈ f1(Z1). Puisque(f2(Z))Z forme une partition deDn, il existe
Z2 tel qued ∈ f2(Z2).

Prouvons queZ1 ⊆ Z2. On peut supposer queZ1 6= ∅. Soitz1 ∈ Z1 et remarquons
quer1 = z1 + d ∈ Jf1K, et que deJf1K = Jf2K, on déduitr1 ∈ Jf2K. Ainsi, il existeZ ′

2

tel quer1 ∈ Z
′
2 + f2(Z

′
2). PuisqueZ ′

2 ⊆ Zn etf2(Z
′
2) ⊆ Dn, on en déduit quez1 ∈ Z

′
2

etd ∈ f2(Z
′
2). Comme(f2(Z))Z forme une partition deDn etd ∈ f2(Z2) ∩ f2(Z

′
2), on

en déduitZ2 = Z ′
2. En particulier,z1 ∈ Z2, et on a montré queZ1 ⊆ Z2.

L’autre inclusionZ2 ⊆ Z1 est obtenue de manière symétrique. On a alors prouvé
queZ1 = Z2. Ainsi, f1(Z1) ⊆ f2(Z1) pour toutZ1. Par symétrie, on en déduit que
f1(Z) = f2(Z) pour toutZ, et donc quef1 = f2.

Notons qu’en pratique, cette unicité dépend de la représentation symbolique des
ensembles dansZ et D. En effet, si l’une de ces représentations n’est pas unique, alors
on ne peut pas garantir qu’unIDFZ→D sera unique.
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Conclusion relative aux IDS et à GENEPI

Un des avantages des IDS est qu’ils permettent d’effectuer des opérations que l’on
ne sait pas faire sur certaines logiques. Par exemple, il n’ya actuellement aucun al-
gorithme pour calculer directement l’enveloppe convexe d’un ensemble défini dans
FO(R,Z,+,≤) ; mais grâce à notre décomposition, le problème se réduit au calcul
de l’enveloppe convexe d’ensembles définissables dans la logique de Presburger (par
automates [BHMV94] ou ensembles semi-linéaires [GS66]),et de l’enveloppe convexe
d’ensembles dans FO(D,+,≤) (par unions finies d’ensembles convexes, en utilisant
Fourier-Motzkin [Fou26, Mot51]). On peut étendre ce raisonnement à d’autres représen-
tations symboliques, ainsi qu’à d’autres opérations, telles que la clôture par le haut (ou
par le bas).

On pourrait s’attendre à un coût exagéré dû à l’utilisation simultanée de deux repré-
sentations symboliques, chacune avec son outil dédié. Eneffet, il y a toujours un temps
d’exécution et une utilisation de l’espace mémoire minimaux, requis par tout logi-
ciel, notamment pour son démarrage, son initialisation, et la construction des structures
de données. Néanmoins, le cadre modulaire de GENEPI réduit ce besoin additionnel
de ressources. De plus, en utilisant PRESTAF sur les entiers, on bénéficie des avan-
tages considérables des automates partagés (forte réduction de l’utilisation de l’espace
mémoire et tests d’égalité d’ensembles effectué en temps constant).

Globalement, cette séparation des entiers et des réels vise à accélérer le processus
de développement d’autres logiciels, grâce à la facilité de réutilisation des plugins exis-
tants. On peut en effet tester la combinaison de n’importe quelle paire de plugins, du
moment que l’un couvre les entiers et que l’autre manipule des réels (que l’on réduit
trivialement à des décimaux). Ainsi, lorsque l’on souhaite implémenter de nouvelles
représentations symboliques, on peut les tester directement dans GENEPI ; par exemple,
une nouvelle représentation portant uniquement sur les r´eels pourra immédiatement être
étendue avec les entiers, en la couplant à PRESTAF (ou à tout autre plugin gérant les
entiers). L’autre sens (étendre un nouveau plugin entier avec des réels) est évidemment
possible, de manière tout à fait symétrique.

L’outil G ENEPI a récemment été intégré dans un environnement logiciel plus vaste,
lui offrant de nouvelles fonctionnalités très agréables [LP09]. Cet environnement s’ap-
pelle TAPAS (Talence Presburger Arithmetic Suite) [TaP], et permetà l’utilisateur de
GENEPI de manipuler directement des formules arithmétiques. En effet, un humain
comprend généralement beaucoup plus vite un ensemble décrit par une formule que
par un automate ; de même, pour fournir des jeux de données,il est généralement plus
agréable et rapide d’exprimer les ensembles à représenter directement par des formules.
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On a proposé une décomposition de cinq classes d’ensembles de vecteurs réels en
unions finies de sommes d’entiers et de décimaux, ce qui a permis de caractériser ces
classes. Cette décomposition nous a amené à définir deuxnouvelles logiques (parmi
les cinq), plus proches de la frontière de la décidabilit´e, en obtenant ainsi une lo-
gique mixte “maximale” (i.e. contenant les autres) qui reste cependant décidable. Cette
décomposition peut encore nous amener à explorer d’autres sous-classes de l’arithmé-
tique mixte, en facilitant certaines preuves d’équivalence et de décidabilité.

L’intérêt de manipuler des logiques mixtes les plus expressives possibles est de pou-
voir représenter les configurations de systèmes dont les variables peuvent être entières et
réelles. Pour ce faire, on donne un début d’implémentation avec les IDS, qui bénéficient
du cadre de GENEPI et TAPAS.





Deuxième partie

Modèles de syst̀emes nuḿeriques
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Modèles de syst̀emes nuḿeriques : introduction

Cette deuxième partie est consacrée à l’étude de modèles de systèmes, en vue de
leur vérification. On présente divers modèles, en les classant selon leur type de variables
(compteurs ou horloges, entier ou réel, etc.) et selon la logique définissant la façon dont
sont manipulées ces variables. On s’intéresse également aux problèmes d’accessibilité
dans ces modèles, et on donne des résultats, nécessitantparfois de se restreindre à des
sous-classes de systèmes.

Le chapitre 4 présente les systèmes à compteurs, à variables entières, ou parfois,
réelles. Le chapitre 5 fait un tour d’horizon des systèmestemporisés, et propose dans
la section 5.4 un modèle de systèmes à compteurs temporisés, combinant compteurs
entiers et horloges réelles. Enfin, le chapitre 6 est consacré à un modèle peu commun,
dans lequel les compteurs peuvent être modifiés d’une valeur réelle choisie de façon
non-déterministe à chaque franchissement de transition.





Chapitre 4

Syst̀emesà compteurs

SoitX un ensemble den variables, appeléescompteursdans ce chapitre. Dans cette
thèse, on étudie différentes classes de systèmes à compteurs, la plupart se basant sur
la définition 4.1. Chacun de ces systèmes utilise un alphabet fini d’instructions opérant
sur les compteurs, défini parL . La façon dont cet alphabet d’étiquetage est défini ca-
ractérise précisément les classes de systèmes à compteurs.

Prenons tout d’abord un modèle de système à compteurs tr`es général, sans spécifier
sa sémantique (dans un premier temps) :

Définition 4.1. Un L -Système à Compteurs(ou, plus souvent, Systèmeà Compteurs)
est un couple〈Q, T 〉 tel queQ est un ensemble fini d’états de contr̂ole, etT ⊆ Q×L×Q
est un ensemble fini de transitions.

Un L -Système à Compteurs est donc unL -système (définition 1.7) dans lequel
les variables sont appelées “compteurs”. Les principalesdifférences avec d’autres types
de systèmes (par exemple, temporisés) se situeront au niveau deL , mais aussi dans la
sémantique.

Les deux sections suivantes présentent les premiers modèles en deux grands cou-
rants : d’abord, l’approche “machines à compteurs” (section 4.1), puis l’approche “ré-
seaux de Petri” (section 4.2). Ensuite, la section 4.3 montre un modèle de systèmes à
compteurs relationnels, puis la section 4.4 détaille un modèle de systèmes à compteurs
fonctionnels. Enfin, la section 4.5 étudie des systèmes mixtes, comportant à la fois des
compteurs entiers et des compteurs réels.



Chapitre 4. Systèmes à compteurs

4.1 Des machines de Minsky aux machines̀a compteurs
reversal-bornées

De Marvin Minsky en 1960 à Oscar H. Ibarra en 1978, les bases de ce qu’on ap-
pelle les machines à compteurs on été posées, principalement dans [Min61, Min67,
Iba78]. Historiquement, le premier modèle est celui de la Machine de Minsky ; c’est
généralement le plus élémentaire que l’on considère,et probablement le plus connu.

Une machine de Minsky possède un ensemble fini d’états de contrôle, et passe de
l’un à l’autre en exécutant des instructions. Plus préciment, c’est un Système à Comp-
teurs dans lequel les formules deL sont de la forme(x′ = x + 1), (x′ = x = 0),
(x > 0∧ x′ = x− 1), ou true. Généralement, on considère qu’une machine de Minsky
n’a que deux compteurs : c’est le plus petit modèle ayant la puissance d’une machine
de Turing, et donc le problème d’accessibilité y est indécidable. En effet, si l’on enlève
la possibilité de tester si l’un des deux compteurs vaut 0, alors ce problème devient
décidable (et a fortiori, s’il n’y a qu’un seul compteur aussi). Du fait de la simplicité
de ce modèle, la plupart des preuves d’indécidabilité d’autres modèles sont faites en
exhibant une simulation d’une machine de Minsky.

Afin de faciliter la modélisation et de généraliser les machines de Minsky, les ma-
chines à compteurs ont été définies. En effet, une machine à compteurs peut incrémenter
ou décrémenter d’une valeur entière donnée (pas seulement 1), tout en posant des condi-
tions sur le franchissement des transitions. Ces conditions, appeléesgardes, permettent
de tester si la valeur d’un compteur est au moins égale, ou tout simplement égale, à
une constante entière donnée. Les incréments et décréments, quant à eux, peuvent être
vus géométriquement comme une translation du vecteur desvaluations de compteurs.
Ainsi, les transitions d’une machine à compteurs sont appelées destranslations gard́ees,
et sont définies comme suit :

Définition 4.2. Une translation gardéeest une fonctiont : Nn −→ Nn telle qu’il existe
≻∈ {=,≥}n, µ ∈ Nn, et γ ∈ Zn avecµ + γ ≥ 0 et dom(t) = {v ∈ Nn | v ≻ µ},
de sorte quet(v) = v′, où v et v′ sont les valeurs des compteurs avant et après la
translation gard́ee.

Définition 4.3. Unemachine à compteursest unL -Syst̀emeà Compteurs pour lequel
L est un ensemble de translations gardées.

Intuitivement, pour une transition d’une machine à compteurs,µ est la condition de
la garde, etγ est la “longueur” de la translation (d’un point de vue géom´etrique). On
note parfois une translation gardée par ses trois vecteurscaractéristiques, c’est-à-dire
(≻, µ, γ).
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Il est à noter qu’une translation gardée est bel et bien unerelation binaire corres-
pondant à la définition d’unL -Système à Compteurs. En effet, pour une translation
t : Nn −→ Nn et deux valuations de compteursv etv′, on a(v,v′) ∈ t si et seulement
si v ∈ dom(t) et v′ = t(v). On peut donc écrire une translation gardée(≻, µ, γ) sous
forme d’une contrainte

∧

i∈[1..n](µi ≻i vi ∧ v′i = vi + γi).

Ce modèle de machines à compteurs (définition 4.3) est en fait équivalent à celui
des machines de Minsky, et possède donc lui aussi la puissance des machines de Tu-
ring. Cependant, Ibarra a introduit dans [Iba78] une restriction sur le comportement des
machines à compteurs, rendant ainsi ce modèle décidable. Cette restriction est appelée
“reversal-boundedness” en anglais, et majore le nombre d’alternances entre les phases
croissantes et décroissantes des valeurs de chaque compteur. On appelera parfois de
telles alternances des “renversements” (pour “reversal”,en anglais).

SoitM une machine à compteurs, initialisée par une configuration donnéec0 ∈
Q× Nn. On dit queM estr-reversal-borńee, avecr ∈ N, si dans toutes les exécutions
deM démarrant dans la configuration initiales0, chaque valuation de compteur al-
terne au plusr fois entre une suite non-décroissante et une suite non-croissante. Cette
contrainte peut être vérifiée dans le système de transitions deM, pourvu que l’on étende
sa notion de configuration, en y ajoutant le mode (croissant ou non) et le nombre d’al-
ternances.

Dans [FS08], la notion de compteurk-reversal-borné est étendue à celle dek-reversal-
b-borné, en spécifiant que la contrainte ne s’applique que lorsque les valuations de
compteurs sont supérieures à une borneb donnée. La définition originelle correspond
donc au casb = 0. Cette extension définit en fait une classe de Systèmes à Compteurs
dont l’ensemble des configurations accessibles est effectivement définissable dans la lo-
gique de Presburger, ce qui donne une caractérisation plusclaire et une hiérarchie mieux
définie. Pour plus de détails à ce sujet (encodages, définitions formelles, propriétés, clas-
sification de Systèmes à Compteurs, etc.), voir la thèse d’Arnaud Sangnier [San08].

L’avantage principal des machines à compteurs reversal-bornées est qu’elles consti-
tuent une sous-classe décidable et assez large. On verra par la suite que d’autres classes
de Systèmes à Compteurs, indécidables dans le cas général, deviennent décidables lors-
qu’on les contraint à être reversal-bornées.

4.2 Réseaux de Petri et VASS

En 1962, dans sa thèse de doctorat [Pet62], Carl Adam Petri adéfini ce que l’on
appelle aujourd’hui les réseaux de Petri. Les réseaux de Petri constituent un forma-
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lisme des plus utilisés pour la modélisation de systèmes, et ce dans de nombreux do-
maines, que ce soit au niveau de la recherche théorique ou des applications industrielles.
Au départ défini comme un moyen de gérer l’aspect concurrent des communications
entre systèmes, un réseau de Petri peut également être considéré comme un système
à compteurs. En effet, un autre nom pour les réseaux de Petri est P/T nets (réseaux
Places/Transitions) : ils ressemblent à des automates, qui relient des places au moyen
de transitions, tout en ayant une information quantitativeen plus d’un flot de contrôle (à
l’instar d’un système à compteurs).

Il y a trois différences principales entre les réseaux de Petri et les systèmes à comp-
teurs.

Premièrement, en considérant les systèmes comme des graphes, les “transitions”1

d’un réseau de Petri ne sont pas les arcs du graphe, mais un type de sommet : un réseau
de Petri est en effet un graphe biparti, dont les sommets sontpartitionnés en un en-
semble de places et un ensemble de “transitions”. L’information circule sous la forme
de jetons (analogiquement à des compteurs), qui sont stockés dans les places et qui
sont nécessaires au franchissement des “transitions”. Les arcs du graphe relient donc les
places et les transitions entre elles.

Deuxièmement, les arcs ne sont pas étiquetés comme c’estle cas dans les systèmes à
compteurs. Ce sont en fait les “transitions” du réseau de Petri qui se comportent implici-
tement comme des gardes, en testant si le nombre de jetons dans les places précédentes
est supérieur ou égal à une constante donnée, et comme des opérations, en soustrayant
un certain nombre de jetons aux places précédentes et en l’additionnant aux places sui-
vantes.

Troisièmement, lors d’une exécution, un réseau de Petrine se trouve pas dans une
place en particulier ; en effet, on peut décider de franchirn’importe quelle “transition”
activable dans tout le réseau, pas seulement depuis une place donnée. Une place n’est
donc pas tout à fait un état de contrôle.

Voici la définition formelle d’un réseau de Petri :

Définition 4.4. Un réseau de Petriest un quadrupletR = 〈P, T,W−,W+〉 dans lequel :
– P est un ensemble fini de places
– T est un ensemble fini de “transitions” tel queP ∩ T = ∅
– W− : T −→ N|P | est l’application d’incidence arrìere
– W+ : T −→ N|P | est l’application d’incidence avant

Dans chaque place et à tout moment, il y a un nombre positif ounul de jetons ; un
marquagedu réseau est un vecteur d’entiers indiquant le nombre de jetons présents dans

1Le mot “transition” pour les réseaux de Petri est mis entre guillemets, puisqu’il ne désigne pas la
même chose qu’une transition dans un automate fini, contrairement aux autres systèmes vus dans cette
thèse.
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chaque place.

Le comportement d’un réseau de PetriR peut être décrit par un système de transi-
tionsTS(R) = 〈N|P |, T,→〉 défini comme suit :

– N|P | est l’ensemble des marquages
– T est un alphabet d’étiquetage (correspondant aux noms des “transitions” deR)
– →⊆ N|P |×T×N|P | est une relation telle que pour toutM,M ′ ∈ N|P | et pour tout
t ∈ T ,M

t
→M ′ si et seulement siM ≥W−(t) etM ′ = M −W−(t) +W+(t)

Les réseaux de Petri ont de nombreuses propriétés intéressantes et bien connues,
notamment la décidabilité du problème d’accessibilit´e, qui nous intéressera par la suite.

Initiés par Karp et Miller en 1969 [KM69], puis étendus parHopcroft et Pansiot
dix ans plus tard [HP79], les VASS (Vector Addition Systems with States2) constituent
un modèle équivalent à celui des réseaux de Petri. Un VASS est en fait une machine
à compteurs (voir la définition 4.3) dans laquelle les gardes n’ont pas le droit au test
d’égalité, mais seulement aux comparaisons “au moins égal”.

Formellement :

Définition 4.5. Un VASS est une machinèa compteurs dans laquelle les translations
gardées sont de la forme(≥, µ, γ).

Le fait d’interdire les tests d’égalité (entre un compteur et une constante) permet de
rendre cette machine à compteurs décidable (pour le problème 1.9). En effet, il faut se
rappeler qu’une machine à compteurs est avant tout une machine de Minsky, et que le
problème d’accessibilité devient indécidable sur ce modèle dès qu’on a deux compteurs
avec test d’égalité.

Le modèle des VASS est de plus très intéressant, puisqu’il permet de faire un lien di-
rect et fort entre les systèmes usuels (basés sur des automates) et les réseaux de Petri (un
peu plus éloignés). Puisque l’on sait qu’un VASS a toujours un réseau de Petri équivalent
(et vice versa), alors on saura comparer plus facilement de nouveaux systèmes, comme
ceux définis dans cette thèse, avec ce modèle incontournable que sont les réseaux de
Petri.

On présente ici les encodages pour passer d’un VASS à un réseau de Petri, et inver-
sement. La preuve de l’équivalence de ces deux modèles suit les idées suivantes.

N.B. : Pour faciliter la compréhension, on utilisera pour ces encodages la notationJ.K
comme une valuation ; ainsi, le marquage d’une placepi sera notéJpiK et la valeur d’un
compteurci sera notéeJciK.

2En français, SAVE : Systèmes à Addition de Vecteurs avecÉtats
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Encodage d’un VASS en un ŕeseau de Petri.

Soientqi les états de contrôle d’un VASS donné. On crée une place de réseau de
Petri pi pour chaqueqi, dans laquelle il y aura en tout temps au plus un seul jeton ;
l’ensemble de ces placespi devra vérifier en tout temps l’égalité

∑

iJpiK = 1. On crée
également une placepci pour chaque compteurci du VASS à encoder. On utilise alors les
encodages de la figure 4.1 pour passer d’un VASS à un réseau de Petri ayant la même
relation d’accessibilité.

q1 q2
c′ = c+ 1

; p1 p2

pc

q1 q2

c > 0
c′ = c− 1

; p1 p2

pc

q1 q2
c > 0

; p1 p2

pc

FIG. 4.1: Encodage d’un VASS en un réseau de Petri

Encodage d’un ŕeseau de Petri en un VASS.

Pour chaque transition du réseau de Petri à encoder, soitI, J ⊂ N les ensembles des
indices des places entrantespei et sortantespsj relatives à cette transition, aveci ∈ I et
j ∈ J . On crée des compteurscei et csj tels que∀i ∈ I, JpeiK = Jcei K et ∀j ∈ J, JpsjK =
JcsjK. On définit alors le VASS〈Q, T 〉 tel queQ = {q} etT est construit, pour chaque
transition, comme indiqué sur la figure 4.2 (chaque transition du réseau de Petri donne
lieu à une nouvelle boucle sur l’état de contrôleq).
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pe1

pe2

ps1

ps2

...
... ; q

ce1 > 0 ∧ ce1 > 0 ∧ . . .

ce
′

1 = ce1 − 1 ∧ ce
′

2 = ce2 − 1 ∧ . . .

cs
′

1 = cs1 + 1 ∧ cs
′

2 = cs2 + 1 ∧ . . .

En particulier :

p1 ; q

c1 > 0

FIG. 4.2: Encodage d’un réseau de Petri en un VASS

4.3 Syst̀emes̀a compteurs relationnels de Comon-Jurski

Lors de son doctorat dirigé par Hubert Comon-Lundh, Yan Jurski a défini un modèle
de Systèmes à Compteurs dont les formules étiquetant lestransitions sont des relations
comparant les valeurs de compteurs deux à deux et/ou avec une constante. Les formules
sont donc un peu plus riches que dans les modèles précédents, puisqu’on a la possibi-
lité de comparer directement la valeur de deux compteurs. De plus, ces comparaisons
se font sur les valeurs des compteurs avant la transition, mais aussi après, ou les deux
à la fois. De telles relations apportent alors une nouvellesource de non-déterminisme,
puisque pour une configuration donnée, le franchissement d’une même transition pourra
conduire à plusieurs configurations différentes (voire une infinité).

Une autre particularité de ce modèle est qu’il autorise les compteurs à prendre leurs
valeurs dans les entiers, mais aussi dans les rationnels ou les réels, et ce, restreints aux
nombres positifs ou non : cela donne donc le choix entre plusieurs types de compteurs.
On a également une factorisation agréable de la structurede contrôle, puisque les tran-
sitions peuvent être étiquetées par des conjonctions deformules (au lieu d’une simple
petite formule par transition comme dans les machines de Minsky).

Ce modèle a été d’abord publié dans [CJ98], puis réutilisé dans [CJ99] pour étendre
les résultats ; cependant, on se basera sur la version longue de ce premier article, qui
inclut les extensions de résultats. D’autres articles ontrepris ce modèle par la suite,
comme [BIL09] (version longue de leur article à ICALP’06).
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Formellement, voici la définition de ce modèle. SoitD ∈ {N,Z,Q,Q+,R,R+}.
Soit LCJ la logique composé de conjonctions finiesF (X,X ′) =

∧
(y ⊲⊳ z + k), où

k ∈ D, ⊲⊳∈ {≥, >,=, <,≤}, y ∈ X ∪X ′, etz ∈ X ∪X ′ ∪ {0}.

Définition 4.6. Un système à compteurs relationnelest un Systèmeà Compteurs〈Q, T 〉
pour lequelL = LCJ .

Le comportement d’un tel système peut naturellement êtredonné par un système de
transitions des plus classiques, avec des configurations(q,v) ∈ Q × Dn et des transi-

tions(q,v)
φ
−→ (q′,v′) définies si et seulement si(q, φ, q′) ∈ T et (v,v′) |= φ.

Dans [CJ98], les auteurs donnent une caractérisation de larelation d’accessibi-
lité de ce modèle. Ils montrent en effet que l’ensemble despaires de configurations
(

(q,v), (q′,v′)
)

telles que(q,v) →∗ (q′,v′) est définissable dans la logique additive

du premier ordre surD. Par exemple, si l’on considère les compteurs définis surN, alors
la relation d’accessibilité est définissable dans Presburger.

Cependant, ce résultat ne s’applique que si les points fixesdes boucles (i.e. des
circuits) dans le système de transitions, tout au long des exécutions possibles, restent
définissables dans cette même logique additive. Les auteurs identifient alors une classe
de systèmes pour laquelle cette contrainte de point fixe esttoujours vérifiée : c’est la
classe des systèmes à compteurs relationnels plats.

Un Système à Compteurs estplat si, et seulement si, le graphe de sa structure de
contrôle est plat, c’est-à-dire qu’il ne contient pas de circuits élémentaires imbriqués.
On rappelle qu’un circuit est élémentaire si et seulements’il contient au plus une fois
chaque sommet du graphe (sauf le premier et le dernier, qui sont confondus). Une autre
façon de le voir est sur le système de transitions : pour toute configurationc, il existe au
plus une exécution passant au moins deux fois parc (et au plus une fois par les autres
configurations entre deux occurences dec). Formellement :

Définition 4.7. Un Syst̀emeà Compteurs〈Q, T 〉 estplat si et seulement si chaqueétat
de contr̂oleq ∈ Q apparâıt au plus dans un seul circuitélémentaire.

Cette idée de calculer les itérations de circuits dans un systèmes à compteurs est à
la base de la théorie de l’accélération, expliquée dansla section suivante. On y retrou-
vera le fait que ce calcul fonctionnera particulièrement bien quand on se restreint aux
modèles plats.

Comme démontré dans la première partie de cette thèse, les logiques additives du
premier ordre sur les entiers et/ou les réels sont décidables. Ainsi, puisqu’elles per-
mettent de caractériser la relation d’accessibilité dessystèmes à compteurs relationnels
plats, on en déduit immédiatement que les systèmes à compteurs relationnels plats sont
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décidables.

Un autre intérêt de ce modèle est qu’il a permis de montrerque les automates tempo-
risés (définis dans le chapitre 5) sont aplatissables, c’est-à-dire que pour tout automate
temporisé, on peut calculer un automate temporisé plat donc la relation d’accessibilité
est la même [CJ99]. La notion de système aplatissable seradéveloppée dans la section
suivante.

4.4 Syst̀emes̀a compteurs fonctionnels de Finkel-Leroux

Comme son nom l’indique, un système à compteurs fonctionnel est un Système à
Compteurs dont les transitions sont étiquetées par des fonctions, et non pas des rela-
tions générales (comme dans le cas des systèmes à compteurs relationnels de la section
précédente). On rappelle qu’une fonction est une relation par laquelle chaque élément
a au plus une seule image, c’est-à-dire qu’une relation binairef est une fonction si et
seulement si∀x, ∀y1, y2, (x, y1) ∈ f ∧ (x, y2) ∈ f =⇒ y1 = y2. Dans le cadre
des Système à Compteurs, cela signifie que pour une valuation des compteursv connue
avant le franchissement d’une transitiont, la valuationv′ (obtenue après franchissement
de t) sera unique, contrairement aux systèmes à compteurs relationnels, pour lesquels
on obtiendra un ensemble de valuationsv′ possibles.

Formellement :

Définition 4.8. Un système à compteurs fonctionnelest un Systèmeà Compteurs〈Q, T 〉
tel que toutes les formules deL définissent des fonctions. Plus préciśement, pour tout
(q, φ, q′) ∈ T , il existe une fonction partiellef : Nn −→ Nn telle que(v,v′) |= φ si et
seulement siv ∈ dom(f) etv′ = f(v).

4.4.1 Syst̀emesà compteurs affines

Durant son doctorat encadré par Alain Finkel, Jérôme Leroux a étudié ces systèmes
à compteurs fonctionnels. La définition sur laquelle on sebasera ici est celle publiée
dans [FL02], correspondant au cas particulier des systèmes à compteurs fonctionnels
Presburger-affines, c’est-à-dire dont les formules étiquetant les transitions sont des fonc-
tions affines dont le domaine est Presbuger-définissable. Le fait que ces fonctions soient
affines est très important, car on ne pourra donc pas multiplier entre elles les valeurs
de deux compteurs. Ainsi, on devine déjà que les transitions de tels systèmes seront
définissables dans Presburger. Notons que dans les systèmes à compteurs fonctionnels
considérés ici, les compteurs prennent leurs valeurs seulement dansN.
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Formellement :

Définition 4.9. Une fonction partiellef : Nn −→ Nn estPresburger-affinesi et seule-
ment s’il existe un triplet(ψ,A,b) tel queψ ∈ Presb(X) où X = {x1, . . . , xn},
A est une matrice carrée de taillen à coefficients dansZ, et b ∈ Zn, qui v́erifie
dom(f) = JψKX etf(v) = A.v + b, pour toutv ∈ dom(f).

Définition 4.10. Un système à compteurs affineest un syst̀emeà compteurs fonctionnel
dont chaque fonction est Presburger-affine.

Ce modèle de système à compteurs fonctionnel est en fait incomparable avec ce-
lui de la section précédente (définition 4.6), qui est relationnel. En effet, bien qu’une
fonction ne soit qu’un cas particulier d’une relation, la richesse des formules est bien
plus importante dans les systèmes à compteurs affines (définition 4.10) que dans les
systèmes à compteurs relationnels (définition 4.6) : presque toutes les fonctions affines
sont autorisées sur l’ensemble des compteurs, dans un cas,alors que seules de petites
comparaisons entre deux compteurs et une constante sont permises, dans l’autre. Par
exemple, une formulex′1 = x1 + x2 + x3 ne peut pas étiqueter une transition d’un
système à compteurs relationnel, mais affine, oui. A contrario, une formulex′ > x ne
peut pas étiqueter une transition d’un système à compteurs affine, mais relationnel, oui.

Le comportement d’un système à compteurs fonctionnel (ouaffine)S = 〈Q, T 〉 est
donné par un système de transitionsTS(S) = 〈C,→〉, oùC = Q× Nn est l’ensemble
des configurations, et la relation→⊆ C × T × C est telle que pour toutes configura-
tions(q,v), (q′,v′) ∈ C, on a(q,v)

t
→ (q′,v′) si et seulement sit = (q, f, q′) ∈ T et

v′ = f(v).

Là encore, ces deux modèles de systèmes à compteurs (fonctionnels et affines) ont
la puissance des machines de Turing et sont donc indécidables. Cependant, outre le
fait qu’ils permettent un raccourci important par rapport `a la syntaxe des machines à
compteurs, ils ont l’avantage d’être accélérables. En effet, la théorie de l’accélération
développée dans [Ler03] permet de calculer l’ensemble d’accessibilité d’un système à
compteurs affine. La section suivante présente rapidementl’accélération.

4.4.2 Acćelération

L’accélération est une technique qui permet de décider,dans certains cas (détaillés
ci-après), le problème d’accessibilité d’une configuration (problème 1.9). Cette tech-
nique consiste à “accélérer” le calcul des exécutions possibles d’un système, en cal-
culant la fermeture transitive et réflexive de ses circuitsen une seule fois. Cette idée,
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d’abord présentée dans la thèse de Bernard Boigelot [Boi98] sous forme de calcul de
meta-transitions, a été précisée et automatisée dans la thèse de Jérôme Leroux [Ler03]
spécifiquement pour les systèmes à compteurs affines.

Plus précisément, pour un système à compteurs affineS = 〈Q, T 〉 avecT ⊆
Q × Σ × Q, on va chercher à calculer directement les limites des circuits étiquetés
parσ ∈ Σ∗, qui correspondent en fait à des compositions de transitions (d’où le terme
“meta-transition”). On cherche donc à calculer la fonction correspondant à une suite
de transitions, c’est-à-dire la composition des fonctions associées à chacune des transi-
tions de la séquence considérée. La fonction à accélérer est donc une fonction affinef ,
égale à la composition de plusieurs fonctions affines. On définit alors l’accélération de
f comme sa fermeture réflexive et transitivef ∗(X) =

⋃

i∈N
f i(X).

Malheureusement, cette technique d’accélération ne donne pas toujours de résultat
en un temps fini. Cependant, on connaı̂t une condition suffisante pour que ce calcul ter-
mine : il suffit que la fonction à accélérer, correspondant à une séquence de transitions,
soit à monoı̈de fini. On dit qu’une fonction affinef(X) = A.X + b est à monoı̈de fini
si l’ensemble〈A〉 = {Ai | i ∈ N} est fini. En pratique, on utilise la propriété suivante :
〈A〉 est fini si et seulement s’il existej, k ∈ N tels queAj = Aj+k. Cette propriété
signifie que le monoı̈de〈A〉 est un ensemble contenantj+k éléments tels que pour tout
i ≥ j, Ai = Aj+q.k+r, avecq ∈ N et r < k. On cherche donc à calculer cet entierj à
partir duquel les puissances deAi, i ≥ j, sont congrues modulok.

Ce calcul étant exponentiel, en le multipliant par le nombre de circuits possibles
(potentiellement infini), on revient rapidement à un calcul trop complexe (voire impos-
sible) ; c’est pourquoi on s’intéresse à la recherche automatique des circuits à accélérer.
En effet, on ne connaı̂t pas a priori tous les circuits possibles, et il y a une infinité de
compositions de transitions envisageables ! Il faut donc r´eussir non seulement à calculer
l’accélération d’un circuit donné, mais aussi à trouver les “bons” circuits à accélérer.
Ce critère de sélection de circuits est donné par une heuristique qui consiste à fixer ar-
bitrairement la taille maximalep des séquences de transitions, ce qui réduit l’espace
d’exploration à un nombre fini de débuts d’exécutions (i.e. de séquences de transi-
tions). Parmi ces séquences de transitions, on peut ensuite détecter les cycles de lon-
gueur inférieure ou égale àp. Tout ceci est détaillé dans [Ler03], et donne notamment
un moyen de réduire ce nombre de séquences (généralement exponentiel en fonction de
p) à un nombre polynomial enp.

Cette procédure d’accélération, couplée à l’heuristique de recherche des circuits, est
implémentée dans l’outil FAST (voir [BFLP08] pour la publication la plus récente). Cet
outil permet en effet, au moyen d’automates binaires, de représenter symboliquement
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l’ensemble d’accessibilité d’un système à compteurs affine. On lui fournit une descrip-
tion textuelle du système, respectant une grammaire simple, puis on peut vérifier des
propriétés de sûreté, en définissant un ensemble de configurations que l’on ne souhaite
jamais atteindre.

Plusieurs cas de figure peuvent apparaı̂tre : si, depuis la configuration initiale donnée,
FAST parvient à atteindre une des configurations “dangereuses”, alors il s’arrête et
répond que le système n’est pas sûr. Si FAST parvient à calculer l’ensemble (parfois
infini) des configurations accessibles sans y trouver aucuneconfiguration “dangereuse”,
alors il s’arrête et répond que le système est sûr. Sinon, l’outil ne s’arrêtera pas : on
peut alors essayer de guider la recherche des circuits à accélérer, en réglant certains pa-
ramètres ou en spécifiant une autre stratégie.

Dans [BFLS05], on trouve une caractérisation des systèmes pour lesquels la procé-
dure d’accélération termine : les systèmes à compteursaffinesaplatissables. C’est une
notion intéressante pour plusieurs raisons : tout d’abord, elle porte sur la structure même
du système de transitions, et non pas sur un calcul complexede compositions des fonc-
tions d’une suite de transitions difficile à trouver. Ensuite, c’est une condition nécessaire
et suffisante à la terminaison de l’accélération, ce qui permet d’identifier précisément
les systèmes pour lesquels on pourra attendre une réponsede l’algorithme. Enfin, c’est
une classe de systèmes qui est assez large, comme en témoignent les exemples de
démonstration de l’outil FAST3. Cependant, savoir si un système est aplatissable est
malheureusement un problème indécidable.

Une système plat est, comme indiqué dans la définition 4.7, un système dont le
graphe ne contient pas de boucles imbriquées. Un système est ditaplatissables’il existe
un système plat ayant le même ensemble d’accessibilité.Un aplatissementd’un système
est donc un dépliage partiel de sa structure de contrôle, afin de le rendre plat.

Cette notion d’aplatissement possède en fait quelques variantes, détaillées formel-
lement dans [DFGvD06]. On distingue principalement trois sortes de systèmes apla-
tissables, chacune étant relative à une configuration initiale donnée. Elles sont décrites
informellement ici, en allant de celle qui pose la contrainte la plus faible à celle qui pose
la contrainte la plus forte.

Premièrement, les systèmesPost∗-aplatissables, pour lesquels il existe un système
plat ayant le même ensemble d’accessibilité.

Deuxièmement, les systèmestrace-aplatissables, pour lesquels il existe un système
plat ayant les mêmes traces (une trace est un mot étiquetant une exécution).

Troisièmement, les systèmesbisimulation-aplatissables, pour lesquels il existe un

3Ces exemples de systèmes ainsi que leur banc d’essai sur FAST sont disponibles sur internet, à
l’adressehttp ://www.lsv.ens-cachan.fr/Software/fast/example.php
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système plat dans lequel, depuis chaque configuration du système de départ, si une tran-
sition est disponible alors elle l’est aussi dans le système plat, et ce, depuis une configu-
ration identique.

4.5 Syst̀emesà compteurs mixtes

On peut également chercher à définir des systèmes à compteurs dans lesquels cer-
tains compteurs sont discrets et d’autres sont denses. En effet, chaque représentation
(discret/entier ou dense/réel) a ses avantages et inconv´enients. Les compteurs entiers
sont plus faciles à représenter (voir chapitre 3) et sont très étudiés depuis environ un
demi-siècle (contre seulement quelques articles sur les compteurs réels). Les compteurs
réels, eux, apportent une information plus précise, touten bénéficiant d’une arithmétique
de complexité moindre (par exemple, la satisfaisabilitéde FO(R,+,≤) est double-
exponentielle, et celle de FO(N,+,≤) est triple-exponentielle).

Dans cette section, on s’intéresse à la combinaison de cesdeux types de compteurs
dans un même modèle. Pour cela, on étend le modèle des systèmes à compteurs affines
(définition 4.10) avec un ensemble de compteurs réels.

Définition 4.11. Une fonction partiellef : Rn −→ Rn estmixte-affinesi et seulement
s’il existe un triplet(ψ,A,b) tel queψ est d́efinissable dans FO(R,Z,+,≤) avec pour
variables libresX = {x1, . . . , xn}, A est une matrice carrée de taillen à coefficients
dansQ, et b ∈ Qn, qui v́erifie dom(f) = JψKX et f(v) = A.v + b, pour toutv ∈
dom(f).

Notons que l’on choisitA et b rationnels et non pas réels, car ils devront être
spécifiés dans la description du modèle, de façon finie (typiquement, dans un fichier
texte fourni en entrée de l’outil). Cela n’aurait donc aucun sens de vouloir donner des
nombres irrationnels sous forme de chiffres avec une précision très limitée.

Définition 4.12. Un système à compteurs mixteest un syst̀emeà compteurs fonctionnel
dont chaque fonctionf est mixte-affine.

Tout système à compteurs mixte peut en fait contenir un système à compteurs affine,
si l’on contraint certaines variables à être entières (en utilisant des fonctions Presburger-
affines plutôt que mixte-affines, sur certaines composantes). On va donc considérer les
systèmes à compteurs mixtes comme une version “réelle” des systèmes à compteurs af-
fines, dans lesquels on peut distinguer un sous-système “entier”. Puisque l’on se place
dans la logique mixte FO(R,Z,+,≤) (qui contient Presburger) et non pas dans une lo-
gique purement réelle, on peut en effet manipuler certaines variables comme des entiers,
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en utilisant les définitions 4.11 et 4.12.

On rappelle que pour une matriceA, son monoı̈de est défini par〈A〉 = {Ai | i ∈ N}.
Une propriété d’un monoı̈de fini〈A〉 est qu’il existej, k ∈ N tels queAj = Aj+k.

Afin d’implémenter l’accélération d’une fonction mixte-affine (ou même, Presburger-
affine), il faut s’assurer que l’on peut décider si son mono¨ıde est fini. En effet, les ma-
tricesA utilisées dans les fonctions Presburger-affines sont à coefficients entiers, mais
celles que l’on utilise pour les fonctions mixtes-affines sont à coefficients rationnels.
C’est en fait le cas, puisque ce problème est décidable même quand les coefficients sont
rationnels [Jac78, Ler03].

Tout comme pour les fonctions Presburger-affines, on définit l’accélérationf ∗ d’une
fonction mixte-affinef par :f ∗(X) =

⋃

i∈N
f i(X).

On montre à présent que le théorème principal de la théorie de l’accélération, issu
de [FL02], s’étend directement aux systèmes à compteursmixtes.

Théorème 4.13.Soitf = A.X + b une fonction mixte-affine dont le monoı̈de〈A〉 est
fini. Alors la relationv′ ∈ f ∗(v) est d́efinissable dans FO(R,Z,+,≤).

Démonstration.Considérons une fonction mixte-affinef = (ψ,A,b). On notef =
(true, A,b) la fonction totalement définie associée àf . Puisque le monoı̈de〈A〉 est
fini, il existe deux entiers positifsj etk tels queAj+k = Aj. On remarque que∀t ∈ N,
f
t
(v) = At.v +

∑

0≤i<t−1

Ai.b.

Prouvons quef
j
(f

k
(v)) = f

j
(v) + Aj.f

k
(0) :

f
j
(f

k
(v)) = Aj .f

k
(v) +

j−1
∑

i=0

Ai.b

= Aj .Ak.v + Aj .
k−1∑

i=0

Ai.b +

j−1
∑

i=0

Ai.b

= Aj .v + Aj.
k−1∑

i=0

Ai.b +

j−1
∑

i=0

Ai.b (car〈A〉 est fini)

= f
j
(v) + Aj .f

k
(0)

Ainsi, pour toutq ∈ N, on af
j+q.k

(v) = f
j
(v) + q.Aj .f

k
(0). On prouve cette

égalité par induction surq :
– q = 0 : trivial
– q = 1 (cas de base) : on vient de le montrer, carf

j+k
(v) = f

j
(f

k
(v))

– n ≥ 1 (hypothèse d’induction) :f
j+n.k

(v) = f
j
(v) + n.Aj .f

k
(0)
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– q = n + 1 (induction) :

f
j+(n+1).k

(v) = f
j+n.k

(f
k
(v))

= f
j
(f

k
(v)) + n.Aj .f

k
(0) (par l’hypothèse d’induction)

= f
j
(v) + Aj.f

k
(0) + n.Aj .f

k
(0) (par le cas de base)

= f
j
(v) + (n+ 1).Aj.f

k
(0)

Remarquons alors que la formulev′ = f
i
(v) ∧ i ≥ 0, dans les variables libres

v′, i,v, est définissable dans FO(R,Z,+,≤) :

[

v′ = f
i
(v)

∧i ≥ 0

]

≡

(
∨

0≤p<j

[

v′ = f
i
(v)

∧i = p

])

∨

(
∨

0≤r<k
∃q ≥ 0

[

v′ = f
i
(v)

∧i = j + q.k + r

])

≡

(
∨

0≤p<j

[

v′ = f
i
(v)

∧i = p

])

∨

(
∨

0≤r<k
∃q ≥ 0

[

v′ = f
r
(f

j
(v) + q.Aj.f

k
(0))

]
)

Remarquons enfin quev′ ∈ f ∗(v) est définissable dans FO(R,Z,+,≤) :

v′ ∈ f ∗(v) ≡ ∃s ∈ N v′ = f
s
(v) ∧ ∀i ∈ N

(

i < s =⇒ f
i
(v) |= ψ

)

On vient de montrer que l’on peut accélérer un circuit dansun système à compteurs
mixte. En effet, il suffit d’accélérer la fonctionf = (ψ,A,b) égale à la composée des
fonctionsfi étiquetant les transitions le long du circuit ;f est donc une fonction mixte-
affine. On est alors capable d’accélérer tout système à compteurs mixteplat. En effet,
dans un système plat, les circuits sont indépendants (i.e. non-imbriqués) : calculer la
relation d’accessibilité d’un système à compteurs platconsiste donc uniquement à com-
poser un nombre connu de fonctions mixte-affines, au milieu desquelles interviennent
des accélérations de circuits. On vient alors de montrer le théorème suivant :

Théorème 4.14.Si un syst̀emeà compteurs mixte est plat, sa relation d’accessibilité est
définissable dans FO(R,Z,+,≤).

On peut donc accélérer les systèmes à compteurs mixtes,de la même façon que
les systèmes à compteurs affines. Cependant, en vue d’une implémentation (notamment
dans l’outil FAST), il reste à étudier le choix automatique des circuits à accélérer, ainsi
que le calcul de la borne4 à partir de laquelle le monoı̈de deA se stabilise (dans le cas
entier, l’existence de cette borne est décidable en temps exponentiel).

4Cette borne est notées dans la formule à la fin de la preuve du théorème 4.13.
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4.6 Comparaison des diff́erents mod̀eles de syst̀emesà
compteurs

Dans ce chapitre, on a étudié diversL -Systèmes à Compteurs se différenciant les
uns des autres par la logiqueL définissant leurs transitions. En effet, chaque définition
de Système à Compteurs est paramétrée par une logique, plus ou moins riche. Bien
que presque tous les Systèmes à Compteurs que l’on a étudiés soient généralement
indécidables, on peut quand même les comparer en fonctionde l’expressivité de leurs
logiquesL .

Le diagramme 4.3 (page suivante) présente une hiérarchiedes systèmes à compteurs
étudiés dans ce chapitre.
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Une flèche “A → B” signifie que la logique qui paramètreB est plus riche que
la logique qui paramètreA, et un symbole entre deux modèles signifie que les lo-
giques les paramétrant sont incomparables. Les systèmesconsidérés sur ce diagramme
ne tiennent pas compte des diverses restrictions que l’on a pu appliquer pour obtenir la
décidabilité (plats, reversal-bornés, etc.).

réseaux de Petri / VASS

machines de Minsky

machines à compteurs

systèmes à compteurs relationnels

systèmes à compteurs affines

systèmes à compteurs mixtes

décidabilité

FIG. 4.3: Hiérarchie des systèmes à compteurs étudiés dans ce chapitre
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Chapitre 5

Syst̀emes temporiśes

Les systèmes temporisés constituent une grande famille de systèmes, utilisés notam-
ment en vérification. Dans les systèmes à compteurs, les variables servent à compter et
à effectuer diverses opérations, selon l’expressivitédu modèle ; ils peuvent également
simuler une abstraction d’une structure de donnée plus complexe (pile, file, etc.). Les
systèmes temporisés, eux, peuvent être de nature assez différente, mais ont en commun
une chose : la mesure de l’écoulement du temps, afin de modéliser des contraintes tem-
porelles dans le comportement du système.

Tout comme pour les systèmes à compteurs, la plupart des modèles sont des auto-
mates finis munis de variables. Les dispositifs utilisés pour représenter le temps sont
variés ; cependant, celui que l’on rencontre le plus souvent est l’horloge, sur lequel on
se basera fréquemment dans cette thèse. Une horloge est une variable réelle (parfois
entière ou rationnelle) qui a la particularité d’augmenter toute seule quand un système
reste dans un état de contrôle sans franchir de transition. Contrairement aux compteurs,
les horloges changent donc de valeur de façon implicite, mais ne peuvent pas être mo-
difiées directement par le franchissement d’une transition (sauf pour être réinitialisées).

Notons que dans cette thèse, on considère que le temps s’écoule de façon continue. Il
existe cependant de nombreux travaux considérant une mod´elisation discrète du temps.

La particularité des systèmes temporisés est en effet que les variables temporelles
changent de valeur en fonction du temps qui passe lorsque le système reste dans un état
de contrôle. Le franchissement d’une transition dans un système temporisé, cependant,
a un fonctionnement similaire à la plupart des autres typesde systèmes. Il existe de
nombreuses variations, portant essentiellement sur la dynamique comportementale des
variables et sur la puissance d’expression des formules étiquetant les transitions.

Dans cette thèse, on ne donnera pas de définition générique de systèmes tempo-
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risés, du fait de leur hétérogénéité. Bien que les automates hybrides englobent tous les
systèmes traités dans cette thèse, leur définition est tellement générale que l’on ne s’en
servira pas comme base. On s’intéresse plutôt à diversesvariations de sous-classes hy-
brides, qui font l’objet de ce chapitre, découpé en quatresections.

La première section rappelle brièvement quelques classes d’automates hybrides, qui
constituent la classe la plus générale de systèmes. Le but de cette section est principale-
ment de faire un tour d’horizon des différentes familles d’automates hybrides, sans trop
entrer dans le détail.

La deuxième section détaille le cas des automates temporisés, qui sont vraisembla-
blement la sous-classe d’automates hybrides la plus étudiée. Quelques variations de ce
modèle seront également présentées.

La troisième section, elle, décrit différentes extensions temporisées des réseaux de
Petri, en utilisant un formalisme différent de celui des automates hybrides. On verra
donc des modèles proches des systèmes à compteurs (voir section 4.2), que l’on tempo-
rise de différentes façons.

Enfin, la section 5.4 introduit une nouvelle classe de systèmes temporisés combinant
compteurs et horloges, publiée dans [BFS09] : les Systèmes à Compteurs Temporisés.

5.1 Automates Hybrides

Introduits au début des années 1990, notamment par RajeevAlur, Costas Courcou-
betis, Thomas A. Henzinger, et Pei-Hsin Ho, les automates hybrides sont, depuis une
vingtaine d’années, l’un des formalismes les plus étudi´es en vérification de systèmes.
La publication la plus citée à ce sujet est probablement [ACH+95] : elle définit les auto-
mates hybrides et quelques sous-classes, en montrant que l’accessibilité est un problème
très difficile, même pour des sous-classes très restreintes. La présentation de [Hen96]
semble toutefois plus claire et fournit des résultats plusavancés concernant l’analyse
d’automates hybrides.

Cette section présente le modèle général des automateshybrides, puis cite quelques-
unes des sous-classes intéressantes de ce modèle.

Un automate hybride(ou syst̀eme hybride) est un automate fini muni de variables
réelles qui suivent une loi d’évolution continue. Le qualificatif “hybride” vient du fait
que ce modèle de systèmes permet de décrire un comportement à la fois discret, grâce
à la structure de contrôle de l’automate, et continu, grâce à la dynamique des variables
denses.

Tout comme dans un système à compteurs, on peut étiqueterles transitions par des
formules (en fait, n’importe quel prédicat) sur les variables du système : bien que les
variables soient denses, ceci constitue la partie discrète du comportement du système.

100



5.1. Automates Hybrides

On modélise en effet un changement d’état du système par le franchissement d’une
transition.

En revanche, lorsque le système se trouve dans un état de contrôle, l’automate hy-
bride modélise l’écoulement du temps et les variables changent de valeur en consé-
quence. Chaque état de contrôle est muni d’une loi d’évolution des variables en fonction
du temps : même dans le cas où le temps est représenté de façon discrète (cas mentionné
plus tard), ceci constitue la partie continue du comportement du système. On modélise
en effet les fluctuations du système quand il ne change pas d’état, ce qui permet une
modélisation bien plus riche et précise.

Formellement, soitX un ensemble den variables, et soitv ∈ Rn une valuation de
ces variables. Comme dans les systèmes à compteurs,X ′ désigne la valeur des variables
X après franchissement d’une transition. On désigne parẊ = dX

dτ
la dérivée première

deX par rapport au tempsτ .

Définition 5.1. Un automate hybrideest un quintuplet〈Q, flow, inv, jump, T 〉, où :
– Q est un ensemble fini d’états de contr̂ole
– flow est un pŕedicat dont les variables libres sont dansX ∪ Ẋ
– inv est un pŕedicat dont les variables libres sont dansX
– jump est un pŕedicat dont les variables libres sont dansX ∪X ′

– T ⊆ Q× jump×Q est un ensemble fini de transitions

Le comportement d’un automate hybride est donné, comme la plupart du temps, par
un système de transitions : une configuration est un couple (état de contrôle, valuation
des variables), et on relie les configurations entre elles, ce qui forme un graphe de transi-
tions. Cependant, les systèmes hybrides ont deux types de comportement distincts : l’un
est dit discret, et représente les transitions de l’automate, tandis que l’autre, dit continu
(ou dense), représente l’évolution des variables dans unétat de contrôle donné.

En prenant la définition 5.1, on voit que le comportement discret va être donné par
les formulesjump étiquetant les transitions, alors que le comportement continu va être
donné par les formulesflow et inv étiquetant les états de contrôle.

Intuitivement :

− flow est une formule surX ∪ Ẋ telle que pour toutq ∈ Q, flow(q) doit être satifait
en tout temps par la valuationv et sa dérivée : c’est l’équation différentielle qui définit
l’évolution des variables quand le système reste dans un ´etat de contrôle.

− inv est une formule surX telle que pour toutq ∈ Q, inv(q) doit être satifait en
tout temps par la valuationv : c’est l’invariant d’un état de contrôle.
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− jump est une formule surX ∪ X ′ telle que pour toutq, q′ ∈ Q, jump(q, q′) doit
être satisfait par les valuationsv et v′ : c’est l’étiquette de la transition, qui définit la
formule de garde et de mise à jour des variables.

Comme d’habitude, une transition change l’état de contrôle courant, mais doit aussi
satisfaire une formule, appelée icijump. Intuitivement,jump désigne une formule com-
binant un test des valuations de variables (i.e. unegarde) ainsi que leur mise à jour,
comme dans les systèmes à compteurs. Cette définition serait d’ailleurs syntaxiquement
équivalente à la définition générique 4.1 si l’on ignorait flow et inv.

De façon similaire, on a une condition et une mise à jour dans chaque état de
contrôle. En effet, le comportement continu consiste à rester dans un état de contrôle,
plutôt que de franchir une transition ; la conditioninv est donc une condition pourrester
dans l’état de contrôle, et on l’appelle uninvariant. La mise à jour des valuations de
variablesflow, elle, se fait de façon continue, en fonction du temps qui passe (par op-
position à une mise à jour discrète, effectuée une seulefois à chaque franchissement de
transition).

On a donc pour chaque comportement (discret ou continu) une condition, appelée
“garde” ou “invariant”, et une mise à jour des variables. Lefait qu’on utilise deux
prédicats pour le comportement continu et un seul pour le comportement discret peut
sembler étrange. En effet, on pourrait vouloir regrouperinv et flow dans un même
prédicat, comme pourjump : les nouvelles valeurs sont notéesẊ au lieu deX ′, et
sont déterminées en fonction deX, siX vérifie les conditions requises. Cependant, on
suivra ici la tradition, qui distingue les deux types de formules dans le cas temporisé,
mais pas nécesairement dans le cas discret.

De plus, puisqueflow correspond à la dérivéėX, sa valeur dépend également du
temps, ce qui pourrait justifier que ce prédicat soit définiséparément. Le temps, quant à
lui, sera représenté de façon absolue par une valeurτ ∈ R+.

Il existe plusieurs façons de définir la sémantique d’un automate hybride, selon le ni-
veau d’abstraction considéré. En effet, pour représenter le comportement d’un automate
hybride par un système de transitions, on est obligé de discrétiser les lois d’évolution
continues des variables. Pour ce faire, on abstrait le caractère continu, en le rendant dis-
cret ; selon l’abstraction utilisée, le système de transition obtenu peut être fini ou infini.
Dans notre cas, on ne s’intéressera qu’à la sémantique dite “temporisée”, qui génère
un espace de configurations infini. Il existe aussi notammentune sémantique “à temps
abstrait”, que l’on développera plutôt dans le cas des automates temporisés (sections 5.2
et 5.4).

Formellement, soitpredic un prédicat dont les variables libres sontX = {x1, . . . , xn}.
Une instanciation depredic sera notéepredic[x1 ← v1, x2 ← v2, . . . , xn ← vn], signi-
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fiant que les valeursv = v1, v2, . . . , vn sont affectées aux variables libresX (qui de-
viennent alors liées).

Définition 5.2. La śemantique d’un automate hybrideS = 〈Q, flow, inv, jump, T 〉 est
donńee par unsystème de transitionsST (S) = 〈C,→〉 tel que :

– C = Q× Rn est l’ensemble des configurations, défini par(q,v) ∈ C si et seule-
ment siinv(q)[X ← v] est vrai

– →⊆ C × (T ∪ R+) × C est une relation d́efinie par deux cas appelés “discret”
et “continu” :

– “discret” : (q,v)
t
→ (q′,v′) si et seulement s’il existet = (q, jump, q′) ∈ T

telle quejump(q, q′)[X ← v, X ′ ← v′] est vrai

– “continu” : (q,v)
τ
→ (q′,v′) si et seulement siq′ = q et il existeτ ∈ R+ et une

fonction diff́erentiablef : [0, τ ] −→ Rn de d́erivée premìere ḟ : ]0, τ [ −→ Rn

tels que (1)f(0) = X, (2) f(τ) = X ′, et (3) pour tout ŕeel ξ ∈ ]0, τ [ , les
prédicatsinv(q)[X ← f(ξ)] etflow(q)[X ← f(ξ), Ẋ ← ḟ(ξ)] sont vrais

Une exécution d’un automate hybride s’appelle unetrajectoire, et se définit comme
une suite de configurations(ci)i≥0 telles que pour touti ≥ 0, soit il existet ∈ T telle

queci
t
→ ci+1, soit il existeτ ∈ R+ tel queci

τ
→ ci+1.

Il est clair que le problème d’accessibilité est indécidable dans ce modèle, ne serait-
ce qu’à cause du fait que les prédicatsflow, inv, et jump peuvent être définis dans n’im-
porte quelle logique. L’espace des configurations est naturellement infini, puisque l’on
peut observer le système à tout tempsτ , et ce, aussi souvent que désiré. C’est pour-
quoi il existe de nombreuses sous-classes de systèmes hybrides, cherchant à restreindre
les prédicats autorisés et donc les comportements possibles, afin de se rapprocher de la
décidabilité.

Automates hybrides linéaires (LHA)

Les automates hybrides linéaires (Linear Hybrid Automata, LHA) [ACH +95, Hen96]
sont, comme leur nom l’indique, une classe de systèmes hybrides dans laquelle les
prédicats sont restreints à des contraites linéaires. Leur particularité est que la loi d’évo-
lution des variables dans un état de contrôle ne dépend que du temps, et pas de la valeur
courante des variables. De plus, on définitjump comme deux prédicats disjoints :guard,
qui donne la condition de franchissement d’une transition,et assign, qui donne la mise
à jour des valeurs après franchissement de la transition.
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Plus formellement, un automate hybride est dit linéaire lorsqu’on définit ses prédicats
comme suit. Les matricesP et les vecteursu sont à coefficients dansZ.

– jump = guard ∪ assign

– guard et inv sont de la formeP.X ≤ u

– assign est de la formeX ′ = P.X + u

– flow est de la formeP.Ẋ ≤ u

Le problème d’accessibilité le plus simple (accessibilité d’un état de contrôle) reste
indécidable sur ce modèle. Cependant, il existe un cadre pour l’analyse de ces systèmes
hybrides linéaires, qui utilise une technique d’accelération récemment développée dans
[BH06]. Le fonctionnement de cette technique est basé sur le fait que les prédicats
génèrent des ensembles convexes, du fait de leur linéarité. D’autres propriétés des auto-
mates hybrides linéaires sont églement exploitées par cette technique, comme le fait que
les compositions de transitions étiquetant des circuits de l’automate sont définissables
dans la logique décidable FO(R,Z,+, <). Un prototype implémentant cette accélération
de systèmes hybrides linéaires est en cours de développement, sous le nom de HAT (Hy-
brid Acceleration Toolkit)1.

Il existe d’autres classes intéressantes d’automates hybrides linéaires, comme les
automates rectangulaires [Hen96]. La classe la plus célèbre est probablement celle des
automates temporisés, à laquelle la section suivante estdédiée.

Notons enfin que l’outil HYTECH [HHWT97] est dédié à l’analyse des systèmes
hybrides par model-checking.

5.2 Automates Temporiśes

Définis à l’aube des années 1990, les automates temporis´es constituent certainement
la classe de systèmes hybrides linéaires la plus étudiée et utilisée à ce jour. Rajeev Alur
et David L. Dill ont publié les premières bases des automates temporisés dans [AD90],
ainsi qu’une abstraction permettant de les analyser. Ils ont complété ces résultats dans
[AD94], tout en les présentant plus clairement.

Un automate temporisé est un automate hybride linéaire dans lequel les variables,
appeléeshorloges, évoluent toutes à une même vitesse constante. De plus, les mises
à jour des variables sont limitées à des remises à zéro,et les gardes et invariants sont
réduits à des conjonctions de bornes sur la valeur d’une variable (ou sur la différence de

1La seule référence disponible à ce jour concernant HAT est la présentation de Frédéric
Herbreteau au workshopAutomata and Verification’08, disponible à l’adresse suivante :
ftp://ftp.umh.ac.be/pub/ftp_info/info_th/av08/Herbreteau.pdf
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deux variables, comme on le verra un peu plus loin).

Formellement, on définit les variables, dorénavant appeléeshorloges, comme dans
les automates hybrides (voir page 101). Pour toutx ∈ X, x ⊲⊳ k est unecontrainte
atomique, avec⊲⊳∈ {<,≤, =,≥, >} et k ∈ N. Soit C(X) l’ensemble descontraintes
d’horloges, c’est-à-dire des combinaisons booléennes de contraintes atomiques. On dit
qu’une valuation d’horloges satisfait une contrainte d’horlogesψ ∈ C(X) siψ[X ← v]
est vraie ; dans ce cas, on écritv |= ψ.

Définition 5.3. Un automate temporiséest un automate hybride linéaire 〈Q, flow, inv,
guard, assign, T 〉 dans lequel :

– Q est un ensemble fini d’états de contr̂ole
– flow est tel quėx = 1, pour toutx ∈ X
– inv etguard sont des contraintes d’horloges deC(X)
– assign est ŕeduità des oṕerations de la formex′ = 0, avecx′ ∈ X
– T ⊆ Q× guard× assign×Q est un ensemble fini de transitions

La sémantique d’un automate temporisé est donnée par un système de transitions
similaire à celui d’un automate hybride. Chaque configuration existe à condition qu’elle
respecte l’invariant de l’état de contrôle concerné, etles transitions sont soit discrètes,
soit continues. Les transitions discrètes peuvent simplement remettre des horloges à zéro
(i.e. faire unreset), à condition que leur garde soit vérifiée. Les transitions continues,
réduites à desdélais, ne peuvent que laisser passer le temps de façon uniforme, et ce
pour toutes les horloges à la fois. Ces délais, ou “temporisations”, sont à l’origine du
nom “automates temporisés”.

Formellement :

Définition 5.4. La śemantique d’un automate temporiséS = 〈Q, flow, inv, guard, assign,
T 〉 est donńee par unsystème de transitionsST (S) = 〈C,→〉 tel que :

– C = Q× Rn est l’ensemble des configurations, défini par(q,v) ∈ C si et seule-
ment siinv(q)[X ← v] est vrai

– →⊆ C × (T ∪ R+) × C est une relation d́efinie par deux cas appelés “discret”
et “continu” :

– “discret” : (q,v)
t
→ (q′,v′) si et seulement s’il existet = (q, guard, assign, q′) ∈

T telle queguard(q, q′)[X ← v, X ′ ← v′] et assign(q, q′)[X ← v, X ′ ← v′]
sont vrais

– “continu” : (q,v)
τ
→ (q′,v′) si et seulement siq′ = q et il existe un d́elai

τ ∈ R+ tel quev′ = v + τ
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Une exécution d’un automate temporisé est tout à fait identique à celle d’un auto-
mate hybride (voir page 103).

Notons que le comportement est extrêmement simplifé par rapport à un automate
hybride, même linéaire. De plus, une transition continuen’a pas besoin de vérifier que
l’invariant est satisfait tout au long du délai. En effet, si la transition(q,v)

τ
→ (q′,v′)

existe, c’est que les deux configurations(q,v) et (q,v + τ) existent, et donc que celles-
ci respectent l’invariantinv(q) ; et puisque les invariants sont simplement des bornes
constantes sur la valeur des horloges,inv(q) sera forcément satisfait sur l’intervalle
[v,v + τ ]. Notons également que la notationv + τ capture totalement le prédicatflow,
qui exprime simplement la contrainte que la dérivée de chaque horloge est égale à1, et
donc que lorsqu’on laisseτ unités de temps passer dans un état de contrôle, toutes les
variables sont augmentées exactement deτ .

On pourrait présenter le comportement de manière encore plus simple, mais le for-
malisme s’éloignerait de celui des automates hybrides. Untel formalisme plus simple
(et aussi plus répandu) sera utilisé dans la section 5.4, où l’on combinera automates
temporisés et systèmes à compteurs dans un même modèle.

Régions. L’espace des configurations d’un automate temporisé restepotentiellement
infini, en général. Cependant, du fait de la simplicité des gardes et des invariants, une
abstraction simple est utilisée pour rendre l’espace des configurations fini : regrouper les
configurations enrégions, qui sont des classes d’équivalences. La notion d’équivalence
utilisée ici est définie par rapport aux contraintes d’horloges : dans une même région,
toutes les configurations satisfont exactement les mêmes gardes et invariants. Dans un
automate temporisé donné, puisqu’on connaı̂t a priori toutes les contraintes d’horloges
utilisées, on peut fixer la constante maximale à laquelle les horloges seront comparées, et
donc rendre le nombre de régions fini. Les détails formels de la construction des régions
seront donnés dans le cadre des systèmes à compteurs temporisés, dans la section 5.4.

Analyse. En utilisant cette abstraction par régions, on est en mesure de résoudre le
problème d’accessibilité d’un état de contrôle, et donc d’analyser le système. Cette ana-
lyse peut se faire de deux façons : en avant ou en arrière. Leproblème est le suivant :
à partir d’une configuration initiale, on cherche à déterminer si un ensemble de confi-
gurations donné est accessible. Si l’on calcule l’ensemble d’accessibilité “en avant”,
on arrive donc potentiellement à une infinité de configurations, puisque le temps peut
diverger à l’infini. Cependant, le calcul “en arrière”, enremontant les transitions ayant
pu mener aux configurations d’arrivée, donne toujours un ensemble fini ; par contre, il
calcule également des configurations qui ne sont pas accessibles depuis la configura-
tion initiale. C’est pourquoi, à l’aide d’une abstractionde l’espace des configurations,
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on préfère utiliser l’analyse “en avant”, qui termine alors toujours grâce à la finitude de
l’abstraction.

Contraintes diagonales. Il existe de nombreuses variantes dans la définition des au-
tomates temporisés, et elles ne sont pas toutes équivalentes. La variante la plus célèbre
est celle descontraintes diagonales: dans une contrainte d’horloge, on peut autoriser
de borner la différence de deux valuations d’horloges, en plus de simplement borner des
valuations d’horloges. Cependant, Patricia Bouyer a montré, notamment dans [Bou04]
et [BBFL03], que l’analyse en avant n’est pas correcte pour certaines contraintes dia-
gonales, car certaines configurations sont atteintes dans l’analyse alors qu’elles ne de-
vraient pas l’être. En outre, on sait grâce à [BDGP98] queles contraintes diagonales
peuvent toujours être transformées en contraintes d’horloges classiques ; mais l’enco-
dage génère une croissance de la taille du modèle qui est exponentielle dans le nombre
de contraintes diagonales, ce qui n’est pas raisonnablement utilisable en pratique. C’est
pourquoi des alternatives sont donnés dans [BLR05], afin depouvoir analyser efficace-
ment des automates temporisés avec contraintes diagonales.

Définitions alternatives des automates temporiśes. D’autres variantes dans la défi-
nition des automates temporisés sont souvent recontréesdans la littérature. Par exemple,
on interdit parfois les invariants dans les états de contrˆole (i.e.inv(q) est toujours vrai,
pour toutq ∈ Q), simplement parce qu’ils peuvent être transformés en gardes sur des
transitions, et que leur présence ne change pas les résultats d’accessibilité. On autorise
parfois des mises à jour beaucoup plus riches, notamment avec un ensemble de valeurs
possibles (ce qui est une source de non-déterminisme). Uneautre question importante,
en termes de langage d’un automate temporisé, est la présence ou non de transitions
silencieuses (également appeléesε-transitions), c’est-à-dire d’autoriser ou non des tran-
sitions qui ne soient pas étiquetées par un symbole. La plupart de ces variantes ont été
étudiées en détail dans la thèse de Patricia Bouyer [Bou02] : un tableau récapitulatif y
est présenté à la page 85.

Aplatissabilit é et acćelérabilit é. Dans [CJ99], Hubert Comon-Lundh et Yan Jurski
ont montré que tout automate temporisé est aplatissable.Comme mentionné dans les
sections 4.3 et 4.4, un système est plat s’il ne contient pasde boucles imbriquées. Plus
précisément, la définition 4.7 est donnée pour les syst`emes à compteurs, mais peut être
appliquée à l’identique sur les automates temporisés. Ici, un système est dit aplatissable
s’il existe un système plat ayant le même relation d’accessibilité (à un mappage des
états de contrôle près). Le fait que tout automate temporisé soit aplatissable est très
intéressant ; en effet, les mêmes auteurs ont montré dans[CJ98] que la relation d’ac-
cessibilité de tout système à compteurs relationnel plat est définissable dans la logique
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décidable FO(R,Z,+, <). Or en utilisant un encodage proposé dans [Fri98], Comon et
Jurski montrent que l’on peut traduire un automate temporisé en un système à compteurs
relationnel plat.

Ainsi, on peut définir la relation d’accessibilité d’un automate temporisé dans une
logique décidable, ce qui signifie que l’on peut utiliser leconcept de meta-transitions
afin d’accélérer le calcul de l’ensemble d’accessibilit´e d’un automate temporisé. On
rappelle qu’une meta-transition est une composée de transitions, utilisée notamment
pour le calcul de la fermeture transitive d’un circuit dans un automate. Mentionné
dans [CJ99], ce résultat est retrouvé dans [BH06] dans le cadre de l’accélération de
systèmes linéaires hybrides. Cependant, il ne semble pasencore exister de technique
d’accélération spécifiquement dédiée aux automates temporisés. En effet, ces auto-
mates bénéficient d’une algorithmique très efficace, du fait de la simplicité de leurs
gardes, invariants, et actions ; il serait donc dommage de nepas en profiter pour adapter
les techniques d’accélération hybride à cette sous-classe très réduite mais néanmoins
intéressante.

5.3 Quelques autres mod̀eles temporiśes

5.3.1 Variantes des automates temporisés

Forts de leur succès dans le monde de la recherche théorique et des applications
industrielles, les automates temporisés sont fréquemment déclinés dans des versions
assez proches, plus ou moins expressives. On donne ici une description succinte de
quatre de ces modèles de systèmes.

Event-clock automata [AFH99]

Un des problèmes des automates temporisés est qu’ils ne sont pas clos par complé-
mentation. En effet, en terme de langages (ou de traces), le complémentaire d’un au-
tomate temporisé ne donne pas forcément un automate temporisé. En fait, on ne sait
pas déterminiser un automate temporisé, de façon générale. Ceci pose problème no-
tamment parce que la procédure de complémentation d’un automate intervient dans sa
vérification par model-checking, et fait appel à sa déterminisation [HU79, SVW87].
C’est pourquoi la classe des event-clock automata a été introduite : c’est une extension
déterminisable des automates temporisés, qui est également close par complémentation
(ainsi que par les autres opérations booléennes). Leur particularité est qu’ils peuvent
prédire la prochaine occurrence, et se souvenir de la dernière occurrence, d’un symbole
étiquetant une transition.
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Integer-reset timed automata [SPKM08]

Une autre classe intéressante est celle des integer-resettimed automata (IRTA), dans
laquelle la remise à zéro d’une horloge ne peut s’effectuer que lorsque sa valuation est
entière. Cette restriction des automates temporisés revient en quelque sorte à discrétiser,
en partie, le temps. C’est une sous-classe intéressante parce que tout comme les event-
clock automata, elle est déterminisable et close par complémentation. Les auteurs mo-
tivent également la définition d’une telle sous-classe pour des applications dans le do-
maine des services web, dans lequel cette semi-discrétisation du temps semble plus
réaliste.

Protocol timed automata [PBCT07]

Les protocol timed automata sont une autre sous-classe des automates temporisés,
dont les propriétés et les applications sont similaires `a celles des IRTA. En effet, ils
ont été définis en réponse à des problématiques de vérification de protocoles pour les
services web ; et tout comme les IRTA, ils sont clos par compl´ementation. Un protocol
timed automaton est un automate temporisé respectant les quatre conditions suivantes :
(1) chaque horloge est remise à zéro sur une seule transition et chaque transition remet
à zéro une seule horloge, (2) à chaque instant, et pour chaque symbole d’étiquetage
donné, il n’y a qu’une seule transition partant de l’état de contrôle courant et dont la
garde est vérifiée (i.e. l’automate est déterministe), (3) chaqueε-transition (i.e. sans
symbole d’étiquetage) comporte au moins une contrainte d’égalité dans sa garde, et (4)
lesε-transitions ne sont pas prioritaires sur les autres transitions (voir le théorème 1 de
[PBCT07] pour les détails techniques).

Interrupt timed automata [BH09]

Récemment, une nouvelle classe de systèmes hybrides, proche des automates tem-
porisés, a été introduite pour modéliser le mécanismed’interruptions dans un environ-
nement mono-processeur. Cette classe, appelée interrupttimed automata, est en fait in-
comparable aux automates temporisés (en termes de langages). Outre son intérêt pour la
modélisation, cette classe est décidable vis-à-vis du problème d’accessibilité. Par contre,
elle n’est stable ni par complémentation, ni par intersection. Dans [BH09], les auteurs
montrent qu’en combinant les interrupt timed automata avecles controlled timed auto-
mata (une extension des automates temporisés, définie dans [DZ98]), le problème d’ac-
cessibilité reste décidable, et ce modèle combiné est donc une extension des automates
temporisés.
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5.3.2 Extensions temporiśees des ŕeseaux de Petri

Les réseaux de Petri (présentés dans la section 4.2) ont ´eté étendus de nombreuses
façons depuis plusieurs décennies. On rappelle que les r´eseaux de Petri sont équivalents
aux VASS, qui sont un cas particulier de systèmes à compteurs. Cette section décrit
rapidement quelques-unes de ces extensions, combinant la capacité de comptage des
réseaux de Petri à un aspect temporisé. Notons que pour laquasi-totalité de ces exten-
sions, le problème d’accessibilité est indécidable.

Réseaux de Petri temporels [Mer74]

Une des extensions temporisées les plus classiques est celle des Time Petri Nets
(TPN) [Mer74], que l’on traduit par “réseaux de Petri temporels”. La notion de temps
est ici représentée par un intervalle sur chaque transition, auquel l’âge d’une transition
doit appartenir pour que l’on puisse franchir cette transition. L’âge d’une transition est
le temps écoulé depuis qu’elle est “activée” en termes dejetons, c’est-à-dire depuis que
les places précédant cette transition comportent suffisamment de jetons pour la franchir
(i.e. depuis queM ≥W−(t)). Une configuration d’un réseau de Petri temporel est donc
un couple(M, ν), oùM est le marquage du réseau etν donne l’âge des transitions.
Comme dans tout système hybride, on peut soit laisser passer du temps, soit franchir
une transition.

On trouve également des variantes, dans lesquelles le temps n’est plus sur les tran-
sitions, mais sur les arcs, ou encore dans les places (voir [BR08]).

Il existe plusieurs sémantiques pour les réseaux de Petritemporels : les deux princi-
paux facteurs les différenciant sont la politique de mémorisation et l’urgence.

Certaines sémantiques remettent systématiquement à z´ero l’âge d’une transition
après qu’elle ait été franchie, mais d’autres non. On distingue trois cas de politique
de mémorisation, qui sont étudiés dans [BCH+05] et [RS09].

Certaines sémantiques imposent l’urgence, c’est-à-dire que l’âge d’une transition ne
peut pas dépasser la borne supérieure de son intervalle. En d’autres termes, l’urgence
signifie qu’une transition ne peut pas être désactivée par l’écoulement du temps. La
sémantique avec urgence est appelée sémantique forte, et celle sans urgence est appelée
sémantique faible. Pour des précisions sur ces variations et leur étude comparative, voir
[BR08].

Enfin, pour des précisions et quelques résultats sur les r´eseaux de Petri temporels,
voir la section 2.2 de la thèse de Pierre-Alain Reynier [Rey07].

Réseaux de Petri temporiśes [BLT90]

Une autre extension, proche de la précédente et tout aussirépandue, est celle des
Timed Petri Nets (TdPN) [BLT90], appelés “réseaux de Petri temporisés ” en français.
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Dans ce modèle, ce sont les jetons qui ont un âge ; les contraintes sur cet âge sont alors
des intervalles associés aux applications d’incidence avantW+ et arrièreW−. Ainsi, un
jeton ne peut servir à franchir une transitiont que si son âge appartient à l’intervalle as-
socié àW−(t). De plus, l’âge du jeton est mis à jour en choisissant une valeur de façon
non-déterministe dans l’intervalle associé àW+. Comme dans tout système hybride, on
peut soit laisser passer du temps, soit franchir une transition.

Dans ce modèle, il n’y a généralement pas de notion d’urgence ni de politique de
mémorisation. Cependant, on trouve quand même quelques variantes, et la recherche est
encore très active quant à l’étude de problèmes de vérification des réseaux de Petri tem-
porisés. Parmi les principaux résultats, on peut citer [BHR08, AMM07, dFEVRMA00,
VRCGdFE99].

Là encore, pour des précisions et quelques résultats surles réseaux de Petri tempo-
risés, voir la section 2.3 de la thèse de Pierre-Alain Reynier [Rey07].

Réseaux de Petri hybrides et diff́erentiels temporiśes

Il existe de nombreuses autres extensions des réseaux de Petri, le plus souvent
classées dans ce qu’on appelle les réseaux de Petri hybrides. Le qualificatif “hybride”
a ici la même signification que pour les automates hybrides,dans le sens où le système
comporte à la fois une composante discrète et une composante continue. Cependant,
les définitions ne sont pas les mêmes. En effet, “discret” se réfère ici aux réseaux de
Petri classiques, alors que “continu” se réfère aux réseaux de Petri continus qui sont un
modèle à part entière. Les réseaux de Petri hybrides sont une combinaison de réseaux de
Petri classiques (i.e. discrets) et continus : certaines places et transitions sont discrètes,
et les autres sont continues.

Un réseau de Petri continu est composé uniquement de places continues et de tran-
sitions continues. Une place (respectivement, une transition) continue, ici, est une place
(respectivement, une transition) qui ne manipule que des fractions de jetons, et non pas
des jetons entiers. Ce modèle de réseaux de Petri continusa été introduit par René David
et Hassane Alla dans [DA87] ; ces mêmes auteurs ont également publié un livre sur les
réseaux de Petri hybrides et continus [DA05]. Dans cet ouvrage, on trouve une descrip-
tion d’une version temporisée des réseaux de Petri hybrides et continus, ainsi que de
nombreuses références à ce sujet.

Un autre modèle est celui des réseaux de Petri différentiels temporisés [DK96],
qui correspond à celui des automates hybrides dans lequel il n’y a pas de transitions
discrètes. Un réseau de Petri différentiel temporisé est constitué de transitions différen-
tielles et de places différentielles (dont le marquage peut être négatif). Chaque arc est
étiqueté par un flux de données et une vitesse de franchissement ; le flux de données
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Chapitre 5. Systèmes temporisés

est similaire à la quantité fractionnaire de jetons à manipuler, et couplé à la vitesse de
franchissement, régit la dynamique du système au moyen d’une équation différentielle.

Ce modèle, bien que déterministe, a la puissance des machines de Turing [HRS06] ;
ceci montre que les réseaux de Petri différentiels temporisés sont légèrement plus ex-
pressifs que les équations différentielles, puisque ceséquations définissent une théorie
décidable [BCGH07].

TVASS : VASS temporiśes [GS94]

Un autre modèle, que l’on peut également classer dans la famille des extensions tem-
porisées des réseaux de Petri, est celui des VASS temporisés, ou Timed VASS (TVASS).
Ce modèle a été introduit dans [GS94] sous le nom de Timed P/T Nets, puis repris
dans [Bér95] et [BFS09]. Il consiste en fait à combiner lesautomates temporisés avec
les VASS : on a donc des compteurs entiers, que l’on peut augmenter et dont on peut
vérifier s’ils sont plus grands qu’une constante donnée, et de façon disjointe, des hor-
loges réelles, qui augmentent constamment et uniformément et que l’on peut tester et
remettre à zéro comme dans les automates temporisés.

Bien qu’il ait été très peu étudié, ce modèle est intéressant puisqu’il combine deux
des modèles les plus connus : réseaux de Petri et automatestemporisés. Ces deux
modèles sont décidables et même vérifiables par model-checking. Leur combinaison
garde ces propriétés, comme on le verra dans la section 5.4.3. C’est en fait un cas par-
ticulier de Systèmes à Compteurs Temporisés, que l’on d´efinit et étudie dans la section
5.4.

5.3.3 Comparaison des systèmes temporiśes

Le diagramme 5.1 (page suivante) présente une hiérarchiepartielle des systèmes
temporisés mentionnés dans ce chapitre. Il n’a pas la prétention d’être exhaustif : une ab-
sence de chemin entre deux modèles signifie simplement que nous n’avons pas connais-
sance de l’expressivité comparée de ces deux modèles. Enparticulier, le fait que deux
modèles soient à la même hauteur n’indique pas nécessairement qu’ils sont incompa-
rables ou d’un pouvoir d’expression similaire. En revanche, une flèche “A → B” si-
gnifie que le modèleB peut simuler le modèleA, et un symbole entre deux modèles
indique qu’ils sont incomparables. De plus, le problème d’accessibilité est indécidable
pour les modèles situés au-dessus de la ligne pointillée, et est décidable pour ceux situés
en-dessous.
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Le sigle “TA” (Timed Automata) désigne les automates temporisés, et “PN” (Petri
Nets) désigne les réseaux de Petri.

Automates Hybrides

Hybrid PN
Systèmes à Compteurs

Temporisés

Timed PNTime PN

Differential PN

Timed VASS Event-clock TA Controlled TA

Continuous PN

Automates temporisés (TA )Interrupt TA

Protocol TA Integer-Reset TA

décidabilité

FIG. 5.1: Hiérarchie partielle des systèmes temporisés étudiés dans ce chapitre

Notons que ces comparaisons sont très délicates à présenter de façon aussi sim-
plifiée, du fait de l’importance que peut avoir la moindre variation dans la définition du
modèle ou de la relation de comparaison. Par exemple, les r´eseaux de Petri temporisés
(TdPN) sont incomparables avec les automates temporisés (TA) dans le cas général,
mais deviennent moins expressifs que les automates temporisés (en termes de langages)
dès que l’on borne le nombre de jeton maximum [BHR08].

5.4 Syst̀emesà Compteurs Temporiśes

Dans cette section, on introduit les Sytèmes à Compteurs Temporisés, appelés TCS
(pour Timed Counter Systems). Ils ont été introduits dans[BFS09], et sont une nou-
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velle classe de systèmes combinant compteurs et horloges.Naturellement, l’ensemble
des configurations d’un tel système est infini, et leurs problèmes d’accessibilité sont en
général indécidables. En utilisant la fameuse technique d’abstraction des horloges en
régions, introduite pour les automates temporisés, on s’intéresse au problème d’acces-
sibilité d’une configuration partielle, dans lequel on ne cherche pas à connaı̂tre la valeur
des horloges. On montre que ce problème est décidable pourtrois sous-classes : les
TVASS, les TCS bornés, et les TCS reversal-bornés. Tous ces résultats ont été publiés
dans [BFS09].

5.4.1 D́efinitions

Afin d’utiliser un modèle homogène pour des systèmes combinant compteurs et
horloges, on définit précisément, dans les deux paragraphes suivants, la façon dont on
manipule ces deux types de données. Ces définitions sont prioritaires sur celles définies
dans les préliminaires (section 1.3), dans le chapitre 4, et au début de ce chapitre.

Horloges. SoitX un ensemble dem variables réelles, appelléeshorloges. Unevalua-
tion d’horlogesurX est un vecteurx ∈ Rm

+ . Étant données une valuation d’horlogex

et une duréeτ ∈ R+, x+ τ est la valuation d’horloge définie par(x+ τ)i = xi+ τ pour
tout i ∈ [1, m].

SoitRX = GX × {0, 1}
m l’ensemble des opérations sur les horloges, où :

– GX est l’ensemble des contraintes d’horloges (ougardes) définies par la gram-
maire suivanteg ::= x1− x2 ⊲⊳ b | x ⊲⊳ b | g ∧ g | ¬g, avec⊲⊳∈ {<,≤,=,≥, >},
x, x1, x2 ∈ X, etb ∈ N.

– {0, 1}m, intuitivement, sélectionne les horloges à remettre à zéro.
Pour une gardeg ∈ GX et une valuation d’horlogex ∈ Rm

+ , on écritx |= g quand
la valuationx satisfait la gardeg. Par convention, quandX = ∅, alorsRX = {∅}.
Soit x,x′ ∈ Rm

+ et (g, λ) ∈ RX . Alors (x,x′) |= (g, λ) est défini par :x |= g et∀i ∈
[1, m], λi = 0 =⇒ x′

i = 0 etλi = 1 =⇒ x′
i = xi (ou plus simplement,x′

i = λixi).
Dans la suite, par souci de lisibilité, on suppose que les gardes sur les horloges ne

contiennent pas de contraintes diagonales (i.e. de la formex− y ⊲⊳ b), et ce, sans perte
de généralité : en effet, [BDGP98] donne une traduction des contraintes diagonales en
contraintes non-diagonales (i.e. de la formex ⊲⊳ b).

Compteurs. SoitY un ensemble den variables entières, appeléescompteurs. Uneva-
luation de compteurssurY est un vecteury ∈ Zn. SoitRY ⊆ Zn × Zn l’ensemble des
relations définissables par une formule de Presburger. Intuitivement, de telles relations
binaires décrivent l’effet des transitions sur les compteurs ; c’est-à-dire, pourr ∈ RY ,
(y,y′) ∈ r signifie que la valuation des compteurs esty avant la transition étiquetée
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par r, et y′ après cette transition. En fait, on encode les gardes et lesopérations sur
les compteurs par une seule formuler, dont les solutions sont(y,y′). Par convention,
quandY = ∅, alorsRY = {∅}.

Définition 5.5. Un Timed Counter System(TCS) est un quadruplet〈Q,X, Y, T 〉 où :
– Q est un ensemble fini d’états de contr̂ole
– T ⊆ Q× RX ×RY ×Q est un ensemble fini de transitions

Notons qu’un TCS est en fait la combination de deux modèles bien connus : les
automates temporisés (section 5.2) et les systèmes à compteurs (définition 4.1, avecL
la logique de Presburger). Avec les notations de cette section, on peut redéfinir ces deux
modèles comme suit :

Définition 5.6. Un automate temporiséest un TCSS dans lequelY = ∅. Un système à
compteursest un TCSS dans lequelX = ∅.

Pour étudier le comportement d’un TCS, on peut envisager trois points de vue, se-
lon les variables que l’on interprète. En effet, un TCS peutêtre analysé selon ses hor-
loges seulement, ou selon ses compteurs seulement, ou les deux à la fois. On dit qu’un
TCS interprété en fonction de ses horloges est un systèmede transitions d’horloges,
notéSThorl. De même, on dit qu’un TCS interprété en fonction de ses compteurs est
un système de transitions de compteurs, notéSTcptr. Si les horloges et les compteurs
sont interprétés en même temps, alors la sémantique totale d’un TCS est donnée par un
système de transitions, notéST .

Définition 5.7. La śemantique temporisée d’un TCSS = 〈Q,X, Y, T 〉 est donńee par
un coupleSThorl(S) = 〈Chorl,→horl〉, où :

– SChorl = Q× Rm
+ est l’ensemble des configurations

– →horl⊆ Chorl× (T ∪R+)×Chorl est la relation de transition composée de d́elais
et d’actions discr̀etes :

(q,x)→horl (q′,x′) ⇐⇒







(délai, not́e
τ
→horl )

q = q′ et∃τ ∈ R+ tel quex′ = x + τ

(action, not́ee
t
→horl )

∃t = (q, (g, λ), r, q′) ∈ T telle que(x,x′) |= (g, λ)

On remarque que siS est un automate temporisé, alorsSThorl(S) donne la sémantique
habituelle d’un automate temporisé.

Définition 5.8. La śemantique de comptage d’un TCSS = 〈Q,X, Y, T 〉 est donńee par
un coupleSTcptr(S) = 〈Ccptr,→cptr〉, où :
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– Ccptr = Q× Zn est l’ensemble des configurations

– →cptr⊆ Ccptr × T × Ccptr est la relation de transition d́efinie par(q,y)
t
→cptr

(q′,y′) ⇐⇒ ∃(q, (g, λ), r, q′) ∈ T telle que(y,y′) ∈ r

On remarque que siS est un système à compteurs, alorsSTcptr(S) donne la sémantique
habituelle des systèmes à compteurs.

Définition 5.9. La śemantique totale d’un TCSS = 〈Q,X, Y, T 〉 est donńee par un
coupleST (S) = 〈C,→〉, où :

– C = Q× Rm
+ × Zn est l’ensemble des configurations

– →⊆ C×(T∪R+)×C est la relation de transition composée de d́elais et d’actions
discr̀etes :

(q,x,y)→ (q′,x′,y′) ⇐⇒







(délai, not́e
τ
→ )

q = q′ ety = y′ et∃τ ∈ R+ tel que :

x′ = x + τ

(action, not́ee
t
→ )

∃t = (q, (g, λ), r, q′) ∈ T telle que :

(y,y′) ∈ r et (x,x′) |= (g, λ)

En utilisant ces dernières définitions, on peut formuler la relation entre ces séman-
tiques comme suit :

Proposition 5.10.SoitS = 〈Q,X, Y, T 〉 un TCS. Alors, on a :

1. Pour toute transitiont ∈ T ,
(q,x,y)

t
→ (q′,x′,y′) si et seulement si(q,x)

t
→horl (q′,x′) et (q,y)

t
→cptr

(q′,y′).

2. Pour tout d́elai τ ∈ R+,
(q,x,y)

τ
→ (q,x′,y) si et seulement si(q,x)

τ
→horl (q,x′).

Exemple de TCS
La figure 5.2 donne un exemple de TCS, avec deux états de contrôle q1, q2, deux

compteursy1, y2, et deux horlogesx1, x2. On considère la configuration initiale comme
étant dansq1 avecy1 = y2 = x1 = x2 = 0. On remarque quex2 n’apparaı̂t pas sur les
transitions, mais sert uniquement d’horloge de référence.

Ce TCS représente un service proposé sur la plupart des télévisions numériques : on
modélise ici une contrainte dans la location de films qu’un client peut effectuer depuis
sa propre télévision numérique. Ce modèle donne principalement les informations sui-
vantes : le nombre total de films qu’un client a loués jusqu’`a présent (y2), le nombre de
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films loués depuis 24 heures (y1), le temps écoulé depuis que le client utilise ce service
(x2), et le temps écoulé depuis la première location du jour (x1).

Typiquement, la propriété que ce modèle vise à vérifierest “Un client peut louer
au maximum 5 films dans une période de 24 heures”. On pourraitégalement modéliser
les tarifs, et en utilisantx2 et y2, offrir un film gratuit au bout de 30 locations durant
le premier mois d’abonnement. D’autres statistiques peuvent facilement être calculées
dans ce modèle, comme le nombre moyen de films qu’un client loue par tranche de 10
heures.

q1 q2

x′1 = 0
x′2 = 0
y′1 = 0
y′2 = 0

y′1 = 1 ∧ y′2 = y2 + 1
x′1 = 0

x1 ≥ 24

y1 < 6 ∧ y′1 = y1 + 1 ∧ y′2 = y2 + 1
x1 < 24

FIG. 5.2: Un exemple de TCS

Accessibilit́e

Un problème typique dans le domaine de la vérification est le problème d’accessibi-
lité 1.9, qui consiste à décider, étant données deux configurationsc et c′ d’un système,
s’il existe une exécution du système allant dec à c′. Ici, pour les TCS, on raffine ce
problème : au lieu de vérifier si une configuration complète est accessible, on va ne
s’intéresser qu’à la valeur des compteurs et à l’état decontrôle.

Formellement, soitS un TCS etST (S) = 〈C,→〉 sa sémantique totale. On dénote
par

∗
→ la fermeture réflexive transitive de→. De façon similaire, on définit

∗
→cptr pour

la sémantique de comptage.

On définit alors lesensembles d’accessibilitédeS comme suit :
– Reach(S, c0) = {c ∈ C | c0

∗
→ s}, pour toutc0 ∈ C

– Reachcptr(S, c0) = {c ∈ Ccptr | c0
∗
→cptr c}, pour toutc0 ∈ Ccptr

On s’intéresse ici au Problème d’Accessibilité avec Compteurs, que l’on définit
comme suit :

Problème d’Accessibilit́e avec Compteurs :
Données :Un TCSS, une configuration initialec0 deST (S), et une configuration
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(q,y) deSTcptr(S).
Question :Existe-t-il une valuation d’horlogesx telle que(q,x,y) ∈ Reach(S, c0) ?

Ce problème prend donc en compte les valuations de compteurs, mais pas d’ho-
loges. On préfère s’intéresser à cette version partielle du problème d’accessibilité (plutôt
qu’avec des configurations totales) parce que les horloges sont utilisées principale-
ment pour introduire des contraintes temporelles dans le comportement du système ;
par conséquent, dans une problématique de vérification,on n’a pas forcément besoin de
mémoriser leurs valeurs exactes.

On remarque que ce Problème d’Accessibilité avec Compteurs est une extension du
problème d’accessibilité 1.9 dans le cas des systèmes àcompteurs : la seule différence
est que l’on quantifie existentiellement sur la valuation d’horloges, afin que la configu-
ration d’arrivée corresponde à une configuration complète deC, et pas seulement de
Ccptr. On peut donc parler de ce Problème d’Accessibilité avec Compteurs aussi bien
pour les TCS que pour les systèmes à compteurs (ce qui se ramène au problème 1.9 dans
ce dernier cas).

Le Problème d’Accessibilité avec Compteurs est évidemment indécidable pour les
TCS, puisqu’il l’est déjà pour les systèmes à compteurs. Afin d’analyser les systèmes
à compteurs, des restrictions ont été données afin de lesrendre décidables, comme par
exemple les systèmes plats ou reversal-bornés, les VASS,etc. Comme on le montre dans
la section 5.4.2, certaines de ces restrictions peuvent être portées au niveau des TCS.
L’idée principale utilisée ici repose sur le fait que l’indécidabilité des TCS est causée
par la présence de compteurs ; c’est pourquoi on tire profit des résultats connus sur les
automates temporisés (détaillés dans la section 5.4.2)et sur certaines sous-classes des
systèmes à compteurs (rappelés dans la section 5.4.3).

5.4.2 Analyse des TCS par abstraction des horloges

On cherche à analyser les TCS pour résoudre des problèmesde vérification ; puisque
l’ensemble des configurations d’un TCS est infini, on ne peut pas essayer de les calculer.
Une méthode classique pour analyser de tels systèmes infinis consiste à trouver une abs-
traction finie, en utilisant par exemple des classes d’équivalence sur les configurations,
et ensuite à s’assurer que le problème d’accessibilité considéré peut être résolu en rai-
sonnant sur le système abstrait. L’approche utilisée icirepose sur cette idée ; cependant,
au lieu de raisonner sur des classes d’équivalence sur toutl’ensemble des configura-
tions, on n’abstrait que les valuations d’horloges. Pour cefaire, on construit ungraphe
des ŕegions, comme on le fait habituellement pour les automates temporisés.

On pourrait considérer l’approche duale : abstraire les compteurs d’abord, plutôt que
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les horloges. Les deux principales raisons pour lesquelleson ne cherche pas à abstraire
les compteurs sont (1) parce que les compteurs évoluent de façon discrète à travers les
formules étiquetant les transitions, et non pas constamment dans un espace dense en
restant dans un état de contrôle, et (2) parce que le graphedes régions a été étudié
depuis longtemps et s’est avéré efficace dans plusieurs outils2.

Construction du graphe des ŕegions

Soit S un TCS àm horloges. Soitmi la plus grande constante à laquelle chaque
horlogexi sera comparée dans les gardes, pour touti ∈ [1, m]. On considère la relation
d’équivalence sur les valuations d’horloges, telle qu’elle est définie dans [AD94]. Deux
valuations d’horlogesx etx′ dansRm

+ sont diteśequivalentes, ce que l’on notex ≈ x′,
quand les trois conditions suivantes sont vérifiées (où⌊v⌋ (respectivement,xvy) dénote
la partie entière (respectivement, fractionnaire) de tout v ∈ R) :

1. ⌊xi⌋ = ⌊x′
i⌋ ouxi,x

′
i > mi pour touti ∈ [1, m].

2. xxiy = 0 si et seulement sixx′
iy = 0 pour touti ∈ [1, m] tel quexi ≤ mi.

3. xxiy ≤ xxjy si et seulement sixx′
iy ≤ xx′

jy, pour touti, j ∈ [1, m] tel que
xi,xj ≤ mi.

Cette relation d’équivalence peut être étendue aux configurations deSThorl(S), en
précisant que(q,x) ≈ (q′,x′) si et seulement siq = q′ et x ≈ x′. On écrit [x] pour
désigner la classe d’équivalence à laquellex appartient. Unerégionρ est une classe
d’équivalence de valuations d’horloges ; l’ensemble de toutes les régions est notéR, et
est fini. On écrit indifféremmentx ∈ ρ et [x] = ρ.

Une propriété agréable de la relation d’équivalence≈ est qu’elle est compatible avec
les contraintes d’horloges (ce que l’on note(c.h.)) et avec l’écoulement du temps (ce
que l’on note(é.t.)) :

x ≈ x′ =⇒

{

(c.h.) ∀g ∈ GX , x |= g ⇐⇒ x′ |= g

(é.t.) ∀τ ∈ R+, ∃τ
′ ∈ R+ tel quex + τ ≈ x′ + τ ′

Ce deuxième point(é.t.) permet de définir une fonction “successeur” surR. Pour
une régionρ ∈ R, on noteSucc(ρ) l’ensemble de sessuccesseurs temporels, définis
comme suit :ρ′ ∈ Succ(ρ) ⇐⇒ ∃x ∈ ρ ∃τ ∈ R+ tel quex + τ ∈ ρ′. On est alors
capable de définir le graphe des régions deS :

Définition 5.11. SoitS = 〈Q,X, Y, T 〉 un TCS ; songraphe des régionsest le couple
GR(S) = S/≈ = 〈Γ,→GR〉 tel que :

2Les outils utilisent en fait des unions de régions, appeléeszones; mais le principe est le même.
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– Γ = Q×R est l’ensemble des configurations ; onécrit parfoisqx pour d́esigner
une configuration(q, [x])

– →GR⊆ Γ×T ×Γ est la relation de transition telle que∀t = (q, (g, λ), r, q′) ∈ T ,

(q, ρ)
t
→GR (q′, ρ′) si et seulement si∃ρ′′ ∈ Succ(ρ) tel que∀x′′ ∈ ρ′′, x′′ |= g et

x′ ∈ ρ′ et∀i ∈ [1, m], x′
i = λixi.

Un tel graphe graphe de régions est le même que celui habituellement défini pour
les automates temporisés ; sa particularité est que ses transitions sont étiquetées par des
relations sur les compteurs, qui n’ont pas encore été prises en compte jusqu’alors. La
prochaine étape est, bien entendu, d’utiliser ces relations sur les compteurs afin de se
rapprocher de la sémantique totale d’un TCS.

Le graphe des ŕegions est un syst̀emeà compteurs

On montre ici que le graphe des régions d’un TCS peut être analysé comme un
système à compteurs. Ensuite, on prouve que le problème d’accessibilité peut être porté
au niveau du graphe des régions.

Le graphe des régions bénéficie de la propriété suivante [AD94] :

Proposition 5.12. Soit S = 〈Q,X, Y, T 〉 un TCS,SThorl(S) = 〈Chorl,→horl〉 son
syst̀eme de transitions̀a horloges, etGR(S) = 〈Γ,→GR〉 son graphe des régions.
Alors, étant donńe un(q,x) ∈ Chorl, on a pour toutt ∈ T :

1. Si∃τ ∈ R+ et∃(q′,x′) tels que(q,x)
τ
→horl (q,x + τ)

t
→horl (q′,x′),

alors qx
t
→GR q

′
x′

2. Si∃q′
x′ tel queqx

t
→GR q

′
x′ ,

alors∃τ ∈ R+ et∃x′′ ∈ [x′] tels que(q,x)
τ
→horl (q,x + τ)

t
→horl (q′,x′′)

Cette propriété porte sur les transitions, et peut être naturellement étendue à des
suites de telles transitions, c’est-à-dire à des exécutions. On obtient alors la fameusebi-
simulationà temps abstraitentreSThorl(S) etGR(S), notée≃. De manière informelle,
SThorl(S) ≃ GR(S) signifie queSThorl(S) etGR(S) peuvent suivre exactement les
mêmes exécutions ; la seule différence avec une bisimulation normale est queGR(S)
ne mémorise pas les valuations d’horloges, mais seulementleurs classes d’équivalence.

Notons que puisque le graphe des régions a un nombre fini de configurations et
que ses transitions sont étiquetées par des relations surles compteurs, on peut le voir
comme un système à compteurs classique. En effet, on peut voirGR(S) comme un TCS
S ′ = 〈Q′, X ′, Y ′, T ′〉, oùQ′ = Q ×R, X ′ = ∅, Y ′ = Y etT ′ = T (avecRX′ = {∅},
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puisqueX ′ = ∅). Ainsi, on qualifiera indifféremmentGR(S) de TCS, de système à
compteurs, et de graphe de régions, et ce, sans perte de généralité.

On peut à présent prouver que l’on peut analyser un TCS à travers la sémantique
de comptage de son graphe des régions, en générant un système qui est une abstraction
exacte (par rapport à l’accessibilité avec compteurs seulement) de sa sémantique totale.
En effet, d’après les propositions 5.10 et 5.12, on déduitla propriété suivante :

Proposition 5.13.SoitS un TCS. On a alors que :

1. si(q′,x′,y′) ∈ Reach
(

S, (q,x,y)
)

, alors(q′
x′,y′) ∈ Reachcptr

(

GR(S), (qx,y)
)

2. si(q′
x′,y′) ∈ Reachcptr

(

GR(S), (qx,y)
)

, alors∃x′′ ∈ Rm
+ telle que(q′,x′′,y′) ∈

Reach
(

S, (q,x,y)
)

etx′′ ∈ [x′].

Le dessin sur la figure 5.3 montre les différentes façons d’interpréter un TCS, ainsi
que les relations existant entre elles. De plus, il illustrela proposition 5.13.

TCS :S

SThorl(S)

Sémantique

temporisée

ST (S)

Sémantique de comptage

GR(S)

Construction
du graphe

des régions

STcptr(GR(S))

≃

≃

Sémantique

totale

FIG. 5.3: Les liens entre les différentes sémantiques d’un TCS

SoitC une classe de TCS pour laquelle il existe un algorithme qui r´esoud le Problème
d’Accessibilité avec Compteurs pourGR(S), et ce pour toutS ∈ C. D’après la propo-
sition 5.13 et le fait qu’il existe une nombre fini de régions, on en déduit le théorème
principal :

Théorème 5.14.Le Probl̀eme d’Accessibilit́e avec Compteurs est décidable pourC.

Démonstration.Soit (q,x,y) un configuration initiale deST (S) et (q,y) une configu-
ration deSTcptr(S). Alors, d’après la proposition 5.13, on déduit qu’il existe une valua-
tion d’horlogesx′ telle que(q,x′,y′) ∈ Reach(S, (q,x,y)) si et seulement s’il existe
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une régionρ telle que((q, ρ),y′) ∈ Reachcptr(GR(S), (qx,y)) et x′ ∈ ρ. Puisqu’un
TCS donné génère un nombre fini de régions, si on suppose que le Problème d’Ac-
cessibilité avec Compteurs est décidable pour le système à compteursGR(S), alors le
Problème d’Accessibilité avec Compteurs est décidablepourS.

Dans la section suivante, on utilise ce théorème pour montrer que plusieurs des
restrictions menant à la décidabilité quand on étudie les systèmes à compteurs peuvent
être appliquées également aux TCS, dans le but d’obtenirla décidabilité du Problème
d’Accessibilité avec Compteurs.

5.4.3 Sous-classes de TCS

On peut à présent traiter le Problème d’Accessibilité avec Compteurs pour les TCS,
en fonction de la classe de systèmes à compteurs à laquelle le graphe des régions du TCS
appartient. Dans cette section, on introduit quatre sous-classes de TCS, dans l’optique
de résoudre le Problème d’Accessibilité avec Compteurs.

Machinesà compteurs temporiśees et TVASS

On définit ici la classe des machines à compteurs temporis´ees, qui sont une extension
des machines à compteurs d’Ibarra (définition 4.3). Une machine à compteurs est un
système à compteurs dont les formules étiquetant les transitions sont des translations
gardées ; on rappelle qu’une translation gardée (définition 4.2) est un triplet(≻, µ, γ),
oùy ≻ µ est la garde ety′ = y + δ est la translation de la valuation de compteurs.

En fait, on a défini une translation gardée comme une fonction t : Nn −→ Nn ;
on peut donc également la voir comme une relation surZn × Zn. En effet, pour une
translation gardéet : Nn −→ Nn et deux valuations de compteursy ety′, on a(y,y′) ∈
t si et seulement siy ∈ dom(t) et y′ = t(y). Ainsi, pour reprendre le formalisme des
TCS, une translation gardée est une relation de la forme

∧

i∈[1..n] yi ≻i µi∧y′
i = yi+γi.

Définition 5.15. Unemachine à compteurs temporiséeest un TCSS = 〈Q,X, Y, T 〉 tel
que pour toute transition(q, (g, λ), r, q′) ∈ T , r est une translation gard́ee.

On remarque que le Problème d’Accessibilité avec Compteurs reste indécidable
pour les machines à compteurs temporisées. Afin d’obtenirla décidabilité, une solution
est de restreindre les translations gardées, en particulier en interdisant les tests d’égalité
dans les gardes. Cette restriction nous ramène aux TVASS, qui sont une extension tem-
porisée des VASS, un modèle équivalent aux réseaux de Petri (voir sections 4.2 et 5.3.2).
Afin qu’ils correspondent au formalisme des TCS, on adapte ladéfinition des TVASS,
introduits sous le nom Timed P/T Nets dans [GS94]3 :

3En fait, le problème du vide d’un langage d’un TVASS a été prouvé décidable dans [GS94] et [Bér95].
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Définition 5.16. Un Timed Vector Addition System with States(abbŕevíe TVASS) est
une machinèa compteurs temporiséeS = 〈Q,X, Y, T 〉 telle que pour toute transition
(q, (g, λ), r, q′) ∈ T , r est une translation gard́ee(≻, µ, γ) telle que≻= (≥, . . . ,≥).

Propri étés d’un TCS et de son graphe des régions

On peut restreindre les systèmes à compteurs de plusieursfaçons afin d’obtenir la
décidabilité du Problème d’Accessibilité avec Compteurs. Tout d’abord, on remarque
que les restrictions définies précédemment restent valides lorsque l’on construit le graphe
des régions associé :

Proposition 5.17.SoitS un TCS. SiS est une machinèa compteurs temporisée (respec-
tivement, un TVASS), alors le systèmeà compteursGR(S) est une machinèa compteurs
(respectivement, un VASS).

Puisque le Problème d’Accessibilité avec Compteurs est décidable pour les VASS
[Kos82, May84], alors en utilisant le théorème 5.14, on endéduit que :

Théorème 5.18.Le Probl̀eme d’Accessibilit́e avec Compteurs est décidable pour les
TVASS.

Les deux définitions 5.15 et 5.16 sont des restrictions syntaxiques ; néanmoins, il
est possible de restreindre le comportement d’un TCS (c’est-à-dire, sa sémantique). On
dit qu’un couple(S, c0) est unTCS initialiśe (respectivement, unsyst̀emeà compteurs
initialisé), dans lequelS est un TCS (respectivement, un système à compteurs) etc0
la configuration initiale deST (S) (respectivement,STcptr(S)). Parmi les restrictions
possibles sur la sémantique, on peut considérer les TCS (respectivement, les systèmes à
compteurs) initialisés et bornés, pour lesquels toutes les valuations de compteurs restent
toujours en-dessous d’une certaine borne, dans toutes les exécutions possibles. D’après
le théorème 5.14, on en déduit que :

Proposition 5.19. Si un TCS initialiśe (S, c0) est borńe, alors le syst̀emeà compteurs
initialisé (GR(S), c′0) est borńe, avecc0 = (q,x,y) et c′0 = (qx,y).

Le Problème d’Accessibilité avec Compteurs est évidemment décidable pour les
systèmes à compteurs initialisés et bornés, puisqu’iln’y a qu’un nombre fini de confi-
gurations accessibles. On en déduit alors que :

Théorème 5.20.Le Probl̀eme d’Accessibilit́e avec Compteurs est décidable pour les
TCS initialiśes et borńes.

Enfin, on s’intéresse à une autre restriction sémantique, mais cette fois sur les ma-
chines à compteurs temporisées. Dans [Iba78], la classe des machines à compteurs
reversal-borńeesest introduite, et a été étendue dans [FS08]. Cette extension mentionne

123



Chapitre 5. Systèmes temporisés

qu’une machine à compteurs initialisée(S, c0) estk-reversal-b-bornéepourk, b ∈ N,
si dans toutes les exécutions deS partant dec0, chaque valuation de compteur alterne
au plusk fois entre des suites non-croissantes et non-décroissantes au-dessus d’une
borneb (voir la section 4.1). On étend naturellement cette notionaux machines à comp-
teurs temporisées ; on remarque qu’une machine à compteurs temporisée initialisée est
reversal-bornée si elle estk-reversal-b-bornée aveck, b ∈ N. D’après la proposition
5.13, on déduit que :

Proposition 5.21.Si une machinèa compteurs temporisée initialiśee(S, c0) est reversal-
bornée, alors la machinèa compteurs initialiśee(GR(S), c′0) est aussi reversal-bornée,
avecc0 = (q,x,y) et c′0 = (qx,y).

Puisque le Problème d’Accessibilité avec Compteurs est décidable pour les ma-
chines à compteurs reversal-bornées [FS08], on a que :

Théorème 5.22.Le Probl̀eme d’Accessibilit́e avec Compteurs est décidable pour les
machines̀a compteurs temporisées reversal-borńees.

Le tableau suivant résume les résultats de décidabilit´e que l’on vient d’obtenir :

Modèle Graphe des ŕegions P.A.C.
TCS SC Indécidable

TVASS VASS Décidable
MCT r.b. MC r.b. Décidable

TCS bornés SC bornés Décidable

FIG. 5.4: Récapitulatif des résultats de décidabilité surles TCS

Abbréviations utilisées dans ce tableau : P.A.C. = Probl`eme d’Accessibilité avec
Compteurs, SC = Systèmes à Compteurs, MC = Machines à Compteurs, MCT = Ma-
chines à Compteurs Temporisées, r.b. = reversal-bornées.

La classe des TVASS est récursive, ce qui est particulièrement intéressant du point de
vue de l’implémentabilité de ces résultats. On propose alors un algorithme (page 125)
qui résoud le Problème d’Accessibilité avec Compteurs pour cette classe. Cependant,
les deux autres classes décidables apparaissent moins intéressantes de ce point de vue,
puisqu’il est impossible de décider si un système est reversal-borné ou borné, dans le
cas général.
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Algorithme 5.1 : Résoud le Problème d’Accessibilité avec Compteurs pourles TVASS.
Entr ée : un TVASSS, une configuration(q,y), et une configuration initialec0
Sortie : la réponse à “Existe-t-il une valuationx telle que(q,x,y) ∈ Reach(S, c0) ?”

construireGR(S) = 〈Γ,→GR〉
Pour Tout q′

x
∈ Γ Faire

Si q′ = q Alors
Si (qx,y) ∈ Reachcptr(GR(S), c0) Alors

renvoyerVrai
Fin Si

Fin Si
Fin Pour
renvoyerFaux

Conclusion relative aux TCS

On a donc défini un nouveau modèle de systèmes combinant compteurs et horloges,
et prouvé que le Problème d’Accessibilité avec Compteurs est décidable pour trois de
ses sous-classes. D’autres sous-classes devraient être ´egalement intéressantes, notam-
ment les TCS plats, en suivant les approches proposées dans[CJ99] ou [BFLS05].

De plus, le théorème 5.14 peut être étendu à d’autres types de données que des
compteurs, comme par exemple des piles, des canaux non-fiables, etc.

Une autre direction de recherche consiste à étudier les liens possibles entre les comp-
teurs et les horloges d’un TCS, bien qu’il n’y en ait a priori aucun ; les deux paragraphes
suivants donnent quelques pistes de réflexion sur ces liens.

Influences des compteurs sur les horloges.En utilisant un encodage assez simple,
on peut simuler une opération permettant d’attendrey2 unités de temps, c’est-à-dire
d’effectuerxi := xi + y2, ∀xi ∈ X, y2 étant la valeur d’un compteur. Pour ce faire,
on a besoin d’une horloge supplémentairex1, qui vaudra0 à la fin de l’opération. De
plus, avec un compteur supplémentairey1, on peut éviter de modifier la valeur dey2

en la copiant dansy1 (sinony2 vaudra0 à la fin de l’opération). La figure 5.5 donne
l’encodage réalisant cette opération, en copiant la valeur dey2 dansy1.

De plus, on peut effectuer l’opérationx2 := y2 en se basant sur cet encodage : il
suffit de remettre l’horlogex2 à zéro au départ, en ajoutantx′2 = 0 sur la transition
sortant de l’état “init”. Cependant, cet encodage a pour effet secondaire d’augmenter
toutes les horloges dey2, ce qui montre les limites de ce genre d’encodage.

Simultanéité des oṕerations. Un autre type de lien entre compteurs et horloges con-
siste en la simultanéité des opérations sur les transitions. En effet, pour deux relations
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init fin

y′1 = y2

x′1 = 0
y1 = 0
x1 = 0

y1 > 0 ∧ y′1 = y1 − 1
x1 = 1 ∧ x′1 = 0

FIG. 5.5: Un TCS simulant l’opérationxi := xi + y2, ∀xi ∈ X \ {x1}

rX ∈ RX et rC ∈ RC , les valuations des horloges pourront être différentes selon
que l’on interprèterX avantrC ou non. Prenons un exemple : soitrX ≡ (x < 4) et
rC ≡ (y < 5 ∧ y′ = y + 1). Dans tous les cas, après interprétation des deux rela-
tions, on sait quey ≤ 5 ; par contre, la veleur dex dépend de l’ordre d’exécution. Si
l’on exécute une transition étiquetée à la fois parrX et rC , alorsx sera dans l’inter-
valle [0, 4[ après franchissement de la transition ; si on sépare cettetransition en deux,
la première étiquetée parrC et la suivante parrX , alors le résultat après franchissement
de la deuxième transition sera le même. Par contre, à l’inverse, si on exécute d’abordrX
puisrC , alorsx pourra valoir n’importe quel réel positif ! En effet, on pourra avoir un
délai entre les deux transitions, d’une durée arbitrairement grande.

D’autres liens existent probablement entre compteurs et horloges avec cette définition
de TCS, bien que l’on ait choisi de séparer les variables en deux ensembles disjoints,
chacun ayant une syntaxe et une sémantique indépendante de l’autre.

Pour aller plus loin, on pourrait envisager d’autoriser, par exemple, des gardes du
typex > y, c’est-à-dire de comparer une horloge à un compteur. Cette extension modifie
le graphe des régions, puisque les valeurs auxquelles sontcomparées les horloges ne
sont plus constantes. Ainsi, la région deviendrait de plusen plus petite à mesure que
y augmente, et on pourrait donc construire le graphe de régions dynamiquement, en
calculant les limites de telles régions lorsqu’elles convergent vers un point fixe.

On pourrait également considérer d’autres opérations,comme affecter une horloge
à un compteur (y := x). La réciproque pourrait être intéressante à étudierégalement,
en autorisant des opérations du typex := y : cela change de la simple remise à zéro
généralement autorisée sur les automates temporisés,mais on pourra s’inspirer de la
thèse de Patricia Bouyer [Bou02] pour ce genre de mise à jour des horloges avec d’autres
valeurs que0.
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Chapitre 6

Machinesà choix non-d́eterministe
d’incr ément dense

Dans ce chapitre, on étudie un modèle de systèmes à compteurs assez original, intro-
duit par Zhe Dang, Oscar H. Ibarra, Pierluigi San Pietro, et Gaoyan Xie [XDISP03]. Ce
modèle a été défini dans cet article, puis étendu dans [DISPX04] avec un ruban d’entrée
bidirectionnel contenant des mots réels séparés par desmarqueurs. Ces deux articles
étaient les seuls étudiant ce modèle, jusqu’à ce que nous décidions, avec Pierluigi San
Pietro, de clarifier et de formaliser les définitions, de lesétendre, et de compléter les
résultats de ces deux articles. Ce chapitre décrit ces travaux, publiés dans [BFSP09].

Une machine à choix non-déterministe d’incrément dense, notée DCM (pour Dense
Counter Machine), est une machine de Minsky pouvant en plus incrémenter ou décré-
menter ses compteurs d’une valeur réelle choisie de façonnon-déterministe sur l’inter-
valle ]0, 1[ . L’intérêt de telles machines est de pouvoir modéliser des systèmes hybrides
dans lesquels on peut faire des choix non-déterministes nepouvant pas être modélisés
facilement par des automates temporisés ou hybrides. Bienentendu, les problèmes non-
triviaux restent indécidables sur ce modèle ; cependant,on s’intéresse à des sous-classes
pour lesquelles la relation d’accessibilité reste décidable, comme les DCM reversal-
bornées.

On s’intéresse également aux DCM purement à choix dense,qui sont des DCM ne
pouvant pas incrémenter ni décrémenter de1. En effet, un compteur à choix dense est
par définition plus général qu’un compteur classique (discret). On montre alors que pour
les DCM purement à choix dense, même bornées, le problème d’accessibilité d’un état
de contrôle est indécidable (même pour quatre compteurspurement à choix dense et
bornés par1).

Afin de modéliser plus facilement les systèmes hybrides, on introduit la capacité de
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tester un compteur par rapport à une constante entière (pas seulement0). Ceci paraı̂t
légitime, puisque la plupart des modèles de systèmes à compteurs ont trivialement cette
capacité. Dans le cas des DCM reversal-bornées, cette extension pose des problèmes
techniques, mais on montre que les résultats de décidabilité restent les mêmes. Une des
causes de ces difficultés est que l’encodage intuitif pour simuler un test à une constante
k > 0 (i.e. plusieurs décréments et tests à0, suivis par des incréments pour restaurer la
valuation originelle du compteur) ne préserve pas le caractère reversal-borné. Toutefois,
on contourne ce problème au moyen d’une longue preuve technique, pour étendre un
résultat de [XDISP03], en montrant que la relation d’accessibilité d’une DCM avec un
compteur à choix dense et un nombre fini de compteurs à choixdense, reversal-bornés,
et testables à une constantek, reste définissable par une formule mixte.

Enfin, on caractérise la relation d’accessibilité des DCMreversal-bornées à l’aide de
la logiqueFO(R,Z,+, <). On prouve en effet que toute formule mixte est la relation
d’accessibilité d’une DCM reversal-bornée, ce qui complète le résultat réciproque de
[XDISP03].

6.1 Motivation

On rappelle qu’une machine de Minsky est unL -Système à Compteurs dans lequel
les relations deL sont de la forme(x′ = x+1), (x′ = x = 0), (x > 0∧x′ = x−1), ou
true. Bien que le problème d’accessibilité soit indécidabledans ces machines (avec au
moins deux compteurs), on souhaite étendre leur expressivité, et ce pour deux raisons.

Premièrement, si une machine de Minsky est reversal-born´ee, alors sa relation d’ac-
cessibilité devient calculable. Ainsi, on voudrait pouvoir utiliser un modèle plus puis-
sant que les machines de Minsky reversal-bornées, mais quireste décidable. Ce premier
point est détaillé dans les deux sections suivantes (6.2 et 6.3).

Deuxièmement, les machines de Minsky constituent un modèle très basique et fort
peu pratique pour modéliser ou exprimer des propriétés de haut niveau. C’est pour cette
raison que l’on introduit la possibilité d’utiliser des compteurs réels, et de choisir de
façon non-déterministe la valeur des incréments/décréments pour chaque transition. Le
restant de cette section est consacré à la discussion de ces deux extensions (compteurs
réels et choix non-déterministes).

Afin de manipuler des compteurs réels, on définit les machines de Minsky denses,
qui sont desL -Systèmes à Compteurs dans lesquels les relations deL sont de la forme
(x′ = x+r), (x′ = x = 0), ((x−r > 0∨x−r = 0)∧x′ = x−r), outrue, étant donné
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un ensemble fini de valeurs1 r ∈ Q+. Comme souvent dans les machines de Minsky, on
considère que la valuation initiale des compteurs est toujours0.

Cette première extension n’est pas vraiment plus puissante, puisqu’une machine de
Minsky peut simuler une machine de Minsky dense :

Proposition 6.1. Les machines de Minsky et les machines de Minsky denses sont bisi-
milaires.

Démonstration.Un sens est évident, en prenantr = 1. L’autre sens est un peu moins
direct, mais reste facile. Il suffit de simuler chaque instruction d’une machine de Minsky
dense par une machine de Minsky. Il y a quatre instructions àsimuler, et deux d’entre
elles le sont immédiatement :true et x′ = x = 0. Pour les deux autres instructions,
(x′ = x + r) et ((x − r > 0 ∨ x − r = 0) ∧ x′ = x − r), il suffit d’encoderr par
un entier. Chaque incrément/décrémentr ∈ Q+ peut être écritp

q
, avecp, q ∈ N. Puis-

qu’on connaı̂t tous lesr possibles à l’avance (dans la définition syntaxique du système),
on peut calculer pour chaquer un q′ ∈ N tel quer = pq′

qppcm
, où qppcm est le plus pe-

tit commun multiple de tous lesr. Ainsi, chaquer peut être représenté par un entier
non-négatifr′ = pq′, et les nouvelles valeurs des compteurs seront toutes multipliées
par le même facteurqppcm. À l’aide de cet encodage simple, on peut donc simuler une
instructionx′ = x + r par une suite der′ instructionsx′ = x + 1. De la même façon,
((x− r > 0∨ x− r = 0)∧ x′ = x− r) peut être simulé par une suite der′ instructions
(x > 0 ∧ x′ = x− 1).

Une autre façon d’étendre les machines de Minsky est de permettre, sur chaque tran-
sition, un choix non-déterministe de l’incrément/décrément. On appelle cette extension
une machine de Minsky à choix dense : on la définit comme unL -Système à Comp-
teurs dans lequel les relations deL sont de la forme(x′ = x + 1), (x′ = x = 0),
(x > 0∧x′ = x−1), (x′ = x+∆), ((x−∆ > 0∨x−∆ = 0)∧x′ = x−∆), outrue,
où∆ symbolise une valeurδ ∈ R+ choisie de façon non-déterministe. Le choix est fait
à chaque fois qu’une transition est franchie, de sorte que deux transitions consécutives
étiquetées parx′ = x + ∆ devraient avoir des valeurs différentes pour∆ : le choix est
aléatoire, et on ne connaı̂t pas la valeur choisie (bien quel’on puisse la vérifier a poste-
riori, à l’aide d’une transition et d’un compteur supplémentaires).

Ici, on ne considère que les exécutions de longueur finie : on montre que la valeurδ
peut être choisie sur]0, 1[ au lieu de toutR+ :

Proposition 6.2. Pour des ex́ecutions de longueur finie, toute machine de Minskyà
choix denseM pour laquelleδ ∈ R+ peutêtre simuĺee par une machine de Minskyà
choix denseM̃ pour laquelleδ ∈]0, 1[ .

1Notons que l’on prend ici les valeurs dansQ+ parce que les propriétés importantes sont (1) le ca-
ractère dense, et (2) une représentation effective de tout nombre rationnel (ce qui n’est pas le cas pour les
réels, en général).
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Idée de la preuve.Toute exécutione deM peut être simulée par une exécutionẽ de
M̃, éventuellement plus longue, pour laquelle les incréments δ appartiennent à l’inter-
valle ouvert]0, 1[ . Sans preuve formelle ni définition formelle des états de contrôle et
configurations, on montre que, par exemple, une transition de q versq′, étiquetée par
(x′1 = x1 + ∆), (x′2 = x2 + ∆), (x3−∆ > 0∨ x3−∆ = 0)∧ (x′3 = x3−∆), peut être
simulée dansM̃ (chaque∆ étant remplacé à chaque franchissement d’une transition
par unδ ∈ R+).

Premièrement,M̃ a une transition deq vers un nouvel état de contrôleq′′, étiqueté
par les même formules, mais avec0 < δ < 1. Deuxièmement,M̃ contient une transi-
tion deq′′ à q′′ lui-même (i.e. bouclante), elle aussi étiquetée par lesmêmes formules,
avec0 < δ < 1. Troisièmement,M̃ contient une transition deq′′ versq′ Étiquetée par
x′1 = x1, x′2 = x2, x′3 = x3. Par conséquent, une configurationc′ ayant pour état de
contrôleq′ et valuations de compteurs(x′1, x

′
2, x

′
3) ∈ R3

+ est accessible dansM depuis
une configurationc, d’état de contrôles et valuations de compteurs(x1, x2, x3) ∈ R3

+,
si et seulement sic′ est accessible dans̃M depuisc.

Ainsi, on ne perd pas en généralité quand on suppose que chaque incrément est dans
l’intervalle ]0, 1[ (du moins, pas tant que l’on considère des exécutions de longueur fi-
nie). De plus, un tel incrément borné permet un meilleur contrôle, avec une granularité
plus fine. Le fait est que, dans de nombreux systèmes réels,les variables représentent des
données physiques et sont donc bornées (par exemple, le niveau d’eau d’un réservoir,
qui est une valeur réelle non-négative ne pouvant pas dépasser la capacité du réservoir).
Il semble en effet difficile de modéliser ou de vérifier ce genre de comportement avec
un Système à Compteurs dont les incréments sont des réels non-bornés.

Enfin, on remarque que permettre des incréments dans l’intervalle ]0, p[ , pour un
p ∈ N donné, n’apporte aucune expressivité par rapport au cas où p = 1. Par exemple,
pour incrémenter un compteurx de n’importe quelle valeurδ avec0 < δ < p, il suffit
d’appliquer, dans une machine de Minsky à choix dense dont les incréments sont dans
]0, 1[ , une suite d’exactementp transitions (ce qui est possible, puisquep est fixé), cha-
cune de la formex′ = x+ δ, pour0 < δ < 1.

Dans la section suivante, on généralise et formalise la d´efinition des machines de
Minsky à choix denses dont on vient de montrer l’intérêt.

Exemple : syst̀eme producteur-consommateur. Un exemple d’application simple
de machine à compteurs réels est la version suivante du fameux système producteur-
consommateur, décrit dans [XDISP03]. Le système peut être dans l’un de ces trois états :
prod, conso, ou repos. Dans l’étatprod, il fabrique une ressource pouvant être stockée
et utilisée plus tard dans l’étatconso. La resource est un nombre réel représentant une
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repos prod

conso

true

x > 0
true

true x′ = x+ δ

x− δ ≥ 0 ∧ x′ = x− δ

FIG. 6.1: Une DCM modélisant un système producteur-consommateur

grandeur physique : par exemple, de l’essence ou de l’eau. Laproduction peut être
utilisée immédiatement, plus tard, ou jamais.

Un tel système peut se modéliser par un automate fini muni d’un compteur à choix
dense, comme montré surla figure 6.1. La ressource est additionnée au compteur lors-
qu’elle est produite, et soustraite lorsqu’elle est consommée.

Bien que l’on utilise un compteur réel, la variable continue (i.e. la ressource) ne
change que de façon discrète, par des incréments ou décréments arbitraires. Toute-
fois, cette modélisation reste acceptable dans de nombreux cas où la grandeur physique
modélisée change de façon continue, puisque les incréments et décréments peuvent être
arbitrairement petits.

De plus, puisque le compteur ne peut pas décroı̂tre en-deçà de zéro, le système
implémente naturellement la contrainte physique imposant que la consommation ne doit
jamais excéder la production. D’autres contraintes plus complexes sont décidables, no-
tamment si elles sont exprimables par des contraintes linéaires sur les valeurs de comp-
teurs. Par exemple, une requête décidable est de savoir sila production totale n’excède
jamais deux fois la consommation totale.

6.2 Définitions et propri étés des DCM

Dans la section 6.2.1, on définit les DCM, puis on s’intéresse à leurs variations,
notamment :k-testables, purement à choix dense, et discrètes. La section 6.2.2 est
consacrée à la définition et à l’étude des DCM reversal-bornées.

6.2.1 DCM etk-testabilité

SoitX un ensemble den variables, appeléescompteurs̀a choix dense(ou simple-
mentcompteursdans la suite de ce chapitre, sauf précision contraire). Les compteurs
à choix dense étaient appelés “compteurs denses” (densecounters) dans [XDISP03] :
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nous les rebaptisons afin de clarifier leur fonctionnement etleur rôle. Unevaluation de
compteursest une fonction qui associe à toutxi ∈ X une valeur dansR+. Puisqu’il n’y
a pas vraiment d’ambigüité et que la signification est évidente, nous faisons ici l’amal-
game entre compteur(s) et valuation(s) de compteurs, tous deux notésxi (ouX).

SoitG = {(x = 0), (x > 0), true} l’ensemble des gardes. On dit qu’une valuation
de compteursX satisfait une gardeg ∈ Gn, ce que l’on noteX |= g, quand la substitu-
tion de chaque compteur par sa valeur rend la formuleg vraie (comme d’habitude). Par
exemple, sin = 3 etg = (true, x2 > 0, x3 = 0), alors(6, 2, 0) |= g mais(6, 2, 1) 6|= g.

SoitA = {1,∆} l’ensemble des actions. Intuitivement,1 représente un incrément
ou décrément entier, et∆ représente un incrément ou décrément réel choisi de façon
non-déterministe.

Définition 6.3. Unemachine à choix dense(abbŕevíee DCM, pour Dense-choice Coun-
ter Machine) avecn > 0 compteurs est un coupleM = 〈Q, T 〉 où :

– Q est un ensemble fini d’états de contr̂ole, avec uńetatqfin ∈ Q dit final ;
– T ⊆ Q× Σ×Q est un ensemble fini de transitions, avecΣ = (G× Z×A)n

Une DCM est donc unL -Système à Compteurs avecL = (G × Z × A)n, dans
lequel on distingue un état de contrôle spécifiqueqfin.

Intuitivement, la composante entière deΣ, λ ∈ Zn, est un facteur qui détermine
si la transition incrémente ou bien décrémente un compteur, et de quelle valeur. Pa-
rallèlement, l’actiona ∈ An détermine si l’incrément ou décrément est une valeur
entière ou bien réelle.

Par souci de lisibilité, on écrit parfois les transitionsde manière plus simple, comme
x > 0 ∧ x := x+ 3δ, ce qui veut dire que la garde sur le compteurxi estgi = (x > 0),
que son facteur estλi = 3, et que son action estai = ∆.

Remarque : Nos transitions sont équivalentes à celles de [XDISP03, DISPX04], pour
lesquelles les auteurs utilisent la notion demode. Les modesstay, unit increment,
unit decrement,fractional increment, etfractional decrement sont, ici,
représentés respectivement par(λi = 0), (λi > 0 ∧ ai = 1), (λi < 0 ∧ ai = 1),
(λi > 0 ∧ ai = ∆), et(λi < 0 ∧ ai = ∆).

Remarque : Les transitions pour lesquellesλ ∈ {+1,−1}n sont juste un cas particu-
lier, et elles peuvent simuler toute combinaison linéairede la formex′i = xi+

∑m
j=1 λjδj,

pour un entierm et un ensemble de valeursδj ∈ ]0, 1[ donnés.

Comme habituellement en vérification, on interprète une DCM d’abord en spécifiant
une valuation initiale à chacun de ses compteurs ainsi qu’un état de contrôle initial, puis
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on laisse la machine fonctionner de façon non-déterministe. Le comportement d’une
DCM consiste principalement à choisir une transition dontla gardeg ∈ Gn est satisfaite
par la valuation courante des compteurs, et à mettre à jources valuations en allant vers
le nouvel état de contrôle.

Remarque : Dans une DCM, il y a bien deux sources distinctes de non-déterminisme.
La première est l’habituelle, qui consiste à avoir potentiellement plusieurs transitions
disponibles à un moment donné. La deuxième, elle, est sp´ecifique à ce modèle, et réside
dans le choix explicite de la valeur d’un incrément ou décrément réel. Ainsi, pour une
suite de transitions donnée, la première source de non-d´eterminisme est inhibée, mais
la deuxième persiste, faisant que les valuations de compteurs ne sont pas prévisibles.

Définition 6.4. La śemantique d’une DCMM = 〈Q, T 〉 est donńee par un système de
transitionsTS(M) = 〈C,→〉 où :

– C = Q×Rn
+ est l’ensemble des configurations

– →⊆ C × Σ× C est l’ensemble des transitions, défini par :

(q,X)
g,λ,a
−→ (q′, X ′) si et seulement si(q, (g,λ, a), q′) ∈ T et ∃δ ∈ R tel que

0 < δ < 1 ∧X |= g ∧X ′ = X + λu, avecu = a[∆← δ]

Pour une DCMM = 〈Q, T 〉 et son système de transitionsTS(M) = 〈C,→〉,
la relation d’accessibilité;M est la fermeture transitive et réflexive→∗ ; quand le
contexte est clair, on omet l’indiceM. Uneex́ecutiondeM est une séquence(q0, X0)→
(q1, X1) → . . . → (ql, X l), de longueurl ≥ 0. À cause du non-déterminisme inhérent
à une DCM, on ne s’intéresse qu’aux exécutions se terminant dans l’état finalqfin ∈ Q.
Formellement, une exécution deM est diteacceptantesi elle est de la forme(q,X)→∗

(qfin, X
′), quels que soientq ∈ Q etX,X ′ ∈ Rn

+ ; on dit également queM accepte
cette exécution. On dit qu’une DCMM rejetteune exécution(q,X) →∗ (q′, X ′), si
q′ ∈ Q est un état “puits” mais non-final (c’est-à-dire que l’ex´ecution ne pourrait pas
être étendue en une exécution acceptante).

On rappelle que l’ensemble des couples
(

(q,X), (q′, X ′)
)

∈ C×C tels que(q,X) ;

(q′, X ′) est appelé larelation d’accessibilit́edeM (parfois appeléebinary reachability,
en anglais).

L’exemple sur la figure 6.1 est une DCM, si l’on supprime la gardex−δ ≥ 0 (la ma-
chine rejette les exécutions dans lesquelles cette garde n’est pas vérifiée, de toute façon).

Bien qu’une DCM n’ait qu’un ensemble restreint d’opérations possibles sur les
compteurs, elle peut effectuer des macro-opérations telles que remettre à zéro la valeur
d’un compteur (reset), copier la valeur d’un compteur dans un ou plusieurs autres
compteurs (copy), additionner la valeur d’un compteur à celle d’un autre (add), sous-
traire la valeur d’un compteur à celle d’un autre (minus), comparer les valeurs de deux
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q q′
x = 0

x := x− δ

(a) Remise à zéro d’un compteur

q q′
reset(y)

reset(z)
x = 0 z = 0

x := x− δ
y := y + δ
z := z + δ

x := x+ δ
z := z − δ

(b) Copie d’un compteur dans d’autres

q q′
y = 0

x := x+ δ
y := y − δ

(c) Addition d’un compteur à un autre

q q′
y = 0

x := x− δ
y := y − δ

(d) Soustraction d’un compteur à un autre

FIG. 6.2: Encodages des opérationsreset, copy, add, etminus

compteurs, etc. Voici les encodages de ces quatre premières opérations, que nous utili-
sons comme des raccourcis syntaxiques.

On représente parq q′
reset(x)

, q q′
copy(x, y)

, q q′
add(x, y)

, et q q′
minus(x, y)

les
DCM sur les Figures 6.2a, 6.2b, 6.2c, et 6.2d (respectivement).

SoitG′
k = {(x = i), (x < i), (x > i), true}i∈[0,k], pour unk ∈ N donné. Une DCM

dont l’ensemble des gardes est inclus dansG′
k est appelée unek-DCM. Les compteurs

d’unek-DCM sont ditsk-testables. On souligne le fait que toute DCM est une0-DCM,
et que les compteurs à choix dense sont0-testables, sauf mention contraire.

Proposition 6.5. Toutek-DCM peutêtre simuĺee par une DCM, pour unk ∈ N donńe.

Démonstration.Il y a trois sortes de tests supplémentaires dans les gardes: x < k,
x > k, etx = k, pour unk ∈ N donné. On montre comment encoder chacun d’eux en
utilisant seulement des testsx = 0 etx > 0.

Un testx < k, représenté par une transitionq q′
x < k , peut être simulé par

l’encodage suivant :

Notons que pour éviter de modifier la valeur dex, on la copie dans un autre compteur
y en utilisant l’encodage de la Figure 6.2b. De manière plus simple, un testx > k (res-
pectivement,x = k) peut être simulé par une suite dek décréments de1, suivie par un
testx > 0 (respectivement,x = 0). On remarque également que le testx < 0 ne pourrait
jamais être vérifié, puisqu’un compteur ne peut pas prendre de valeurs négatives : la ma-
chine rejetterait une telle exécution avant même d’êtrecapable d’effectuer ce test.
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s

s′

copy(x, y) y := y − 1 y := y − 1

y := y − δ

y = 0

y := y − δ

y = 0

y := y − δ

y = 0

y := y − δ

y = 0

k − 1 décréments de1

FIG. 6.3: Une DCM simulant un test de la formex < k

Définition 6.6. SoitM une DCM. Un compteurxi deM estpurement à choix densesi
et seulement siai = ∆ dans chaque transition (c’est-à-dire qu’il n’est jamais incŕement́e
de1 ni décŕement́e de1). Réciproquement, un compteurxi est(purement) discretsi et
seulement siai = 1 dans chaque transition (c’est-à-dire que c’est un compteur clas-
sique). SiM contient seulement des compteurs purementà choix dense, on l’appelle
uneDCM pure. SiM contient seulement des compteurs discrets, on l’appelle une ma-
chine à compteurs (discrète), correspondant̀a la définition 4.3.

6.2.2 DCM reversal-borńees

On étend à présent la définition de compteurs reversal-bornés de [Iba78] aux DCM.
SoitM = 〈Q, T 〉 une DCM,q, q′ ∈ Q, et r ∈ N. On appellerenversementle passage
des facteursλi, entre deux transitions, d’une valeur non-négative à unevaleur posi-
tive, ou d’une valeur négative ou nulle à une valeur positive, pour uni donné. Sur une
exécution deq à q′, un compteurxi estr-reversal-borńes’il y a au plusr reversements
tout au long de l’exécution, et ce, pour touti. Un compteurxi estreversal-borńe (noté
r.b.) s’il existe unr tel quexi estr-reversal-borné sur toute exécution acceptante deM.
M est une machine reversal-bornée à choix dense, notéer.b. DCM, si chaque compteur
deM est reversal-borné.

Un compteur qui n’est pas nécessairement reversal-bornéest ditlibre.

Dans ce modèle, on peut effectivement décider si un compteur estr-reversal-borné,
en utilisant un état de contrôle pour symboliser le fait que les transitions incrémentent
(λi > 0) ou décrémentent (λi < 0) le compteurxi. Ainsi, on peut utiliser des états
de contrôle supplémentaires pour se souvenir de chaque renversement, et rejeter une
exécution si elle contient plus der renversements.

Tout comme dans le cas de compteurs discrets, on peut toujours supposer quer = 1.
En effet, chaque suite de “incréments, puis décréments”peut être simulée par un comp-
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teur1-reversal-borné, et ainsi, un compteur effectuantr renversements peut être simulé
parr compteurs1-reversal-bornés.

Grâce à [XDISP03], on sait que la relation d’accessibilité d’une DCM reversal-
bornée, augmentée d’un compteur libre, peut être définie par une formule mixte, dont la
satisfiabilité est décidable (voir la section 6.4 pour desdétails sur les formules mixtes).
Ce résultat est énoncé dans [XDISP03] comme suit :

Proposition 6.7. La relation d’accessibilit́e d’une DCM avec un compteur 0-testable
libre et un nombre fini de de compteurs r.b.k-testables est d́efinissable par une formule
mixte,étant donńek ≥ 0.

Cependant, on a étendu les gardes des DCM pour qu’elles puissent comparer un
compteur à une constante entière donnée. Dans la proposition 6.5, on a prouvé que cette
extension n’est pas plus puissante dans le cas général ; mais c’est loin d’être évident
quand on se limite aux DCM reversal-bornées. En effet, la preuve de la proposition 6.5
utilise un encodage qui ne préserve pas le caractère reversal-borné.

On prouve à présent, dans le théorème 6.7, que cette extension à lak-testabilité n’est
en fait pas plus puissante dans le cas des r.b. DCM, là non plus, pour peu que l’on se
permette d’utiliser beaucoup plus de compteurs. Mais avantcela, quelques définitons
techniques sont requises.

Pour tout réelx, on définitfr(x) = 0 si ⌊x⌋ = x (i.e.,x est un entier), etfr(x) =
1/2 sinon.Étant donné un ensemble finiQ (les états de contrôle deM) et un entier
k > 0, soit Q′ = Q × ({0 . . . k} × {0, 1/2})n. Une DCMM′ = 〈Q′, T ′〉 munie
den compteurs0-testables est appelée uneDCM à tests finis. Une configuration〈≪
q, (d1, f1), . . . , (dn, fn) ≫, X〉 deM′ est consistantesi, pour tout1 ≤ i ≤ n, soit
(xi ≤ k ∧ di = ⌊xi⌋ ∧ fi = fr(xi)) soit (xi > k ∧ di = k ∧ fi = 1/2) est
vrai. Ainsi, dans une configuration consistante, la comparaison d’un compteur à une
constantej ≤ k donne le même résultat qu’un test sur les composantesd et f de l’état
de contrôle.

En général,M′ peut aussi atteindre des configurations inconsistantes. Une exécution
deM′ estconsistantesi elle ne passe que par des configurations consistantes.

Maintenant, on a besoin d’un lemme technique que l’on peut énoncer comme suit :

Lemme 6.8. Pour toutek-DCMM à n compteurs, il existe une DCM̀a tests finisM′

à n compteurs telle que : (1) le compteurxi deM′ est r.b. si le compteurxi deM
est r.b., (2) toute ex́ecution deM est aussi une exécution deM′, et (3) une ex́ecution
consistante deM′ est aussi une exécution deM.

Démonstration.Plus formellement, l’énoncé que l’on prouve est le suivant.
SoitM = 〈Q, T 〉 une DCM munie den compteursx, k-testables, pour unk > 0 donné.
Alors, il existe une DCM à tests finisM′ = 〈Q′, T ′〉 àn compteurs0-testables telle que :
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1. si le compteurxi deM est r.b. alors le compteurxi deM′ est lui aussi r.b.

2. pour toute exécution deM de longueurl ≥ 0

〈q1, X1〉 →l
M 〈q

l, X l〉,

il existe une exécution de longueurl pourM′

〈≪ q1, (d1
1, f

1
1 ), . . . , (d1

n, f
1
n)≫, X

1〉 →l
M′ 〈≪ ql, (dl1, f

l
1), . . . , (d

l
n, f

l
n)≫, X

l〉.

3. pour chaque exécution consistante deM′ de longueurl ≥ 0

〈≪ q1, (d1
1, f

1
1 ), . . . , (d1

n, f
1
n)≫, X

1〉 →l
M′ 〈≪ ql, (dl1, f

l
1), . . . , (d

l
n, f

l
n)≫, X

l〉,

il existe une exécution de longueurl pourM, de la forme

〈q1, X1〉 →l
M 〈q

l, X l〉.

L’idée de la preuve est de construireM′ pour qu’elle réplique le comportement de
M, en représentant les variations des valeurs de compteurs par ses états de contrôle.
Par simplicité, on ne considère que le casn = 1, mais la preuve peut être facilement
généralisée à n’importe quel nombre fini de compteurs. Ainsi, un état de contrôle de
Q′ est un triplet≪ q, d, f ≫, où q ∈ Q, d est un entier dans0, . . . , k et f vaut soit
0 soit 1/2. La composanted est utilisée comme un compteur discret allant de0 à k,
supposé représenter⌊x1⌋. La composantef , quant à elle, représente la partie décimale
(ou fractionnelle) dex1 : f = 0 si ⌊x1⌋ = x1, et f = 1/2 sinon. La définition deT ′

est telle que toutes les comparaisons d’un compteurx à une constante0 < j ≤ k sont
éliminées et remplacées par des tests surd etf (c’est-à-dire sur la structure de contrôle).
Par exemple, un testx > j est remplacé par un testd > j ∨ (d = j ∧ f = 1/2). Seuls
les tests à 0 sont dupliqués dansT ′.

Formellement,T ′ est défini comme suit.
Soit (q, (g, λ, a), q′) ∈ T . On définitg′1 comme valanttrue si g1 vauttrue, x1 < j,

x1 = j, oux1 > j, et ce pour toutj > 0 ; dans le cas contraire, on définitg′1 comme
valantx1 = 0 ou x1 > 0 si g1 vaut, respectivement,x1 = 0 ou x1 > 0. Ainsi, g′1
est obtenu depuisg1 en éliminant toutes les comparaisons à une constantej > 0. Pour
chaqued ∈ {0, . . . , k}, f ∈ {0, 1/2}, si l’une des conditions suivantes est vraie :

– g1 = true, ou
– g1 = (x1 < j) etd < j, ou
– g1 = (x1 = j) etd = j ∧ f = 0, ou
– g1 = (x1 > j) etd > j ∨ (d = j ∧ f = 1/2),

alors (≪ q, d, f ≫, (g, λ, a),≪ q′, d′, f ′ ≫) ∈ T ′ pour chaqued′ ∈ 0, . . . , k, f ′ ∈
{0, 1/2} tel queλ′1 = λ1 ∧ a

′
1 = a1 et l’une des cinq conditions suivantes est vraie :
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1. λ1 = 0 ∧ d′ = d ∧ f ′ = f (modestay)

2. λ1 = 1∧a1 = 1∧
(

(d < k∧d′ = d+1∧f ′ = f)∨ (d = k∧d′ = d∧f ′ = 1/2)
)

(modeinteger increment)

3. λ1 = −1 ∧ a1 = 1 ∧

(

(0 < d < k ∧ d′ = d − 1 ∧ f ′ = f) ∨
(

d = k ∧ d′ =

d ∧ (f ′ = 1/2 ∨ f ′ = 0)
))

(modeinteger decrement)

4. λ1 = 1∧ a1 = ∆∧
(

(f = 0∧ d′ = d∧ f ′ = 1/2)∨ (f = 1/2∧ d′ = d+1∧ f ′ =

0)∨ (f = 1/2∧ d′ = d+1∧ f ′ = 1/2)∨ (f = 1/2∧ d′ = d∧ f ′ = 1/2)
)

(mode

fractional increment)

5. λ1 = −1∧a1 = ∆∧
(

(f = 0∧d > 0∧d′ = d−1∧f ′ = 1/2)∨ (f = 1/2∧d >

0 ∧ d′ = d − 1 ∧ f ′ = 1/2) ∨ (f = 1/2 ∧ d′ = d ∧ f ′ = 0) ∨ (f = 1/2 ∧ d′ =

d ∧ f ′ = 1/2)
)

(modefractional decrement)

On remarque que dans les cas (4) et (5), il peut y avoir plus d’une alternative
qui soit vraie (c’est-à-dire, dans les disjonctions entreparenthèses), ce qui correspond
aux choix non-déterministes deM′. De plus, dans le cas (5) (modefractional
decrement), si f = 0 ∧ d = 0 alorsM′ rejette l’exécution, puisqu’il n’y a pas d’al-
ternative possible.

Cette définition implémente l’élimination des tests. Soit (≪ q, d, f ≫, (g′, λ, a),≪
q′, d′, f ′ ≫) ∈ T ′. Si le test originelg1 compare à une constantej > 0, alorsg′1 ne
nécessite qu’un test sur les composantesd andf , mais pas surx1. Sinon, sig1 est un
test à 0, alorsg′1 est un testx1 = 0, mais la structure de contrôle doit également vérifier
qued et f valent 0. Similairement, sig1 vaut x1 > 0, alorsg′1 vaut aussix1 > 0 et
d > 0 ∨ (d = 0 ∧ f = 1/2) doit être vérifié. Ceci entraı̂ne que si, durant une exécution,
on rencontre un testx1 = 0 pendant quex1 = 0 ∧ (d > 0 ∨ f = 1/2), alorsM′ rejette
l’exécution.

On montre maintenant que la machine qu’on vient de définir respecte les trois points
énoncés par ce lemme.

La condition (1) est immédiate, puisque l’on peut effectivement vérifier si un comp-
teur estr-reversal-borné, pour unr ≥ 0 donné, en observant quand les transitions
incrémentent (λi > 0) ou décrémentent (λi < 0) chaque compteurxi. Ainsi, on peut
utiliser des états de contrôle supplémentaires pour se souvenir de chaque renversement,
et rejeter si le nombre de renversements dépasser.

La condition (2) du lemme est évidente, puisque, par construction, chaque transi-
tion dans une exécution deM peut être dupliquée dans une exécution deM′. Ainsi,
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une exécution deM est également une exécution deM′, en ajoutant les composantes
requises dans les états de contrôle.

La condition (3) suit elle aussi, puisque dans une configuration consistante, chaque
comparaison d’un compteur à une constantej telle que0 < j < k est équivalente à
un test sur l’état de contrôle. Ainsi, une exécution consistante dansM′ peut aussi être
dupliquée dansM.

En général, une exécution d’une DCM à tests finis (telle que ci-dessus) n’estpas
forcément une exécution deM, puisqueM′ n’est pask-testable à proprement parler,
bien qu’elle puisse tester les composantesd et f de ses états de contrôle. En effet, les
modesfractional increment et fractional decrement peuvent mener
à une configuration inconsistante, dans laquelle la valeurd’un compteurxi n’est pas
compatible avec la valeur desièmes composantes ded et f . Par exemple, on pourrait
atteindre une configuration dans laquellex ≤ j et d > j, étant donnéj > 0. C’est
pourquoi les tests surd etf peuvent ne pas donner les mêmes résultats que les tests sur
la valeur dex, et ainsi l’exécution pourrait être possible dansM′ mais pas dansM.

Lemme 6.9.Une DCMM = 〈Q, T 〉 avec un compteur libre 0-testable etn compteurs
1-r.b. k-testables est́equivalentèa une DCMM0 = 〈Q0, T 0〉 avec un compteur libre
0-testable et2n+ 2k(n+ 1) compteurs r.b. 0-testables.

L’idée de la preuve, détaillée ci-après, est la suivante. On commence par construire
une DCM à tests finisM′ comme dans le lemme 6.8 ; elle servira d’intermédiaire. en-
suite, on définitM0 comme ayant ses exécutions séparées en deux phases.

La première phase simule une exécution deM′ sur lesn premiers compteurs, en
utilisant des tests sur les états de contrôle plutôt que de véritables tests sur les compteurs
aux positions1 à n. Cependant, durant cette phase de simulation,M0 duplique les
valeurs desxi dans lesn(k + 1) premiers compteurs supplémentaires.

La deuxième phase vérifie que l’exécution simulée deM′ est bien consistante, en
inspectant les valeurs stockées dans les compteurs suppl´ementaires, et rejetant l’exécu-
tion si et seulement si la simulation n’était pas consistante. C’est-à-dire, elle vérifie que
siM0 entre dans une configuration oùdi = j ∧ fi = 1/2, alorsj < xi < j + 1.
Remarquons au passage que les compteurs additionnels sont toujours reversal-bornés.

Par conséquent,M0 simuleM fidèlement.
Au début, la preuve suppose quelques restrictions sur le comportement des comp-

teurs et sur les tests ; ces hypothèses sont ensuite levées, à la fin de la preuve.

Démonstration.Supposons que tous les compteurs r.b. deM sont en fait 0-reversal,
c’est-à-dire qu’ils ne subissent aucun renversement : le compteur ne peut jamais revenir
à une valeur qu’il a déjà eue. Supposons aussi que ces compteurs r.b. partent de 0, dans
M. Supposons également qu’il n’y a aucun test d’égalité àune constantej > 0, c’est-
à-dire que seuls les testsx > j oux < j sont autorisés. Supposons enfin queM n’a pas
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de compteur libre, et n’a donc quen compteurs 1-r.b.k-testables. Toutes ces hypothèses
seront supprimées à la fin de la preuve.

SoitM′ = 〈Q′, T ′〉 une DCM à tests finis qui vérifie le lemme 6.8.
On considère maintenantM0.
SoitQ0 = Q′×{SIMUL, CHECK}. SiM démarre dans un étatq0, avec tous ses compteurs

initialement nuls, alorsM0 démarre dans l’état≪ (q0, (0, 0)n), SIMUL ≫, avec tous ses
compteurs initialements nuls.
M0 fonctionne en deux phases : d’abord dans une phase de simulation SIMUL, puis

dans une phase de vérificationCHECK. De façon correspondante,T 0 est l’union des deux
ensembles de transitionsTSIMUL etTCHECK.

La phaseSIMUL simule une exécution deM′ sur lesn premiers compteurs, en utilisant
des tests sur la structure de contrôle plutôt que des testssur les compteurs en position 1
à n. Cependant, durant cette phase,M0 duplique les valeurs stockées dansxi dans les
n(k + 1) premiers compteurs supplémentaires.

La phaseCHECK vérifie que l’exécution simulée deM′ est bien consistante, en vérifiant
les valeurs des compteurs supplémentaires, et en rejetantl’exécution si et seulement si
elle n’est pas consistante (par exemple en vérifiant que siM0 atteint une configuration
dans laquelledi = j ∧ fi = 1/2, alorsj < xi < j + 1). Ainsi,M0 peut simuler
fidèlementM.

Par souci de clarté, on utilise un encodage pour les positions des compteurs ; soit
p(i, j) = n + (i − 1) ∗ (k + 1) + j + 1, pour tout1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ k. Ainsi,
p(1, 0), p(1, 1), . . . , p(1, k) sont les indices des compteursxn+1, xn+2, . . . , xn+k+1, et
p(2, 0), p(2, 1), . . . , p(2, k) sont les indices des compteursxn+k+2, xn+k+3, . . . , xn+2k+2,
etc.

TSIMUL est défini comme suit.

1. pour tout(q′1, (g
′,λ, a), q′2) ∈ T

′, la transition(≪ q′
1
,SIMUL ≫, (g′,λ0,a0),≪ q′

2
,SIMUL ≫)

est dansTSIMUL, si et seulement si, pouri tel que1 ≤ i ≤ n :
– λ0

i = λi, a
0
i = ai ;

– λ0
p(i,0) = · · · = λ0

p(i,di−1) = 0 (les compteurs correspondants ne bougent pas) ;
– si q′1 ne vérifie pasdi = k ∧ fi = 1/2, alorsλ0

p(i,di+1) = λ0
p(i,di+2) = λ0

p(i,k+1) =
λi, ap(i,di+1) = ap(i,di+2) = ap(i,k+1) = ai (les compteurs correspondants font le
même mouvement quexi) ;

– si q′1 est tel quedi = k ∧ fi = 1/2, alorsλ0
p(i,di+1) = 0.

2. pour toutq′ ∈ Q′, (≪ q′, SIMUL ≫, (true, 0, a),≪ q′, CHECK ≫) appartient à
TSIMUL, quel que soita (où 0 (respectivement,true) est le vecteur contenant 0
(respectivement,true) dans chaque composante).

3. aucune transition autre que celles définies en (1) et (2) n’appartient àTSIMUL.

La signification des transitions définies en (2) est de faireentrerM0 dans la phase
CHECK, qui sert à vérifier que les tests sur la structure de contrˆole utilisés dans la phase
SIMUL étaient corrects.
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Sans définirTCHECK formellement, on décrit commentM0 peut vérifier quej < xi <
j + 1 quand elle atteint une configuration oùdi = j ∧ fi = 1/2, pour touti, 1 ≤ i ≤ n
et pour toutj, 0 ≤ j ≤ k. La valeur dexi au moment précis où cette configuration
est atteinte est encore stockée dansxp(i,j). Puisque le compteurxi ne peut par effectuer
de renversement, alors pour s’assurer que la configuration ´etait consistante avecxi à ce
moment-là, il suffit de s’assurer quej ≤ xp(i,j) < j+1, et rejeter l’exécution si ce n’est
pas le cas.

Soit zi,j la valeur desxp(i,j) quandM0 arrive dans la phaseCHECK.M0 décrémente
xp(i,j) d’exactementj (avec une suite de décréments de1). Si la machine ne rejette
pas, alorszi,j ≥ j. Dans ce cas, pour s’assurer quezi,j < j + 1 (i.e. 0 ≤ xp(i,j) < 1
pour la valeur courante dexp(i,j)), siM0 vérifie xi,j+1 = 0 alorszi,j = j. Sinon,M0

décrémentexp(i,j) de∆ pour le mettre à zéro, et rejette l’exécution si cette remise à zéro
non-déterministe échoue. Ainsi, le seul cas où il existeune exécution non-rejetée est
quand il existeδ, 0 < δ < 1 tel quexp(i,j) = δ.M0 répète cette procédure pour tout
i, 1 ≤ i ≤ n et pour toutj, 0 ≤ j ≤ k. Enfin,M0 termine son exécution. Il est clair que
siM0 termine son exécution sans la rejeter, c’est que les tests originels deM ont été
devinés correctement parM0.

L’interdiction d’utiliser des tests d’égalité peut être levée en remarquant qu’un test
xi = k est remplacé dansM0 par un testdi = k ∧ fi = 0. Il suffit donc que la ma-
chine marque, dans son état de contrôle, la valeur defi quanddi devient égal àj. Si
fi = 0, alors la phaseCHECK ne devrait s’assurer que dezi,j = j, plutôt que de vérifier si
j ≤ zi,j < j + 1.

La restriction d’avoir seulement des compteurs 0-reversalpeut être éliminée en ajou-
tantn(k+1) compteurs 1-r-b. 0-testables dansM0, et en étendant la phaseSIMUL à l’uti-
lisation de ces compteurs supplémentaires. Soitp̃(i, j) la valeurn + n(k + 1) + (i −
1) ∗ (k+ 1)+ j+ 1. Chaque compteurxp̃(i,j) effectue le même mouvement quexi, avec
0 ≤ j ≤ k et 1 ≤ i ≤ n, tant quexi est dans une phase croissante (c’est-à-dire que
λ0(p̃(i, j)) = λ(i)). Quand la phase décroissante commence pourxi,M0 étant dans
un état≪ q, d1, . . . , dn, f1, . . . , fn ≫, alorsSIMUL agit sur les compteurs aux positions
p̃(i, j), avecλ0 eta0 définis comme suit :

– λ0
p̃(i,di)

= λ0
p̃(i,di+1) = · · · = λ0

p̃(i,k) = 0 (les compteurs correspondants ne bougent
pas) ;

– si q′1 ne vérifie pasdi = k ∧ fi = 1/2, alorsλ0
p̃(i,0) = λ0

p̃(i,1) = · · · = λ0
p̃(i,di−1) =

λi et a0
p̃(i,0) = a0

p̃(i,1) = · · · = a0
p̃(i,di−1) = ai (les compteurs correspondants

effectuent le même mouvement que leième compteur) ;
– si q′1 est tel quedi = k ∧ fi = 1/2, alorsλ0

p̃(i,k) = 0 (le compteur ne bouge pas).

La phaseCHECK pour ces nouveaux compteurs aux positionsp̃(i, j) est exactement la
même que pour lesn(k + 1) compteurs précédents, aux positionsp(i, j).
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L’obligation pour tous les compteurs de commencer initialisés à 0 peut elle aussi
être oubliée, en faisant deviner àM0, dès le début de l’exécution, les valeurs correctes
de chaquedi et fi et en initialisant2n compteurs 1-r.b. supplémentaires en y copiant
la valeur desn premiers compteurs. Ceci peut être fait en remettant à 0 chaque comp-
teurxi, 1 ≤ i ≤ n, d’abord en décrémentant de 1 puis en finissant par un décrément
de ∆ ; si xi = 0, c’est quedi et fi ont été devinés correctement, et sinon, on rejette
l’exécution. Pour ce faire, tout simplement, un compteurx′i est incrémenté du montant
dontxi est décrémenté pour atteindre 0. Une fois quexi = 0, le test est passé, etM0

continue l’exécution comme précédemment, cette fois enutilisantx′i au lieu dexi et en
commençant dans un état ayant les valeursdi et fi venant d’être devinées, plutôt que
depuisdi = fi = 0.

Enfin, la restriction de ne pas avoir de compteur libre 0-testable dansM peut facile-
ment être supprimée, en ajoutant un compteur libre 0-testable également àM0.M0 peut
aussi simuler le comportement de ce compteur dans la phaseSIMUL, et le laisser inchangé
pendant la phaseCHECK ; ceci n’affecte en rien les constructions précédentes.

Puisque les compteurs reversal-bornés peuvent toujours ˆetre transformés en un nom-
bre fini (et plus grand) de compteurs 1-r.b., et en utilisant le lemme 6.9, on peut généraliser
la proposition 6.5 au cas des compteurs r.b. :

Théorème 6.10.Toutek-DCM reversal-borńee peut̂etre encod́ee par une DCM reversal-
bornée,étant donńek ≥ 0.

Ce théorème généralise immédiatement le résultat principal de [XDISP03], rappelé
ici dans la proposition 6.7.

6.3 Résultats de d́ecidabilité et d’indécidabilité

Le tableau suivant résume les résultats concernant les DCM et leurs variations. Les
résultats en caractèresitalique gras sont nouveaux, et les autres ont été prouvés (ou
sont facilement inférables) d’articles précédents, notamment [XDISP03] et [Min67]. Il
y a quatre entrées possibles dans ce tableau : “ ?” signifie que l’on ne sait pas si le
problème d’accessibilité d’un état de contrôle est décidable, “I” s’il est indécidable,
“D” s’il est décidable, et “C” si la relation d’accessibilité est calculable et définissable
dans une logique décidable. Les “+ r.b.” (respectivement,“+ k-test. r.b.”) signifient que
la machine est étendue avec un nombre fini de compteurs à choix dense reversal-bornés
(respectivement, compteurs à choix dense reversal-born´es etk-testables).

Dans le reste de cette section, on prouve deux de ces nouveauxrésultats ; les autres
nouveaux résultats sont prouvés dans la section précédente ou en sont directement
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compteurs DCM
k-DCM DCM DCM +
bornée + r.b. k-test. r.b.

purement
à choix dense

1 C C C C
2 D ? ? ?
3 ? ? ? ?
4 I I I I

à choix dense
1 C C C C
2 I I I I

FIG. 6.4: Récapitulatif des résultats de décidabilité surles DCM

inférables. On remarque que les sept problèmes ouverts pourraient être résolus par seule-
ment deux ou trois preuves qui engloberaient les autres. Cependant, les intuitions pour
les cas à 1 ou 4 compteurs ne fonctionnent plus dans le cas de 2ou 3 compteurs, et les
techniques de preuves deviennent encore plus complexes dès qu’on utilise des comp-
teursk-testables.

Indécidabilité pour les compteurs purement̀a choix dense et borńes.

Étant donnée une DCMM, un compteurx deM estb-borné, b ≥ 0, six ≤ b durant
toute exécution deM. Par exemple, un compteur 1-borné peut prendre des valeursnon-
négatives jusqu’à 1. Un compteur estbornés’il est b-borné pour un certainb ≥ 0.

Étant donnéb ≥ 0, si une machineM a un compteur à choix densex qui estb-borné
et b-testable, alors on peut supposer queM doit rejeter une exécution non seulement
lorsqu’elle essaye de décrémenterx en-dessous de 0, mais aussi quand elle tente d’arri-
ver dans une configuration oùx > b. En effet, six n’était pas borné, on pourrait modifier
M pour tester à chaque étape six ≤ b, en rejetant si ce n’est pas le cas (ce qui forcerait
x à être borné).

Les compteurs bornésentiersont un ensemble fini de valeurs possibles, que l’on
peut encoder dans les états de contrôle. Cependant, les compteurs bornés̀a choix dense
ont un ensemble infini de valeurs possibles : une DCM avec plusieurs compteurs bornés
est un modèle encore très puissant, comme on le montre dansla suite. En général, le
problème d’accessibilité d’un état de contrôle est un problème plus simple que de cal-
culer la relation d’accessibilité. Cependant, la proposition suivante montre que même
pour l’accessibilité d’un état de contrôle, il suffit d’avoir quatre compteurs 1-bornés
pour devenir indécidable.

Proposition 6.11. Le probl̀eme d’accessibilit́e d’un état de contr̂ole est ind́ecidable
pour les DCM pures et borńees.
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Démonstration.On montre un résultat plus fort : le problème d’accessibilité d’un état
de contrôle est indécidable pour une DCM avec seulement quatre compteurs purement à
choix dense qui sont 1-bornés et 1-testables. Ce résultatse démontre assez similairement
à celui de [XDISP03], montrant qu’il suffit de quatre compteurs purement à choix dense
pour simuler une machine de Minsky.

La preuve d’origine est basée sur l’utilisation de deux compteurs pour mémoriser
une valeur fixe deδ, choisie au début de l’exécution. Les deux autres compteurs sont
alors incrémentés ou décrémentés de cette unique valeur δ : tout entiere est alors encodé
par la valeureδ. Ainsi, ces deux compteurs se comportent comme deux compteurs dis-
crets, sans restriction. Si les quatre compteurs sont1-bornés, alors ils peuvent encoder
seulement des entiers inférieurs ou égaux àe′ = ⌊1/δ⌋. Cependant,e′ n’est pas borné,
puisqueδ est choisi de façon non-déterministe une seule fois au début de l’exécution,
et peut être arbitrairement petit : siδ n’est pas suffisamment petit, la DCM rejettera une
exécution qui essaierait de faire croı̂tre un compteur au-dessus de 1 (par exemple en
revenant à la configuration initiale de sorte queδ puisse être choisi de nouveau, jusqu’à
ce qu’il soit assez petit).

En outre, dans une machine de Minsky, dans chaque exécutionqui termine, les va-
leurs encodées dans les deux compteurs sont bornées : cette borne dépend de l’exécution,
mais elle existe toujours pour une exécution finie. C’est pourquoi l’état final de la DCM
est accessible si et seulement si la machine de Minsky qu’elle simule a une exécution qui
termine. Le problème d’accessibilité d’un état de contrôle y est donc indécidable.

Décidabilité avec un compteurk-testable.

La proposition 6.11 n’exclut pas la décidabilité si l’on utilise moins de quatre comp-
teurs, puisque sa preuve est basée sur une DCM pure à quatrecompteurs. En particulier,
on montre ici que pour une DCM avec un seul compteur, on peut effectivement calculer
sa relation d’accessibilité, et ce même si le compteur estk-testable. Cette extension à
la k-testabilité est en effet loin d’être évidente, bien qu’elle puisse paraı̂tre triviale de
prime abord.

En fait, la construction de la preuve de la proposition 6.5 peut être appliquée à des
tests de la formex > j oux = j, pour toutj ≤ k ; cette construction est simulable par
une suite dej décréments entiers, suivie par un testx > 0 ou x = 0, lui-même suivi
d’une séquence dej incréments entiers (afin de restaurer la valeur initiale ducomp-
teurs). Cependant, on ne peut pas l’appliquer à des tests dela formex < j, puisque
ce cas nécessiterait un compteur supplémentaire (inexistant) afin de restaurer la valeur
initiale du compteur. Dans la preuve utilisée ici, le compteur doit de plus être borné pour
éviter un nombre non-borné de dépassements du seuilk.

Là encore, on utilise la notion de formule mixte, développée dans la section 6.4.
Elles constituent une logique décidable, équivalente àFO(R,Z,+, <). De plus, on sait
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grâce à la proposition 6.7 que la relation d’accessibilité d’une DCM est définissable par
une formule mixte.

Proposition 6.12.La relation d’accessibilit́e d’une DCMà un seul compteurk-testable
borné est d́efinissable par une formule mixte, pour tout entierk ≥ 0.

Démonstration.SoitM = 〈Q, T 〉 une DCM à un compteur, telle que son unique comp-
teur estb-borné. Notons que puisqu’il n’y a qu’un seul compteur, on ne manipule ici
qu’un réelx, plutôt qu’un ensembleX. On ne s’intéresse qu’au cas oùb = k, puisque
si b < k alors tous les tests à unj > b sont faux, et sib > k alorsM n’utilisera
simplement pas les tests àk + 1, k + 2, . . . n.

SoitM′ = (Q′, T ′) la DCM à tests finis avec un compteur libre et 1-testable,
telle que définie dans le lemme 6.8, avec≪ q, d, f ≫∈ Q′ pour toutq ∈ Q, d ∈
{0 . . . k}, f ∈ {0, 1/2}.

On affirme que pour toutx0, x1 ∈ R+ et q0, q1 ∈ Q, avecqinit, qfinal ∈ Q
′,

〈q0, x0〉;M 〈q
1, x1〉 si, et seulement si,

〈≪ qinit, ⌊x
0⌋, fr(x0)≫, x0〉;M′ 〈≪ qfinal, ⌊x

1⌋, fr(x1)≫, x1〉
(6.1)

La proposition principale s’ensuit immédiatement, puisque la relation (6.1) est des-
criptible par une formule mixte et donc décidable.

“Seulement si” : garanti par la condition (2) du lemme 6.8.
“Si” : supposons que la formule (6.1) soit vraie.
On doit alors montrer que〈q0, x0〉 ;M 〈q

1, x1〉. La condition (3) du lemme 6.8 ne
s’applique qu’aux exécutions consistantes ; en général, les exécutions deM′ ne sont pas
forcément consistantes. Cependant, chaque incrément fractionnel ou décrément frac-
tionnel dans une exécution deM′ est choisi de façon non-déterministe : la valeur dex
peut alors être ajustée pour devenir consistante vis-à-vis ded et f . La preuve de cette
affirmation nécessite quelques définitions préliminaires.

Une version consistanted’une configurationc = 〈≪ q, d, f ≫, x〉 est n’importe
quelle configuration consistantec′ = 〈≪ q, d, f ≫, x′〉, avecx′ ∈ R+.

Pour toute configuration consistantec0 = 〈≪ q, d, f ≫, x0〉 et pour toute configu-
rationc1 = 〈≪ q1, d1, f1 ≫, x

1〉,

si c0
g′,λ,a
−→M′ c1,

alors il existe une version consistantec′1 dec1 telle quec0
g′,λ,a
−→M′ c′1,

définie parc′1 = 〈≪ q1, d1, f1 ≫, x
′1〉, avecx′ ∈ R+.

(6.2)

Si a = 1, alorsc1 est déjà consistante, par définition deM′. Ainsi, seul un incrément
fractionnel ou décrément fractionnel (i.e. sia = ∆ et λ 6= 0) pourraient mener à une
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configuration inconsistante.

Un cas particulier de configuration est unezéro-conf, c’est-à-dire toute configuration
deM′ de la forme〈≪ q, (0, 0)n ≫, 0〉. Dans une DCM à tests finisM′, on peut sup-
poser que chaque zéro-conf est toujours consistante, puisqueM′ peut tester si chaque
composante deX vaut bien0 (et rejeter l’exécution, dans le cas contraire).

Supposons d’abord quex0 = 0, c’est-à-dire quec0 est une zéro-conf. On a donc
d1 = d, f1 = 1/2, et x = δ, avec0 < δ < 1. La configurationc1 est donc déjà
consistante.

Supposons à présent quex0 > 0. Ainsi, d1 peut différer ded d’au plus1. Remar-
quons que pour tout état≪ q, d, f ≫,≪ q′, d′, f ′ ≫ deM′, pour tout(g, λ, a) ∈ Σ,
pour toutx ∈ R+, et∀ǫ ∈ [−1, 1] avec0 ≤ x+ ǫ < k + 1, si

〈≪ q, d, f ≫, x〉
g′,λ,a
−→M′ 〈≪ q′, d′, f ′ ≫, x+ ǫ〉,

alors pour toutx′ ∈ R+ tel que0 ≤ x′ + ǫ < k + 1, le même mouvement peut être
effectué depuisx′ :

〈≪ q, d, f ≫, x′〉
g′,λ,a
−→M′ 〈≪ q′, d′, f ′ ≫, x′ + ǫ〉 (6.3)

Cette propriété (6.3) est évidente, puisqueM′ ne peut testerx qu’à zéro, et ne
peut donc pas différencierx dex′ avant la transition, et peut donc appliquer le même
incrément. De plus, elle implique que l’on peut effectuer le même mouvement depuisc0
en utilisant un incrément (ou décrément) différent :x peut être augmenté (ou diminué)
d’une valeur, plus ou moins grande queδ mais restant dans l’intervalle]0, 1[, ce qui
suffit pour rendre la configuration consistante.

Soit c0 →M′ c1 →M′ · · · →M′ cl une exécution deM′, avecl ≥ 0. On prouve
maintenant, par induction surl, que sic0 est consistante, alors il existe une autre exécution
deM′, notéec0 →M′ c′1 →M′ · · · →M′ c′l, dans laquelle chaquec′i est une version
consistante deci, pour1 ≤ i ≤ l.

Le casl = 0 est trivial, carc0 = c′0. Supposonsl > 0. Par hypothèse d’induc-
tion c0 →M′ c′1 →M′ · · · →M′ c′l−1, chaquec′i est une version consistante deci, pour
1 ≤ i ≤ l − 1. D’après la propriété (6.2), on peut trouver une versionconsistantec′l de
cl telle quec′l−1 →M′ c′l.

D’après la condition (3) du lemme 6.8, toute exécution consistante deM′ est égale-
ment une exécution deM, ce qui termine la preuve.

Cette preuve est immédiatement extensible au cas oùM a aussi des compteurs
reversal-bornésdiscrets, qui ne sont en aucun cas affectés par la construction utilisée.
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6.4. Caractérisation logique des DCM

Si les compteurs reversal-bornés supplémentaires sont `a choix dense, cependant, la
décidabilité reste ouverte. Ce résultat nécessiterait une nouvelle preuve, parce que les
techniques utilisées pour démontrer la proposition 6.12et le lemme 6.9 ne semblent pas
pouvoir se combiner.

6.4 Caract́erisation logique des DCM

Quelques rappels sur les formules mixtes.

On considère ici le langage des formules mixtes, définies dans [Wei99] et adapté
de l’arithmétique de Presburger. Ce langage a deux sortes de variables : des variables
réelles, notéesx, x′, x1, . . . , et des variables entières, notéesy, y′, y1, . . . ; les variables
entières sont donc une sous-sorte des variables réelles.Les constantes sont 0 et 1, les
opérations sont+,−, ⌊.⌋, et les relations sont l’égalité=, l’ordre<, et les congruences
≡d pour toute constanted ∈ N. La définition suivante formalise cet énoncé :

Définition 6.13. Une fomule mixteest d́efinie inductivement comme suit. Uneexpres-
sion linéaire mixteE est d́efinie par la grammaire suivante, où x est une variable ŕeelle
ety est une variable entière :

E ::= 0 | 1 | x | y | E + E | E − E | ⌊E⌋

Unecontrainte linéaire mixteC est d́efinie par la grammaire suivante, où d est un entier
positif :

C ::= E = E|E < E|E ≡d E

Uneformule mixteF est d́efinie par la grammaire suivante, où x ∈ R ety ∈ Z :

F ::= C | ¬F | F ∧ F | ∃x.F | ∃y.F

La sémantique d’une formule mixte est la même que dans les réels,⌊r⌋ étant la
partie entière de son argument réelr, et r1 ≡d r2 si et seulement sir1 − r2 = vd pour
un entierv.

Typiquement, on utilise des abbréviations, comme par exemple3x pourx + x+ x,
ou en ajoutant des opérateurs communs (comme≥,≤, etc.).

Les formules mixtes sont équivalentes à la célèbre logique additive du premier ordre
sur les entiers et réels, notéeFO(R,Z,+, <) ; cette équivalence se remarque aisément,
puisque⌊x⌋ = y peut être récrit∃x1(0 < x1 ∧ x1 < 1 ∧ x − x1 = y), et x1 ≡d x2

peut s’écrire∃y(x1 − x2 = y + · · ·+ y
︸ ︷︷ ︸

d

), pour und > 0 donné. Cependant, l’avantage

principal de la syntaxe plus riche des formules mixtes est qu’elle permet une élimination
de quantificateurs, ce qui n’est pas possible directement dansFO(R,Z,+, <), comme
le montrent le théorème 3.1 et le corollaire 5.2 de [Wei99].
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6.4.1 Formules mixtes et DCM reversal-borńees

On sait que les machines à compteurs discrètes reversal-bornées peuvent définir
n’importe quelle formule de Presburger. Puisque la logiquede Presburger admet une
élimination de quantificateurs effective, la relation d’accessibilité d’une machine à comp-
teurs discrète reversal-bornée peut effectivement définir toute relation de Presburger. On
montre ici un résultat similaire, cette fois pour les DCM reversal-bornées, en utilisant
les formules mixtes (et l’effectivité de l’élimination de quantificateurs) au lieu des for-
mules de Presburger.

Soit 0 le vecteur(0, . . . , 0) de taille n. Une formule mixte sans quantificateurs
F (z1, . . . , zn) avec les variables libresz1 ≥ 0, . . . , zn ≥ 0 est définissablepar une
DCM M avec au moinsn compteursx1, . . . , xn siM, débutant dans une configura-
tion initiale donnée〈q, 0〉, peut atteindre exactement les configurations finales〈qfin, X〉
telles queF (x1/z1, . . . , xn/zn) est vraie (oùxi/zi est une substitution de la variablezi
par la valeurxi).

Proposition 6.14. Soit F (x1, . . . , xn, y1, . . . , yp) une formule mixte sans quantifica-
teurs, avecx1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0, y1 ≥ 0, . . . , yp ≥ 0. Alors F est d́efinissable par
une DCM reversal-borńee.

La preuve, détaillée ci-après, fait appel à plusieurs ´etapes, qui peuvent se com-
prendre assez facilement. Tout d’abord, on suppose (sans perte de généralité) queF
est en forme normale disjonctive ; on la transforme alors en une union d’intersections
de formules plus petites, chacune de la formeE ∼ 0, avec∼∈ {>,=, <,≡d, 6≡d}.
L’idée principale est d’encoder chacune de ces petites formules par une DCM reversal-
bornée, dans laquelle il y an compteursx qui sont reversal-bornés et à choix dense,
p compteursy qui sont reversal-bornés et discrets, et, si besoin, d’autres compteurs
reversal-bornés. On fournit un encodage simple de chacunede ces formulesE ∼ 0 en
une DCM reversal-bornée, qui accepte une exécution si et seulement si le fait d’affecter
les valuations initiales de compteurs aux variables libresdeF la rendent vraie.

Il suffit ensuite de connecter chaque DCM construite comme suit. Chaque DCM
possède un état final, que l’on relie par une transition à l’état initial d’une autre DCM ;
ces deux DCM forment alors une nouvelle DCM, plus grosse. Pour l’union, on ajoute
une transition de l’état final de la première DCM vers l’état initial de chaque DCM en-
codant une des composantes de l’union (i.e. une intersection deE ∼ 0). On retrouve
donc une DCM dont la sortie est reliée à des suites de DCM, chacune de ces suites
encodant une intersection deE ∼ 0. La dernière composante de chacune de ces inter-
sections est encodée par une DCM dont l’état final mène à un état-puits, qui est l’état
final de la DCM globale encodantF . Cet état-puits est accessible si et seulement siF
est satisfiable.
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Démonstration.Supposons, sans perdre en généralité, queF est en forme normale dis-
jonctive :

F = F1 ∨ F2 ∨ . . . ∨ Fm

F est donc une disjonction de clausesFi de la forme :

Fi = Fi1 ∧ Fi2 ∧ · · · ∧ Fimi

où chaqueFij , dans les variables libresx1, . . . , xn, y1, . . . , yp, peut toujours être réduite,
en poussant les négations au niveau du symbole relationnelet en utilisant des transfor-
mations algébriques élémentaires, à la forme :

E ∼ 0

où∼∈ {>,=, <,≡d, 6≡d}. Par exemple, siFij estE1 < E2, alors on peut vérifier à la
place siE1 −E2 < 0, etc.

On montre à présent que pour chaqueFij , il existe une DCM reversal-bornéeMij ,
avec des compteursx1, . . . , xn reversal-bornés et à choix dense, des compteursy1, . . . , yp
reversal-bornés et discrets, et (si cela s’avère nécessaire) d’autres compteurs reversal-
bornésxn+1, . . . etyp+1, . . . , acceptant lorsque la relationFij est vérifiée par les valeurs
initiales des compteursx1, . . . , xn, y1, . . . , yp.

Ceci entraı̂ne immédiatement que, pour toute clauseFi, il existe une DCM reversal-
bornéeMi qui accepte siFi1 ∧ Fi2 ∧ Fimi

est vérifiée par les valeurs initiales de ses
compteursx1, . . . , xn, y1, . . . , yp. En fait, puisqueFi est la conjonction de tous lesFij ,
Mi est une DCM reversal-bornée qui commence par fairemi copies des compteurs
x1, . . . , xn, y1, . . . , yp, puis qui simule chaqueMij en commençant sur chacune de ces
copies.Mi accepte si et seulement si toutes lesMij acceptent.

Ainsi, on peut construire une DCM reversal-bornéeM′ dont la relation d’accessi-
bilité décrit la relationF : tout d’abord,M′ commence avec tous ses compteurs à zéro.
Ensuite, elle effectue des incréments non-déterministes sur chaque compteur, pour devi-
ner des valeurs pourx1, . . . , xn, y1, . . . , yp telles qu’au moins un desFi est vrai (et donc,
F est aussi vraie). Enfin, elle suit l’exécution deMi comme décrit précédemment, afin
de vérifier que les valeurs devinées sont correctes. Afin determiner dans une configu-
ration dans laquelle lesn premiers compteurs contiennent les valeurs desn variables
rendantF vraie, on travaillera sur des copies de ces compteurs.

Afin de montrer que pour touti, j il existe une DCM reversal-bornéeMij définissant
Fij , on commence par montrer, par induction sur la structure deE, que la valeur deE
peut être encodée par un compteur reversal-borné à choix dense (contenant la valeur de
|E|) et un bit de signe ajouté à l’état de contrôle (indiquant le signe deE). On rappelle
qu’une valeur de compteur peut toujours être copiée un nombre fixe de fois, en utilisant
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l’encodage de la figure 6.2b.

Les cas de base de l’induction sont les cas oùE vaut 0, 1,xi, ouyj, et sont triviaux.
Supposons à présent queE est de la forme(E1 + E2), avec une copie de|E1| et

|E2| stockée dans deux compteurs idoines reversal-bornés, avec leur signes encodés
dans l’état de contrôle. On peut supposer queE1 etE2 ont le même signe, puisque si
E1 ≥ 0 etE2 < 0 alorsE1 +E2 peut s’écrireE1− |E2| (et réciproquement). Il suffit de
s’intéresser au cas oùE1 etE2 sont positifs, puisque s’ils sont tous les deux négatifs il
suffira de donner un bit de signe négatif au résultat. L’addition E1 + E2 peut alors être
réalisée en utilisant l’encodage de la figure 6.2c.

Supposons maintenant queE est de la forme(E1 − E2), toujours avec des copies
de |E1| et |E2| ainsi que leur bit de signe. Il suffit de considérer le cas oùE1 etE2 sont
positifs ; les autres cas se ramènent en effet à une addition, comme décrite ci-dessus.
On peut également supposer queE1 ≥ E2 ; si ce n’est pas le cas, i.e. siE2 > E1,
alors la DCM le devinera et calculeraE2 − E1 à la place, en changeant le signe du
résultat. Notons que si la DCM se trompe en devinant queE1 ≥ E2 alors qu’en fait
E2 < E1, elle rejettera l’exécution ; ce choix non-déterministene peut donc être que
correct, si l’exécution est acceptée. Le calcul deE1 − E2 peut alors être effectué en
utilisant l’encodage de la figure 6.2d.

Supposons enfin queE est de la forme⌊E ′⌋ ; alors on peut utiliser l’encodage de la
figure 6.5, dans lequel la DCM atteintq′ depuisq si et seulement six1 = ⌊x⌋.

q q′
reset(x1)

copy(x, x2)
x2 = 0

x2 = 0
x2 := x2 − δ

x1 := x1 + 1
x2 := x2 − 1

FIG. 6.5: Stockage de⌊x⌋ dansx1

On vient de montrer comment encoder une expression linéaire mixteE dans une
DCM reversal-bornée. Afin de terminer la preuve qu’il existe toujours une DCM reversal-
bornéeMij définissantFij , il suffit de montrer qu’il existe une DCM reversal-bornée
M qui vérifie siE ∼ 0 (puisqueFij est sous cette forme).

Puisque la valeur de|E| est stockée dans un compteur reversal-borné à choix dense
x, avec un bit de signe dans l’état de contrôle indiquant le signe deE, alors on peut
immédiatement tester siE < 0 ouE > 0. Le casE = 0 est lui aussi trivial, puisque
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l’on dispose de gardes(x = 0). Les deux cas restants sont donc les congruences modulo
un entierd. On peut alors utiliser l’encodage de la figure 6.6, dont la DCM peut atteindre
q′ depuisq si et seulement siE ≡d 0, pour un entierd donné.

q

q′x = 0

x := x− 1

x := x− 1

“x := x− d ”

FIG. 6.6: Test dex ≡d 0

Pour vérifier siE 6≡d 0,M commence par vérifier six − ⌊x⌋ > 0, en acceptant si
c’est le cas. Six − ⌊x⌋ = 0, alorsM devine la constante entièrev ∈ [0, d] telle que
E − v ≡d 0. Ceci peut être effectué comme expliqué ci-dessus.

On a donc donné une preuve constructive qu’il existe une DCMreversal-bornée
définissant une formule mixte donnée, sans quantificateurs.

Puisque l’élimination de quantificateurs dans les formules mixtes est effective, et
puisque l’on peut encoder des variables négatives en utilisant un bit de signe dans l’état
de contrôle, on peut alors déduire le théorème suivant :

Théorème 6.15.Toute formule mixte peutêtre d́efinie par une DCM reversal-bornée.

Ce théorème est en fait le dual de la proposition 6.7 (issuede [XDISP03]), énonçant
que la relation d’accessibilité d’une DCM reversal-born´ee (avec un compteur libre sup-
plémentaire) est définissable par une formule mixte. On obtient ainsi une caractérisation
exacte des DCM reversal-bornées, et on montre que le probl`eme 1.10 est décidable pour
les DCM reversal-bornées et les formules mixtes.

En fait, le théorème 6.15 peut être combiné avec d’autres résultats sur les formules
mixtes. Par exemple, on sait que la relation d’accessibilité d’un système à compteurs
relationnel plat [CJ98] ou d’un automate temporisé [Dan03] est définissable par une
formule mixte. Ainsi, on peut construire une DCM reversal-bornée qui définit exacte-
ment la relation d’accessibilité d’un système à compteurs relationnel plat donné ou d’un
automate temporisé donné.

6.4.2 DCM et syst̀emesà compteurs relationnels

Ce modèle de DCM peut sembler exotique : il est en effet syntaxiquement très
différent des systèmes à compteurs habituels, notamment à cause de cette notion de
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choix non-déterministe duδ. Cependant, on a récemment remarqué qu’une DCM s’ap-
parente fortement aux systèmes à compteurs relationnelsde Comon-Jurski (voir section
4.3). En effet, dans le casn = 1 (i.e. un seul compteur), toutek-DCM (et a fortiori, toute
DCM) peut s’écrire comme un système à compteurs relationnel (voir définition 4.6) :
on donne ici un encodage des instructions des DCM en formulesdeLCJ . On rappelle
queLCJ est la logique composé de conjonctions finiesF (X,X ′) =

∧
(y ⊲⊳ z + k), où

k ∈ D, ⊲⊳∈ {≥, >,=, <,≤}, y ∈ X ∪X ′, etz ∈ X ∪X ′ ∪ {0}, et que c’est la logique
qui étiquette les transitions d’un système à compteurs relationnel.

Les opérations d’unek-DCM sont de la formex′ = x+ 1, x′ = x − 1, x′ = x + δ,
x′ = x − δ ; ses gardes sont de la formex > i, x = i, x < i, true, pour touti ∈ [0, k].
Les gardes sont directement expressibles dansLCJ , sans aucune modification, ainsi que
les opérationsx′ = x+1 etx′ = x− 1. Il ne reste donc que les opérationsx′ = x+ δ et
x′ = x+ δ à encoder : c’est là qu’il suffit de remarquer que les deux modèles offrent un
choix non-déterministe dans les formules étiquetant lestransitions. En effet, l’opération
x′ = x + δ d’une DCM peut s’écrirex′ > x ∧ x′ < x + 1, et x′ = x − δ peut
s’écrirex′ < x ∧ x′ > x − 1, qui sont toutes les deux des formules deLCJ , et donc
des formules étiquetant les transitions d’un système à compteurs relationnel. Il faut bien
comprendre que lors d’une exécution d’un système à compteurs relationnel, chaque
franchissement d’une transition ne donne qu’une seule valeur bien précise à chaque
compteur ; les formules deLCJ définissent bien des ensembles de valeurs possibles,
mais une exécution n’en choisira qu’une, et ce, de façon non-déterministe, tout comme
le choix de la valeur d’unδ dans une DCM !

On vient donc de montrer la proposition suivante, signifiantque lesk-DCM à un
seul compteur ne sont qu’un cas particulier des système à compteurs relationnels :

Proposition 6.16. Pour toutek-DCM M à un seul compteur, il existe un systèmeà
compteurs relationnel bisimilairèaM.

Cependant, dans le cas à plusieurs compteurs (n > 1), cet encodage ne suffit plus.
En effet, on a la possibilité de contraindre le choix non-d´eterministe dans les DCM, en
spécifiant que deux compteurs doivent être modifiés d’unemêmevaleurδ, sur une même
transition. Par exemple, une formule étiquetant une transition d’une DCM peut avoir la
formeψ ≡ x′1 = x1 + δ ∧ x′2 = x2 + δ : cette formule ne semble pas définissable dans
LCJ . Elle ne l’est vraisemblablement pas, puisque le non-déterminisme d’un système
à compteurs relationnel n’est apparemment pas influençable. On pourrait imaginer une
simulation d’une DCM par un système à compteurs relationnel, qui n’accepterait que
les exécutions ayant choisi le même incrément/décrément sur les transitions encodant
ψ ; mais il faudrait pouvoir tester que les incréments/décréments ont été les mêmes, ce
qui ne semble pas possible dansLCJ .

On suppose donc que les DCM et les systèmes à compteurs relationnels sont incom-
parables, dans le cas général.
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Conclusion relative aux DCM

On a donc éclairé les DCM d’une nouvelle lumière, plus formelle, en clarifiant leurs
relations avec les systèmes à compteurs classiques (discrets). On remarque alors que
certains résultats très simples des systèmes à compteurs classiques restent valables pour
les DCM, mais nécessitent des preuves beaucoup plus complexes.

Une première extension des DCM est lak-testabilié, consistant à permettre aux
compteurs à choix dense d’être comparés à une constanteentièrek plus grande que
0. On montre que les compteurs à choix dense ne sont pas plus puissants lorsqu’ils
sontk-testables, même dans le cas des DCM reversal-bornés ou des DCM avec un seul
compteur borné.

Une autre extension est la caractérisation exacte des DCM reversal-bornées par la
fameuse logique additive du premier ordre sur les entiers etréels, de façon similaire à la
caractérisation des machines à compteurs reversal-bornées par la logique de Presburger.

On trouve également des résultats ne pouvant pas être étendus des systèmes à comp-
teurs classiques aux DCM. Par exemple, le fait de contraindre les compteurs à choix
dense à être bornés ne garantit aucunement la décidabilité de ce modèle.
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Modèles de syst̀emes nuḿeriques : conclusion

On a montré que l’accélération dans les systèmes à compteurs de FAST s’étend direc-
tement au cas où les compteurs sont mixtes (et non pas seulement entiers). On a ensuite
défini un modèle de systèmes à compteurs entiers et à horloges réelles, les TCS, en mon-
trant comment on peut les analyser en se servant de techniques existantes (constructions
de régions d’horloges et restriction à des sous-classes pour les compteurs).

On a de plus effectué un travail de clarification, extension, et motivation des DCM,
en prolongeant leurs résultats de décidabilité et en fournissant une caractérisation de
leur sous-classe reversal-bornée par logique additive mixte. On a également prouvé que
les DCM à un compteur sont un cas particulier des systèmes `a compteurs relationnels
de Comon-Jurski, ce qui relie clairement le modèle “exotique” que sont les DCM à une
classe de systèmes bien connue. Il semble cependant que dans le cas général (plusieurs
compteurs), ces deux modèles restent incomparables.



Conclusions et perspectives
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Bilan de cette th̀ese

En somme, cette thèse propose une étude des systèmes infinis dans l’optique de
leur vérification, essentiellement par model-checking. Les systèmes infinis considérés
ici diffèrent selon la logique qui définit les formules étiquetant leurs transitions. Ces
différences peuvent être causées par la richesse de cette logique, mais aussi par divers
facteurs : le domaine de définition des variables (entier, réel, rationnel), la densité de la
sémantique de progression des variables (discrète, continue, hybride), la nature des va-
riables (compteurs, horloges, mixtes), ou encore la présence de non-déterminisme dans
la mise à jour des variables.

Comme on l’a vu plusieurs fois au cours de cette thèse, on a besoin de modèles
toujours plus puissants, qui restent cependant analysables. À cette fin, on a proposé
deux modèles de systèmes parmi les plus expressifs qui soient, en montrant que l’on
peut décider leur problème d’accessibilité (voire calculer leur relation d’accessibilité)
lorsque l’on se restreint à certaines sous-classes que l’on a identifiées.

Afin d’être en mesure de comparer ces systèmes et de les analyser, on a vu que
l’on avait besoin de logiques arithmétiques décidables.Puisque les variables qui nous
intéressent sont mixtes, on a considéré des logiques, elles aussi, mixtes. Outre l’intérêt
purement théorique de l’étude comparative de ces logiques, celles-ci nous ont servi à
caractériser la relation d’accessibilité des DCM reversal-bornées, ainsi qu’à prolonger
la théorie de l’accélération de systèmes à compteurs au cas réel (ou mixte).

Notre étude des logiques a également permis de mettre en avant une décomposition
des logiques mixtes, en partant d’une idée simple mais int´eressante. Cette idée est que
pour représenter des ensembles infinis de réels, on peut tirer profit du fait que chaque
réel est en fait la somme d’un entier et d’un décimal. L’avantage des entiers est qu’ils
permettent d’exprimer une périodicité, et l’avantage des décimaux est qu’ils permettent
de définir précisément les ensembles qui seront répét´es périodiquement. On retrouve
alors le principe de la représentation “base-période”, qui consiste à répéter un motif à
l’infini, selon un certaine régularité.

On a également implémenté un prototype permettant d’utiliser cette représentation
d’ensembles réels (ou mixtes) en pratique. L’intérêt decette implémentation est triple :
premièrement, elle propose un solveur pour des logiques mixtes d’expressivités di-
verses, selon les plugins GENEPI utilisés pour les parties entière et décimale. Deuxième-
ment, elle permet de manipuler des ensembles de vecteurs de variables mixtes, ce qui
est indispensable pour tout outil de model-checking. Enfin,cette implémentation permet
d’étendre l’expressivité de solveurs existants, en les combinant à d’autres solveurs au
moyen de plugins GENEPI ; ceci est particulièrement intéressant pour les développeurs
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de nouveaux solveurs, qui peuvent alors moduler l’expressivité et comparer l’efficacité
de leurs implémentations.

Bien que tous ces résultats se placent dans le cadre du model-checking, l’étude de
ces logiques et de ces modèles peut avoir d’autres applications dans divers domaines. En
effet, les travaux dans la première partie s’inscrivent également dans le cadre de la lo-
gique mathématique, qui possède une motivation théorique intrinsèque. Concernant les
modèles de systèmes infinis, l’étude que nous en avons proposée peut intéresser d’autres
communautés, comme la simulation, la modélisation, ou encore d’autres techniques de
vérification.

Travaux futurs

Dans le monde de la recherche, on peut généralement dire que plus on avance, plus
on prend conscience de l’étendue de ce que l’on ignore... Les travaux réalisés dans cette
thèse confirment cette idée : à chaque résultat obtenu ici, on pourrait associer une my-
riade de nouveaux problèmes à résoudre.

Pour terminer cette conclusion, on présente une sélection de problèmes ouverts qui
ont apparu au fur et à mesure de nos avancées. Quelques pistes à étudier, plus générales,
sont également proposées ici. On groupe ces perspectivesen s’inspirant du plan de la
thèse.

Logiques du premier ordre. Afin de mieux comprendre les logiques réelles (ou
mixtes) qui n’apparaissent pas dans cette thèse, il seraitintéressant de leur appliquer
l’opérateur de décomposition : on pourrait ainsi obtenirde nouvelles caractérisations,
établir de nouveaux liens entre diverses logiques, et obtenir de nouveaux résultats de
décidabilité.

Complexité de PDM et RDM. Les logiques PDM et RDM ont été définies dans cette
thèse, mais on ne s’est pas intéressé à leur complexité. On a en effet montré qu’elles
sont toutes deux décidables, mais il reste à trouver des bornes inférieures et supérieures
de la complexité de leur satisfaisabilité.

Prototype IDS. D’après les quelques tests réalisés sur l’outil IDS, construire et mani-
puler des ensembles avec ce prototype prend plus de temps qu’avec LIRA. Il semble que
la représentation par automate binaire ait du mal à manipuler des gros coefficients dans
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les contraintes linéaires de départ. En effet, résoudresimplement1000x = 0 nécessite
trop de mémoire pour IDS alors que LIRA y parvient en au plus quelques secondes ; par
contre, dès que l’on remplace cette égalité par une inégalité, les deux outils saturent la
mémoire vive de l’ordinateur.

De plus, après avoir effectué quelques essais sur une étude de cas se ramenant à un
système de contraintes à résoudre, on a pu identifier un problème dans le prototype IDS.
Ce problème vient de la représentation par IDF, qui vise ànormaliser les ensembles
manipulés pour que leur représentation soit unique.

Techniquement, on construit les ensembles incrémentalement sous forme d’unions
finies de sommes “entiers + décimaux”, en ajoutant ces sommes à l’union, une par
une. D’après les statistiques données par GENEPI pour le temps d’exécution moyen de
chaque opération, ainsi que le nombre de fois qu’elles sontutilisées, on se rend compte
que les unions sont toujours trop sollicitées et prennent trop de temps à s’exécuter.

Il faudrait donc revoir la méthode de construction des ensembles, quitte à ne pas
avoir une forme normale unique basée sur une partition des décimaux (i.e. les IDF, qui
sont des fonctions injectives des entiers dans les décimaux).

Accélération mixte. On a montré que le théorème principal de l’accélération implé-
mentée dans FAST s’étend aux cas réel et mixte. Il faudrait à présent poursuivre cette
extension de FAST, notamment en s’intéressant à la sélection automatiquedes circuits à
accélérer. L’objectif idéal serait alors de se baser surla plateforme TAPAS, en utilisant
FASTer (la version améliorée de FAST adaptée à GENEPI) couplé à IDS.

Syst̀emes h́etérogènes temporiśes. Les résultats obtenus sur les TCS sont en fait ex-
tensibles à d’autres types de données que les compteurs. En collaboration avec Sébastien
Bardin, on a commencé à utiliser ses travaux sur les systèmes hétérogènes [BF04,
Bar05] afin de les combiner avec notre approche sur les TCS [BFS09]. Le modèle de
systèmes hétérogènes temporisés, défini pour l’occasion, s’appelle THS (pour “Timed
Heterogeneous Systems”). On cherche à montrer que le model-checking de propriétés
de sûreté exprimées dans la logique temporelle CTL∗ ou MITL est décidable sur les
THS.

Caractérisation des DCM par PDM. On a caractérisé les DCM reversal-bornées
par la logique additive mixte. Par analogie, on pense que la relation d’accessibilité des
DCM, en général (i.e. pas nécessairement reversal-bornées), est définissable dans PDM.
Intuitivement, les incréments d’une DCM sont naturellement des décimaux, et les seules
opérations intervenant sur les transitions sont des additions. Il reste cependant à trouver
un moyen de gérer les exécutions qui ne sont pas reversal-bornées (sinon, on pourrait
reprendre directement la preuve de la proposition 6.14) : l’idée est alors de bénéficier
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de la multiplication décimale. Cependant, il faudrait peut-être se restreindre aux DCM
pures, puisque la multiplication entière est interdite.

Toutefois, cette caractérisation ne serait pas complète, dans le sens où il est peu
probable que toute formule de PDM soit définissable (au sensutilisé dans la section
6.4.1) par une DCM, et encore moins par une DCM pure.

DCM et (in)décidabilité. Il reste plusieurs résultats de décidabilité inconnus sur les
DCM, comment en témoignent les points d’interrogation dans le tableau (figure 6.4).
Ces résultats semblent difficiles à obtenir, et les techniques de preuves utilisées sur les
résultats similaires ne fonctionnent pas pour les cas qui ne sont pas encore résolus.

Dense-choice Petri Nets. Il serait probablement intéressant d’étudier le modèledes
“Dense-choice Petri Nets”, c’est-à-dire des DCM dans lesquelles on interdit les tests de
la forme(x = 0). En effet, on obtiendrait alors peut-être des résultats de décidabilité
pour des cas où les DCM sont indécidables.

DCM à 1 compteur. Les systèmes à compteurs classiques (i.e. discrets) sontencore
très étudiés ; en particulier, le cas où l’on se restreint à un seul compteur intéresse encore
des chercheurs aujourd’hui [HKOW09]. Le fait de n’autoriser qu’un compteur vient du
fait que dès que l’on a deux compteurs, on obtient un machinede Minsky, ce qui nous
condamne à l’indécidabilité. Les DCM sont un modèle assez récent et très peu étudié
(seulement 3 publications à ce jour, dont la nôtre). On sait que les DCM à un seul
compteur sont décidables, tout comme les systèmes à compteurs discrets ; on pourrait
alors tenter d’étendre les autres résultats (complexit´e, couverture, etc.) de ces systèmes
discrets vers les DCM à un compteur.

Syst̀emes plats. Les systèmes (à compteurs) plats ou aplatissables apparaissent sou-
vent comme une sous-classe ayant des propriétés intéressantes (décidabilité, accéléra-
tion, etc.). Comme le montre [LS05], cette sous-classe est assez naturelle et répandue.
Il serait alors intéressant d’étudier les TCS plats ; il semblerait que le graphe de régions
d’un TCS plat donne un système à compteurs aplatissable, qui serait alors accélérable
dans FAST. De même, on pourrait s’intéresser aux DCM plates (ou aplatissables), en
espérant obtenir de meilleurs résultats de décidabilité, voire des propriétés menant à
l’accélération.

Langages. Dans l’étude des modèles de cette thèse, on ne s’est presque jamais intéres-
sé aux langages.Étiqueter les transitions d’un système par des symboles permet en effet
de pouvoir étudier ces modèles en profondeur, et notamment de les comparer entre eux,
ou encore de leur appliquer un algorithme de model-checking. Les deux modèles de
systèmes définis dans cette thèse (TCS et DCM) sont encorerécents, et on ne sait rien
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de leurs propriétés en termes de langages. Dans l’optiqued’améliorer les comparai-
sons d’expressivité de ces modèles, ou de les utiliser pour le model-checking, il sera
nécessaire de s’intéresser à leurs langages.
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[BDGP98] Béatrice Bérard, Volker Diekert, Paul Gastin, and Antoine Petit. Cha-
racterization of the expressive power of silent transitions in timed au-
tomata.Fundamenta Informaticae, 36(2) :145–182, November 1998.

[BDM+98] Marius Bozga, Conrado Daws, Oded Maler, Alfredo Olivero, Stavros
Tripakis, and Sergio Yovine. Kronos : A model-checking toolfor
real-time systems. InComputer Aided Verification, 10th International
Conference, CAV ’98, Vancouver, BC, Canada, June 28 - July 2,1998,
Proceedings, volume 1427 ofLecture Notes in Computer Science,
pages 546–550. Springer, 1998.
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groupes est décidable.Journal of Algebra, 52(2) :437–459, 1978.

[KM69] Richard M. Karp and Raymond E. Miller. Parallel program schemata.
Journal of Computer System Sciences, 3(2) :147–195, 1969.

[Kos82] S. Rao Kosaraju. Decidability of reachability in vector addition sys-
tems (preliminary version). InProceedings of the 14th ACM Sympo-
sium on Theory of Computing (STOC’82), San Francisco, CA, USA,
May 5-7, pages 267–281. ACM, 1982.
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mentation problem for büchi automata with appplications to temporal
logic. Theoretical Computer Science, 49 :217–237, 1987.

[TAF] The SAtaf and PresTAF libraries. Available at :
http ://altarica.labri.fr/wiki/tools :sataf-prestaf/ .

[TaP] The Talence Presburger Arithmetic Suite (TaPAS). Available at :
http ://altarica.labri.fr/wiki/tools :tapas :start .

[Tar48] Alfred Tarski. A problem concerning the notion of definability. Jour-
nal of Symbolic Logic, 13(2) :107–111, 1948.

[TRe] TReX : a Tool for REachability analysis of compleX systems. Avai-
lable at : http ://www.liafa.jussieu.fr/∼sighirea/trex/ .

[Upp] The UppAal tool. Available at : http ://www.uppaal.com/ .

[vdD85] Lou van den Dries. The field of reals with a predicate for the powers
of two. manuscripta mathematica, 54(1) :187–195, 1985.

[Vil92a] Roger Villemaire. Joiningk- andl-recognizable sets of natural num-
bers. In Alain Finkel and Matthias Jantzen, editors,STACS’92, 9th
Annual Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science, Ca-
chan, France, February 13-15, 1992, Proceedings, volume 577 ofLec-
ture Notes in Computer Science, pages 83–94. Springer, 1992.

[Vil92b] Roger Villemaire. The Theory of〈N,+, Vk, Vl〉 is Undecidable.Theo-
retical Computer Science, 106(2) :337–349, 1992.

[VRCGdFE99] Valentı́n Valero Ruiz, Fernando Cuartero Gomez, and David de Fru-
tos Escrig. On non-decidability of reachability for timed-arc Petri nets.
In Proceedings of the 8th Int. Workshop on Petri Net and Performance
Models (PNPM’99), 8-10 October 1999, Zaragoza, Spain, pages 188–
196, 1999.

[WB95] Pierre Wolper and Bernard Boigelot. An automata-theoretic ap-
proach to presburger arithmetic constraints (extended abstract). In
Alan Mycroft, editor,Static Analysis, Second International Sympo-
sium, SAS’95, Glasgow, UK, September 25-27, 1995, Proceedings, vo-
lume 983 ofLecture Notes in Computer Science, pages 21–32. Sprin-
ger, 1995.

[WB00] Pierre Wolper and Bernard Boigelot. On the construction of auto-
mata from linear arithmetic constraints. In Susanne Graf and Mi-
chael I. Schwartzbach, editors,Tools and Algorithms for Construc-
tion and Analysis of Systems, 6th International Conference, TACAS
2000, Held as Part of the European Joint Conferences on the Theory
and Practice of Software, ETAPS 2000, Berlin, Germany, March 25 -

176



Bibliographie

April 2, 2000, Proceedings, volume 1785 ofLecture Notes in Compu-
ter Science, pages 1–19. Springer, 2000.

[Wei99] Volker Weispfenning. Mixed real-integer linear quantifier elimination.
In Symbolic and Algebraic Computation, International Symposium, IS-
SAC’99, Vancouver BC, Canada, July 28-31, 1999, Proceedings, pages
129–136. ACM, 1999.

[XDISP03] Gaoyan Xie, Zhe Dang, Oscar H. Ibarra, and Pierluigi San Pie-
tro. Dense Counter Machines and Verification Problems. In Warren
A. Hunt Jr. and Fabio Somenzi, editors,Computer Aided Verification,
15th International Conference, CAV 2003, Boulder, CO, USA,July 8-
12, 2003, Proceedings, volume 2725 ofLecture Notes in Computer
Science, pages 93–105. Springer, 2003.

177


	Introduction
	Enjeux de la vérification
	Méthodes formelles
	Logiques et modèles de systèmes pour la vérification
	Contributions de cette thèse

	Table des figures
	Préliminaires
	Notations
	Logiques arithmétiques du premier ordre
	Modèles de systèmes et accessibilité


	I Logiques arithmétiques du premier ordre
	Décomposition de logiques mixtes
	Quelques logiques
	Logiques réelles
	Logiques entières
	Logiques mixtes : sur les réels et les entiers

	Un opérateur décomposant R en Z D
	Motivation
	Composition d'entiers et de réels

	Applications de l'opérateur de décomposition
	Décomposition de représentations basées sur les DBM
	Décomposition de la logique additive mixte
	Au-delà de la logique additive mixte : les RVA

	Aux frontières de la décidabilité
	PDM : Presburger avec multiplication décimale
	RDM : la logique des RVA avec multiplication décimale


	Représentations symboliques et implémentation
	Automates binaires
	NDD et Lash / Mona
	UBA et Fast
	RVA et Lash
	``Don't Care RVA" et Lira

	Matrices de contraintes
	DBM et UppAal
	CPDBM et TReX
	Autres extensions des DBM

	Formules polyédriques
	Ids et Genepi

	Logiques arithmétiques du premier ordre : conclusion

	II Modèles de systèmes numériques
	Systèmes à compteurs
	Des machines de Minsky aux machines à compteurs reversal-bornées
	Réseaux de Petri et VASS
	Systèmes à compteurs relationnels de Comon-Jurski
	Systèmes à compteurs fonctionnels de Finkel-Leroux
	Systèmes à compteurs affines
	Accélération

	Systèmes à compteurs mixtes
	Comparaison des différents modèles de systèmes à compteurs

	Systèmes temporisés
	Automates Hybrides
	Automates Temporisés
	Quelques autres modèles temporisés
	Variantes des automates temporisés
	Extensions temporisées des réseaux de Petri
	Comparaison des systèmes temporisés

	Systèmes à Compteurs Temporisés (TCS)
	Définitions
	Analyse des TCS par abstraction des horloges
	Sous-classes de TCS


	Machines à choix non-déterministe d'incrément dense (DCM)
	Motivation
	Définitions et propriétés des DCM
	DCM et k-testabilité
	DCM reversal-bornées

	Résultats de décidabilité et d'indécidabilité
	Caractérisation logique des DCM
	Formules mixtes et DCM reversal-bornées
	DCM et systèmes à compteurs relationnels


	Modèles de systèmes numériques : conclusion

	Conclusions et perspectives
	Bilan de cette thèse
	Travaux futurs


	Bibliographie

