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R�esum�e

Lorsqu'on ajoute la primitive d'addition dans les automates temporis�es, il devient impossible

de d�ecider si le language reconnu est vide [2]. Dans cet article, nous �etendons ce r�esultat au cas

limite o�u seules deux horloges sont impliqu�ees dans les contraintes avec addition.
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1. Automates temporis�es

Les automates temporis�es, dont la classe a �et�e d�e�nie en 1990 par Alur et Dill [1], constituent

l'un des mod�eles les plus �etudi�es pour les syst�emes temps r�eels. L'objectif est de v�eri�er si une

mod�elisation r�epond �a certaines sp�eci�cations ou poss�ede certaines propri�et�es quantitatives li�ees

au temps. L'id�ee est d'ajouter �a un automate classique une notion explicite de temps a�n de

dater les actions du syst�eme. Pour ce faire, on utilise un ensemble d'horloges, ou plutôt de

chronom�etres, �evoluant naturellement avec le temps mais test�ees et �eventuellement remises �a

z�ero lors d'une action du syst�eme. Les tests consistent en la comparaison d'une horloge avec une

constante (comparaison not�ee : x # C) ou de la di��erence de deux horloges avec une constante

(not�ee : x�y # C). La principale qualit�e du mod�ele est la d�ecidabilit�e du probl�eme de la vacuit�e

du langage. Ce probl�eme, r�esolu par le graphe des r�egions, est PSpace-complet.

Un automate temporis�e est un tuple A = (Q;�; �; q

0

; F;X) o�u Q est un ensemble d'�etats,

� un alphabet �ni, � une fonction de transition, q

0

un �etat initial, F � Q un ensemble �ni

d'�etats �naux, X un ensemble �ni d'horloges. Une contrainte est une combinaison bool�eenne

de propositions atomiques de la forme : (x # C) ou (x � y # C), pour x et y 2 X , C 2 IN

et # 2 f<;=; >g. Une transition dans � d'un �etat q vers un �etat q

0

est �etiquet�ee par un

triplet : < a; T;R > o�u a 2 �, T est une contrainte et R � X . Initialement, l'automate est

dans l'�etat q

0

et toutes les valeurs des horloges sont nulles. Ces valeurs augmentent de mani�ere

synchrone avec le temps. Si l'automate est dans l'�etat q, la transition (q; < a; T; R >; q

0

) est

franchissable �a la date t 2 IR

+

si les valeurs des horloges de X v�eri�ent T ; si la transition

est franchie, les horloges de R sont remises �a z�ero, et l'automate passe dans l'�etat q

0

. Un mot

temporis�e est une suite (a

1

; t

1

); � � � ; (a

n

; t

n

) 2 (�� IR)

�

o�u la suite des t

i

est croissante. Un tel

mot est reconnu par l'automate s'il �etiquette une suite de transitions menant �a l'�etat �nal.

L'article [2] consid�ere l'inclusion de la primitive d'addition avec des tests de type (x+y # x

0

+y

0

)

et prouve qu'un mod�ele plus puissant est obtenu : le probl�eme de vacuit�e du langage devient

ind�ecidable. Il est facile de constater que pour le mod�ele des automates temporis�es avec au plus

2 horloges et des contraintes de la forme (x # C), (x�y # C) et (x+y # C), la vacuit�e du langage
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est d�ecidable. Cette classe particuli�ere contient cependant des langages non reconnaissables par

la classe des automates temporis�es classiques. Dans cet article, nous montrons que le test du

vide du langage est ind�ecidable pour les automates temporis�es avec au plus 6 horloges, avec des

contraintes de la forme (x # C) et (x+ y = 1) o�u l'unique contrainte additive implique toujours

les mêmes deux horloges. Ainsi, d'une part nous �etendons le r�esultat g�en�eral d'ind�ecidabilit�e et

d'autre part nous donnons une borne sup�erieure sur le nombre d'horloges pour le r�esultat de

d�ecidabilit�e.

La preuve consiste �a simuler une machine d�eterministe �a deux compteurs. Une telle machine

ex�ecute un programme, dont chaque instruction est �etiquet�ee, termin�e par une instruction Halte.

Toute autre instruction prend l'une des deux formes suivantes :

(1) e

i

: a := a+ 1; goto e

j

; (2) e

i

: Si a = 0 goto e

j

sinon a := a� 1; goto e

k

;

o�u a d�esigne un des deux compteurs (c ou d). Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose que les deux

compteurs sont initialement �a z�ero. La terminaison d'un tel programme, c'est-�a-dire l'acc�es �a

l'�etiquette (ou l'�etat) Halte, est un probl�eme ind�ecidable [3].

2. Preuve d'ind�ecidabilit�e

Th�eor�eme : Pour la classe des automates temporis�es �a au plus 6 horloges, augment�es de la

primitive d'addition (x+ y = 1), o�u les horloges x et y sont �x�ees d�es le d�epart, le probl�eme de

la vacuit�e du langage est ind�ecidable.

Preuve : Nous r�eduisons le probl�eme de la non-terminaison d'une machine d�eterministe �a deux

compteurs, c et d, �a notre probl�eme. Nous construisons un automate qui simule le comportement

de la machine et atteint un �etat �nal si et seulement si la machine s'arrête. Supposons que le

Axe du temps
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c d d

d
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cc d

d
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c d d
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Fig. 1 {. E�et attendu sur la sous-s�equence : (:::; < 3; 4 >; < 3; 3 >; < 4; 3 > :::).

comportement de la machine soit d�ecrit par la s�equence :

(< n

0

; m

0

>;< n

1

; m

1

>; � � � ; < n

i

; m

i

>; � � �)

o�u n

i

et m

i

sont les valeurs des compteurs apr�es la i

i�eme

instruction. Nous encodons chaque

valeur dans un intervalle de temps unitaire et nous alternons sur l'axe du temps les valeurs
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de c et de d. Sur l'exemple de la �gure 1, la con�guration < 3; 4 > est cod�ee par le facteur

(c; 20+1=2)(c; 20+ 3=4)(c; 20+7=8)(d; 21+1=2)(d; 21+3=4)(d; 21+7=8)(d; 21+15=16). De fa�con

g�en�erale, l'automate reconnâ�t n

0

symboles c durant l'intervalle de temps [0::1], m

0

symboles d

durant [1::2]; � � � ; n

i

symboles c durant [2i; 2i+ 1], m

i

symboles d durant [2i+ 1; 2(i+ 1)] etc.

(outre les symboles, identi��es par � sur la �gure 2, correspondant �a des transitions internes �a la

construction).

Entr�ee

*, chrono= 1

M.-�a-j.

d

*, chrono= 1

Suivant

Entr�ee

Boucle

chrono= 1

*, chrono= 0 et Pi = Pr,

*, chrono= 0 et

Un

dernier

f Pi g

*, chrono= 0 et

Pr < 2

Pr = 2 et Pr > Pi,

a

fT1(d), T2(d), chronog

Suivant

(e

0

)

Entr�ee

Boucle

*, chrono= 0 et

Pi = Pr, fPig

chrono= 1

Un

dernier

a

Suivant

(e

j

)

2.1- Initialisation du processus. 2.2- Le compteur a ne varie pas.

2.3- Incr�ementation : 2.4- D�ecr�ementation

e

i

: a := a + 1; goto e

j

.

e

i

: si a = 0 alors goto e

j

sinon a := a� 1; goto e

k

*, chrono= 0 et

Pr < 2

fchrono, h

x

;h

y

g

f chrono;h

x

; h

y

g

f Pi, Pr, chrono, h

x

; h

y

g

a, h

x

+ h

y

= 1 et

a, h

x

+ h

y

= 1,

fh

x

; Pi g

a, h

x

+ h

y

= 1 et Pr= 2,

fchrono, h

x

;h

y

, Prg

Entr�ee

Boucle

*, chrono= 0 et Pi = Pr,

chrono= 1

Suivant

(e

j

)

Suivant

(e

k

)

*, chrono= 0 et

Pr < 2; f Pi g

*, chrono= 0 et

Pr = 2 et Pr < Pi,

fchrono; h

x

; h

y

g

f Pi, Pr, chrono h

x

; h

y

g

fPi, Pr, chrono, h

x

; h

y

g

fh

x

; h

y

; chrono, Prg

a, h

x

+ h

y

= 1, Pr= 2,

Pr < 2, fh

x

, Pig

a, h

x

+ h

y

= 1,

fchrono,h

x

; h

y

;Prg

fh

x

; Pi g

a, h

x

+ h

y

= 1 et Pi= 2,

fchrono; h

x

; h

y

g

a, h

x

+ h

y

= 1 et

Pi< 2, fh

x

g

a, h

x

+ h

y

= 1 et

Pr < 2, fh

x

g

Fig. 2 {. Constructions g�en�eriques des sous-modules de l'automate.

Une horloge chrono, remise �a z�ero toutes les unit�es de temps enti�eres, d�etermine les intervalles

de longueur 1.

�

A l'int�erieur d'un tel intervalle, les dates des symboles sont pr�ecises. Elles sont

calcul�ees �a l'aide de deux horloges, h

x

et h

y

, remises �a z�ero �a chaque d�ebut d'intervalle. Les

tests revêtent toujours la même forme : h

x

+ h

y

= 1; fh

x

g. Ainsi, pour k symboles, les dates
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calcul�ees �a partir de h

x

= h

y

= 0 sont : 0; 1=2; 3=4; 7=8; ::: ; (2

k

� 1)=2

k

. Chaque date marque

la moiti�e du d�elai restant pour atteindre l'intervalle suivant. Sur un même intervalle, l'automate

peut reconnâ�tre un nombre illimit�e de symboles. Nous montrons �a la �gure 1 un exemple de

l'e�et attendu sur une sous-s�equence arbitraire.

Hormis chrono, h

x

et h

y

, l'automate comprend 4 horloges. On associe �a chaque compteur deux

horloges de travail : T1(c) et T2(c) pour c; T1(d) et T2(d) pour d. Ces horloges assurent le bon

compte des symboles sur chaque intervalle, en rep�erant d'une instruction �a la suivante des d�elais

constants de 2 unit�es. Les rep�eres se font tantôt sur les derniers symboles d'un intervalle, tantôt

sur les avant-derniers symboles (voir �gure 1). L'horloge rep�erant la date du dernier symbole est

dite pilote; l'autre est dite pr�ed�ecesseur.

La �gure 2 donne les constructions g�en�eriques des sous-modules de l'automate pour un compteur

d�esign�e par a et deux horloges de travail d�esign�ees par Pi (pour Pilote) et Pr (pour Pr�ed�ecesseur).

D'une instruction �a la suivante, trois cas peuvent se pr�esenter : le compteur n'est pas modi��e

(�g. 2.2), il est incr�ement�e (�g. 2.3) ou il est d�ecr�ement�e (�g. 2.4). Les �etats de sortie des

sous-modules, �etiquet�es par Suivant, correspondent soit au passage �a l'instruction suivante, soit

au passage �a un module transitoire de type 2.2.

�

A la �n d'un intervalle, les horloges Pi et Pr

se suivent �a un d�elai 1=2

k

pr�es, sauf lorsque la valeur du compteur est nulle. Cette situation

apparâ�t soit en d�ebut de processus (�g. 2.1) puisque le compteur est nul au d�epart, soit lorsque

le compteur est d�ecr�ement�e alors que sa valeur est 1. Dans ce dernier cas, les deux horloges

sont synchronis�ees sur la date du d�ebut d'intervalle (�g. 2.4 : arc de l'�etat Entr�ee vers l'�etat

Suivant(e

k

)). La synchronisation sert de rep�ere lors du test �a z�ero (�g. 2.4 : arc de l'�etat Entr�ee

vers l'�etat Suivant(e

j

)).

Dans le cas d'une incr�ementation, c'est le pilote qui guide la boucle de reconnaissance des

symboles d'un intervalle (�g. 2.2). Dans le cas d'une d�ecr�ementation, c'est le pr�ed�ecesseur qui

guide la boucle (�g. 2.4); l'horloge pilote courante endosse alors le rôle du pr�ed�ecesseur en

pr�evision des instructions �a venir. Les deux rôles sont alternativement tenus par les deux horloges.

Dans l'automate il faut traiter ces deux cas de �gure s�epar�ement et ceci entrâ�ne la duplication

de tous les modules (nous pr�esentons les modules g�en�eriques).

�

A des �ns de simpli�cation,

nous �echangeons les rôles syst�ematiquement d'une instruction �a la suivante (c'est pour cette

raison que Pr guide la boucle du sous-module 2.2). Si la machine contient S �etats, l'automate

associ�e contiendra en tout 4 � S sous-modules plus le sous-module de d�epart. La derni�ere �etape

consiste �a relier ces modules pour simuler le comportement de la machine �a deux compteurs et

�a ajouter un �etat �nal qui sera atteint losque l'instruction Halte sera rencontr�ee par la machine.

En cons�equence le langage reconnu par cet automate est vide si et seulement si la machine ne

termine pas. En�n, il est ais�e de faire tenir �a h

y

le rôle de l'horloge chrono, ramenant ainsi �a 6

le nombre total d'horloges 2.
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