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Résumé

Lorsqu’on ajoute la primitive d’addition dans les automates temporisés, il devient impossible
de décider si le language reconnu est vide [2]. Dans cet article, nous étendons ce résultat au cas
limite ol seules deux horloges sont impliquées dans les contraintes avec addition.
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1. Automates temporisés

Les automates temporisés, dont la classe a été définie en 1990 par Alur et Dill [1], constituent
I’'un des modeles les plus étudiés pour les systemes temps réels. L’objectif est de vérifier si une
modélisation répond a certaines spécifications ou possede certaines propriétés quantitatives liées
au temps. L’idée est d’ajouter a un automate classique une notion explicite de temps afin de
dater les actions du systeme. Pour ce faire, on utilise un ensemble d’horloges, ou plutét de
chronometres, évoluant naturellement avec le temps mais testées et éventuellement remises a
zéro lors d’une action du systeme. Les tests consistent en la comparaison d’une horloge avec une
constante (comparaison notée: z # ') ou de la différence de deux horloges avec une constante
(notée: z —y # (). La principale qualité du modeéle est la décidabilité du probleme de la vacuité
du langage. Ce probleme, résolu par le graphe des régions, est PSpace-complet.

Un automate temporisé est un tuple A = (Q,%,0, 0, I, X) o ) est un ensemble d’états,
> un alphabet fini, § une fonction de transition, go un état initial, /' C Q un ensemble fini
d’états finaux, X un ensemble fini d’horloges. Une contrainte est une combinaison booléenne
de propositions atomiques de la forme: (z # C) ou (z —y # C), pour z et y € X, C € N
et # € {<,=,>}. Une transition dans § d’un état ¢ vers un état ¢’ est étiquetée par un
triplet: < a,T, R > ol a € X, T est une contrainte et R C X. Initialement, "automate est
dans I’état gg et toutes les valeurs des horloges sont nulles. Ces valeurs augmentent de maniere
synchrone avec le temps. Si 'automate est dans 1’état ¢, la transition (¢, < a,T, R >,q') est
franchissable & la date ¢t € IRT si les valeurs des horloges de X vérifient T'; si la transition
est franchie, les horloges de R sont remises a zéro, et ’automate passe dans 1’état ¢’. Un mot
temporisé est une suite (ay,¢1), -+, (an, t,) € (X x R)* ol la suite des ¢; est croissante. Un tel
mot est reconnu par I’automate s’il étiquette une suite de transitions menant a I’état final.

L’article [2] considere I'inclusion de la primitive d’addition avec des tests de type (z4+y # '+1')
et prouve qu'un modele plus puissant est obtenu: le probleme de vacuité du langage devient
indécidable. 1l est facile de constater que pour le modele des automates temporisés avec au plus
2 horloges et des contraintes de la forme (z # C), (z—y # C) et (z+y # C), la vacuité du langage



est décidable. Cette classe particuliere contient cependant des langages non reconnaissables par
la classe des automates temporisés classiques. Dans cet article, nous montrons que le test du
vide du langage est indécidable pour les automates temporisés avec au plus 6 horloges, avec des
contraintes de la forme (z # C) et (z +y = 1) ou 'unique contrainte additive implique toujours
les mémes deux horloges. Ainsi, d’une part nous étendons le résultat général d’indécidabilité et

d’autre part nous donnons une borne supérieure sur le nombre d’horloges pour le résultat de
décidabilité.

La preuve consiste a simuler une machine déterministe & deux compteurs. Une telle machine
exécute un programme, dont chaque instruction est étiquetée, terminé par une instruction Halte.
Toute autre instruction prend 'une des deux formes suivantes :

(1) e; :a:=a+1;gotoe;; (2) e; :Sia=0gotoe; sinon a :=a— 1; goto ey;

ol a désigne un des deux compteurs (¢ ou d). Sans perte de généralité, on suppose que les deux
compteurs sont initialement & zéro. La terminaison d’un tel programme, c’est-a-dire 'acces a
I’étiquette (ou ’état) Halte, est un probléeme indécidable [3].

2. Preuve d’indécidabilité

Théoréme: Pour la classe des automates temporisés a au plus 6 horloges, augmentés de la
primitive d’addition (z +y = 1), ou les horloges z et y sont fixées des le départ, le probleme de
la vacuité du langage est indécidable.

Preuve: Nous réduisons le probleme de la non-terminaison d’une machine déterministe a deux
compteurs, c et d, a notre probleme. Nous construisons un automate qui simule le comportement
de la machine et atteint un état final si et seulement si la machine s’arréte. Supposons que le

Compteur ne varie pas Compteur incrémenté
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Compteur décrémenté

F1G. 1 —. Effet attendu sur la sous-séquence: (..., < 3,4 >, <3,3>, <4,3> ..).

comportement de la machine soit décrit par la séquence:

(< g, Mo >7< 1, My >7 7< g, Ty >7 )
ol n; et m; sont les valeurs des compteurs apres la **™€ instruction. Nous encodons chaque
valeur dans un intervalle de temps unitaire et nous alternons sur ’axe du temps les valeurs



de ¢ et de d. Sur 'exemple de la figure 1, la configuration < 3,4 > est codée par le facteur
(¢,2041/2)(¢,20+ 3/4)(c,20+7/8)(d,2141/2)(d,214+3/4)(d, 21+7/8)(d,21415/16). De facon
générale, 'automate reconnait ng symboles ¢ durant 'intervalle de temps [0..1], mg symboles d
durant [1..2], --- ,n; symboles ¢ durant [27,2i + 1], m; symboles d durant [2i 4+ 1,2(i 4+ 1)] etc.
(outre les symboles, identifiés par * sur la figure 2, correspondant a des transitions internes a la

construction).

*, chrono= *, chrono= 1

: 1 -
"\ {T1(d), T2(d), chrono} (M.-a-j\ {chrono, hx, hy} Suivan
Entrée w (eq)

2.1- Initialisation du processus.

*, chrono= 0 et Pi = Pr,

— Pi, Pr, chrono, hy, h
droro= 1_ffr N { o hy}

{ chrono, hg, hy

*, chrono= 0 et
Pr=2etPr> Pj
{Pi}

*, chrono= 0 et

Pr< 2
a he +hy =1,
chrono, hz, hy, Pr}

a, he +hy = LetPr= 2,
{he, Pi}

a,he +hy =1e€
Pr< 2, {hg}

2.2- Le compteur a ne varie pas.

chrono= 1
{chrono, hz, hy

*, chrono= 0 et

Pi = Pr, {P:}

*, chrono= 0 et
Pr<2 a he +hy =1,
{chrono,hz , iy, Pr}

a, he + hy = 1etPi=

{he, P}

2.8- Incrémentation :
ej:a:=a+ 1;gotoej.

*, chrono= 0 et Pi = Pr, -
= Pi, Pr, chrono h h uivan
aroro= 1 (LN 4 eyt (6

{chrono, hz, by es)

7

*, chrono= 0 et
Pr=2etPr < Pj

* chrono= 0 et {Pi. Pr, chrono, hg, hy}

Pr< 2, {Pi}

a, hg +hy =1,Pr=2,
{hz, hy, chrono, Pry

a,hg + hy = 1et
Pr < 2, {hg, Pi}

2.4- Décrémentation

e; :sia = 0 alors goto e
sinon a := a — 1; goto e,

Fia. 2 —. Constructions génériques des sous-modules de "automate.

Une horloge chrono, remise a zéro toutes les unités de temps entieres, détermine les intervalles
de longueur 1. A Tintérieur d’un tel intervalle, les dates des symboles sont précises. Elles sont
calculées a ’aide de deux horloges, h, et h,, remises a zéro a chaque début d’intervalle. Les
tests revétent toujours la méme forme: h, + hy, = 1, {h,}. Ainsi, pour k symboles, les dates



calculées & partir de h, = h, = O sont: 0, 1/2, 3/4, 7/8, ..., (2% — 1)/2*. Chaque date marque
la moitié du délai restant pour atteindre I'intervalle suivant. Sur un méme intervalle, ’automate
peut reconnaitre un nombre illimité de symboles. Nous montrons a la figure 1 un exemple de
I’effet attendu sur une sous-séquence arbitraire.

Hormis chrono, h, et hy, 'automate comprend 4 horloges. On associe a chaque compteur deux
horloges de travail: T1(c) et T2(c) pour ¢; T1(d) et T2(d) pour d. Ces horloges assurent le bon
compte des symboles sur chaque intervalle, en repérant d’une instruction a la suivante des délais
constants de 2 unités. Les reperes se font tantét sur les derniers symboles d’un intervalle, tantot
sur les avant-derniers symboles (voir figure 1). L’horloge repérant la date du dernier symbole est
dite pilote; 'autre est dite prédécesseur.

La figure 2 donne les constructions génériques des sous-modules de ’automate pour un compteur
désigné par a et deux horloges de travail désignées par Pi (pour Pilote) et Pr (pour Prédécesseur).
D’une instruction a la suivante, trois cas peuvent se présenter: le compteur n’est pas modifié
(fig. 2.2), il est incrémenté (fig. 2.3) ou il est décrémenté (fig. 2.4). Les états de sortie des
sous-modules, étiquetés par Suivant, correspondent soit au passage a l'instruction suivante, soit
au passage a un module transitoire de type 2.2. A la fin dun intervalle, les horloges Pi et Pr
se suivent a un délai 1/2% pres, sauf lorsque la valeur du compteur est nulle. Cette situation
apparait soit en début de processus (fig. 2.1) puisque le compteur est nul au départ, soit lorsque
le compteur est décrémenté alors que sa valeur est 1. Dans ce dernier cas, les deux horloges
sont synchronisées sur la date du début d’intervalle (fig. 2.4: arc de ’état Entrée vers I’état
Suivant(ey)). La synchronisation sert de repere lors du test a zéro (fig. 2.4: arc de I’état Entrée
vers [’état Suivant(e;)).

Dans le cas d’une incrémentation, c’est le pilote qui guide la boucle de reconnaissance des
symboles d’un intervalle (fig. 2.2). Dans le cas d’une décrémentation, c’est le prédécesseur qui
guide la boucle (fig. 2.4); I’horloge pilote courante endosse alors le réle du prédécesseur en
prévision des instructions a venir. Les deux roles sont alternativement tenus par les deux horloges.
Dans lPautomate il faut traiter ces deux cas de figure séparément et ceci entraine la duplication
de tous les modules (nous présentons les modules génériques). A des fins de simplification,
nous échangeons les réles systématiquement d’une instruction & la suivante (c’est pour cette
raison que Pr guide la boucle du sous-module 2.2). Si la machine contient S états, 'automate
associé contiendra en tout 4 % .S sous-modules plus le sous-module de départ. La derniere étape
congsiste a relier ces modules pour simuler le comportement de la machine a deux compteurs et
a ajouter un état final qui sera atteint losque l'instruction Halte sera rencontrée par la machine.
En conséquence le langage reconnu par cet automate est vide si et seulement si la machine ne
termine pas. Enfin, il est aisé de faire tenir a h, le role de I’horloge chrono, ramenant ainsi a 6
le nombre total d’horloges O.
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