
Introduction �a l'algorithmique des objets partag�es

Bernadette Charron{Bost

Robert Cori

Lix, Ecole Polytechnique,

91128 Palaiseau Cedex, France,

charron@lix.polytechnique.fr

cori@lix.polytechnique.fr

Antoine Petit

Lifac, ENS Cachan,

61 av. Pr�esident Wilson

94235 Cachan Cedex

petit@lifac.ens-cachan.fr

R�esum�e

Ces notes constituent une introduction �a l'algorithmique r�epartie utilisant des m�emoires

partag�ees par plusieurs processus, on y pr�esente les ex�ecutions comme des ensembles dont les

�el�ements sont des actions �el�ementaires ou op�erations, et qui sont munis de deux relations sa-

tisfaisant certains axiomes. On introduit la notion de registre et l'on construit des registres

complexes �a l'aide de composants �el�ementaires. La source de cet article est principalement On

interprocess communication I & II de L. Lamport.

1 Introduction

Il est d'usage de consid�erer deux paradigmes importants de communication en algorithmique

r�epartie : la transmission de messages et l'utilisation d'objets partag�es, nous nous pla�cons ici dans

le deuxi�eme cadre. Un objet partag�e est en quelque sorte un automate qui change d'�etat suivant

les actions e�ectu�ees par les processus qui y font appel et qui fournit des valeurs �a ces processus.

La classi�cation des objets partag�es suivant leurs capacit�es �a r�esoudre certains probl�emes constitue

un des objectifs majeurs des travaux r�ecents en algorithmique r�epartie, �a cela il faut ajouter les

algorithmes de r�ealisation d'objets complexes �a l'aide d'objets plus simples et la preuve de l'im-

possibilit�e de certaines r�ealisations. Dans cet article nous consid�erons les objets partag�es les plus

�el�ementaires : les registres sûrs et les registres atomiques et nous montrons comment se r�esolvent,

sur ces objets particuliers, les questions cit�ees plus haut. Nous commen�cons par d�ecrire un mod�ele

de repr�esentation formelle des syst�emes d'ex�ecution distribu�es, ce mod�ele est bas�e sur la th�eorie ma-

th�ematique des ensembles ordonn�es, il est dû �a L. Lamport. Nous consid�erons ensuite les registres

en montrant que cette famille d'objets �el�ementaires poss�ede des propri�et�es riches : on peut r�ealiser

des algorithmes qui sont loin d'être triviaux, et on peut d�emontrer des r�esultats d'impossibilit�e en

faisant appel �a des arguments complexes. Ainsi en se limitant aux registres on a d�ej�a une vue assez

large des techniques employ�ees dans le domaine et du style des r�esultats que l'on peut obtenir.

La source de notre pr�esentation est principalement l'article de L. Lamport On interprocess com-

munication I & II. Par rapport �a cet article nous avons ajout�e quelques notions suppl�ementaires
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en tentant d'être aussi rigoureux que possible. Le plus souvent les preuves compl�etes des r�esultats

annonc�es sont e�ectu�ees, en particulier celle de l'impossibilit�e de la r�ealisation d'un registre ato-

mique, �a un lecteur et un �ecrivain, par des registres r�eguliers du même type dans le cas o�u le lecteur

n'�ecrit pas. Nous avons aussi tent�e de montrer intuitivement le fonctionnement de tel algorithme ou

de tel objet. La derni�ere partie est une pr�esentation nouvelle de la construction d'un registre ato-

mique �a l'aide de registres r�eguliers due �a J. Tromp. Nous montrons en particulier que l'algorithme

de J. Tromp est valide en dehors de l'hypoth�ese du temps global. Nous esp�erons que cet article

aiguisera la curiosit�e du lecteur et l'encouragera �a consulter d'autres travaux dans le domaine.

2 Axiomatique des relations de causalit�e

Dans ce paragraphe nous introduisons le mod�ele math�ematique qui servira de base �a tous les

d�eveloppements de cet article. On consid�ere un ensemble E d'actions �el�ementaires muni d'un ordre

partiel, puis une famille de sous-ensembles de E, les op�erations. On peut d�e�nir de mani�ere naturelle

deux relations �! et

-

sur les op�erations, ces relations satisfont alors certaines conditions. En

omettant l'ensemble sous-jacent E et en retenant comme structure de base l'ensemble des op�erations

muni des relations �! et

-

, on obtient la notion d'ex�ecution.

2.1 Ex�ecution de syst�eme, mod�ele

Soit E un ensemble dont les �el�ements sont consid�er�es comme des actions �el�ementaires, muni

d'une relation d'ordre partiel � strict mod�elisant la relation de causalit�e entre ces actions �el�emen-

taires. Dans la suite, � d�esignera la fermeture r�e
exive de la relation �. Une op�eration (ou action)

non-�el�ementaire est constitu�ee d'un ensemble non-vide d'actions �el�ementaires. C'est un �el�ement de

l'ensemble des parties non vides de E, ce dernier ensemble est not�e P

�

(E) dans la suite. La relation

� induit sur P

�

(E) une relation not�ee �! d�e�nie de la fa�con suivante.

Pour deux op�erations A et B, on a A �! B si :

8a 2 A; 8b 2 B; a � b: (1)

Puisque la relation � mod�elise la d�ependance causale entre op�erations �el�ementaires, la relation

�! traduit elle aussi une d�ependance causale mais entre actions non{�el�ementaires. Dans la suite,

nous dirons que A est une cause de B lorsque A �! B. Pour qu'une action A in
ue sur une action

B, il n'est pas n�ecessaire que A �! B , il su�t seulement qu'une action �el�ementaire de A soit une

cause d'une action �el�ementaire de B. Cette relation de \causalit�e faible" est ainsi mod�elis�ee par la

relation not�ee

-

que l'on d�e�nit comme suit.

Pour deux op�erations A et B on a A

-

B si :

9a 2 A; 9b 2 B; a � b: (2)

Il est alors facile de v�eri�er que l'ensemble P

�

(E), muni des deux relations �! et

-

satisfait

les conditions suivantes :

(A

1

) La relation �! est une relation d'ordre.

(A

2

) Si A �! B alors A

-

B et :(B

-

A).

(A

3

) Si A �! B

-

C ou A

-

B �! C alors A

-

C.

(A

4

) Si A �! B

-

C �! D alors A �! D.
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A B

C D

Fig. 1 - Une ex�ecution n'admettant pas de mod�ele

Dans [L86a], Lamport consid�ere l'axiome suppl�ementaire suivant :

(A

5

) Pour tout A, l'ensemble des B tels que :(A �! B) est �ni.

En utilisant en plus l'axiome (A

2

), (A

5

) assure que chaque action A a un ensemble �ni de causes.

Notons que contrairement aux axiomes A

1

{A

4

, l'axiome A

5

ne se d�eduit pas des d�e�nitions (1) et

(2) de �! et

-

en termes de la relation d'ordre partiel �.

En omettant l'ensemble E et la relation � on peut d�e�nir directement la notion d'ex�ecution de

syst�eme :

D�e�nition 2.1 Une ex�ecution de syst�eme est un ensemble d�enombrable S muni de deux relations

�! et

-

satisfaisant les axiomes A

1

{A

5

. Les �el�ements de S sont appel�es op�erations, actions

ou �ev�enements. La relation �! est dite causalit�e forte et

-

causalit�e faible.

L'ensemble partiellement ordonn�e (E;�) �a partir duquel nous avons d�e�ni par (1) et (2) les deux

relations �! et

-

est appel�e mod�ele de < P

�

(E); �! ;

-

>. Plus g�en�eralement, on d�e�nit

un mod�ele d'une ex�ecution de syst�eme de la fa�con suivante :

D�e�nition 2.2 Un ensemble partiellement ordonn�e (E;�) est un mod�ele d'une ex�ecution de sys-

t�eme < S; �! ;

-

> s'il existe une application � : S �! P

�

(E) telle que :

A �! B () 8a 2 �(A); 8b 2 �(B) : a � b

A

-

B () 9a 2 �(A); 9b 2 �(B) : a � b:

Il est alors naturel de se demander si toute ex�ecution de syst�eme admet un mod�ele. La r�eponse est

n�egative comme le montre l'exemple de l'ex�ecution de syst�eme S d�ecrite dans la Figure 1.

En e�et, si S admettait un mod�ele alors il existerait a; b; c; d appartenant respectivement �a �(A),

�(B), �(C) et �(D) tels que a � b et c � d puisque A

-

B et C

-

D. Comme B �! C, on a

b � c. Par transitivit�e de la relation �, on en d�eduit que a � d. Ainsi on a A

-

D qui n'est pas

une relation de l'ex�ecution de syst�eme S.

Plus g�en�eralement, on peut remarquer que toute ex�ecution de syst�eme < S; �! ;

-

> qui

admet un mod�ele satisfait les propri�et�es suivantes :

(M

1

) 8A 2 S; A

-

A.

(M

2

) Si A

-

B �! C

-

D alors A

-

D.
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Dans [Ang], Anger montre que les propri�et�es M

1

et M

2

su�sent en fait �a assurer l'existence d'un

mod�ele , nous reprenons ici cette preuve.

Th�eor�eme 2.3 Une ex�ecution de syst�eme admet un mod�ele si et seulement si elle satisfait M

1

et

M

2

.

Preuve. La discussion qui pr�ec�ede montre que toute ex�ecution de syst�eme qui admet un mod�ele

satisfait M

1

et M

2

.

R�eciproquement, supposons qu'une ex�ecution de syst�eme < S; �! ;

-

> satisfasse M

1

et M

2

.

Consid�erons deux copies disjointes S

d

et S

f

de S et soit E leur r�eunion. Pour toute op�eration A de

S, on note A

d

et A

f

les copies de A dans S

d

et S

f

, de plus on munit E de la relation not�ee � �egale

�a la fermeture transitive de la relation

0

�! que l'on d�e�nit comme suit.

Pour tout A

d

; B

d

2 S

d

, pour tout A

f

; B

f

2 S

f

on a :

A

d

0

�! B

f

() A

-

B (3)

A

f

0

�! B

d

() A �! B (4)

En particulier, comme S satisfait M

1

, pour toute ex�ecution d'op�erationA, A

-

A et donc A

d

0

�!

A

f

. On peut alors consid�erer A

d

et A

f

comme mod�elisant respectivement le d�ebut et la �n de A.

Lemme 2.4 La relation � est une relation d'ordre sur E qui v�eri�e :

A

f

� B

d

() A �! B:

Preuve. Nous montrons d'abord que A

f

� B

d

() A �! B, puis que � est une relation d'ordre.

1) Par d�e�nition de

0

�! , si A �! B alors A

f

0

�! B

d

et A

f

� B

d

.

2) R�eciproquement, supposons que A

f

� B

d

. Ou bien A

f

�! B

d

et le r�esultat est imm�ediat,

ou bien il existe alors une châ�ne n'utilisant que la relation

0

�! reliant A

f

�a B

d

. Cette châ�ne est

de la forme :

A

f

= D

0

f

0

�! C

1

d

0

�! D

1

f

0

�! C

2

d

0

�! D

2

f

0

�! � � �

0

�! D

n�1

f

0

�! C

n

d

= B

d

: (5)

Dans S, ceci s'�ecrit encore :

A = D

0

�! C

1

-

D

1

�! C

2

-

D

2

�! � � �

-

D

n�1

�! C

n

= B:

En appliquant l'axiome (A

4

), on obtient A �! C

2

, puis en l'utilisant de nouveau A �! C

3

et

�nalement A �! B.

Pour montrer que � est une relation d'ordre il su�t de v�eri�er qu'elle est irr�e
exive, la transitivit�e

d�ecoulant imm�ediatement de sa d�e�nition. Supposons qu'il existe un �el�ementX de E tel que X � X .

{ Si X est de la forme X = A

d

alors il existe B

f

tel que A

d

0

�! B

f

� A

d

. Par (3) on d�eduit

A

-

B et la premi�ere partie du Lemme entrâ�ne que B �! A. Ceci contredit l'axiome A

2

.

{ Le cas o�u X est de la forme X = A

f

se traite de fa�con analogue.
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Nous avons ainsi montr�e que � est une relation d'ordre. 2

Fin de la preuve du Th�eor�eme :

Consid�erons l'application � qui �a A dans S associe le sous ensemble fA

d

; A

f

g de E, montrons que :

A �! B () 8A

i

2 �(A); 8B

j

2 �(B) : A

i

� B

j

:

Si 8A

i

2 �(A); 8B

j

2 �(B) on a A

i

� B

j

on d�eduit A

f

� B

d

et A �! B d'apr�es le Lemme 2.4.

R�eciproquement, si A

f

� B

d

on a aussi par transitivit�e de �, puisque B

d

� B

f

et A

d

� A

f

:

A

d

� A

f

� B

d

� B

f

Passons �a la relation

-

et montrons que :

A

-

B () 9A

i

2 �(A); 9B

j

2 �(B) : A

i

� B

j

Comme la relation � est la fermeture transitive de

0

�! , par (3) nous avons :

A

-

B ) A

d

� B

f

:

R�eciproquement, supposons que A

i

� B

j

,pour certains (i; j) 2 fd; fg. En utilisant la transitivit�e

de la relation � ainsi que les relations A

d

� A

i

et B

j

� B

f

, nous en d�eduisons A

d

� B

f

. Par

construction, A

d

6= B

f

et donc A

d

� B

f

. Comme la relation � est la fermeture transitive de la

relation

0

�! , il en r�esulte que, ou bien A

d

0

�! B

f

et alors A

-

B, ou bien il existe C et D

dans S tels que :

A

d

0

�! C

f

� D

d

0

�! B

f

:

Par (3), nous en d�eduisons que A

-

C et D

-

B. D'autre part, grâce au Lemme 2.4, nous

avons C �! D. L'axiome M

2

nous permet de conclure que A

-

B. En conclusion, (E;�) est un

ensemble partiellement ordonn�e qui constitue un mod�ele de < S; �! ;

-

>.2

Remarque

Notons que la r�eunion [

A2S

�(A) est �egale �a E. D'autre part, pour toutes les ex�ecutions d'op�erations

A et B nous avons :

A 6= B ) �(A) \ �(B) = ;:

Ainsi, l'application � est injective.

2.2 Mod�ele temps global

Lorsque les actions �el�ementaires sont r�ealis�ees par un seul processus (s�equentiel) ou lorsque le

syst�eme est assujetti �a une horloge globale, l'ensemble (E;�) est totalement ordonn�e et chaque

ex�ecution d'op�eration A correspond �a un intervalle ferm�e non vide de E que l'on note [d

A

; f

A

]. On

dit alors que (E;�) constitue un mod�ele temps global du syst�eme d'ex�ecution. Il est clair que toute

ex�ecution de syst�eme admettant un mod�ele temps global v�eri�e la condition :

(GT ) Pour tout A;B appartenant �a S; on a : A �! B ou B

-

A
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A B

C D

Fig. 2 - Une ex�ecution n'admettant pas de mod�ele temps global

puisqu'on a n�ecessairement f

A

� d

B

ou d

B

� f

A

. Notons qu'une ex�ecution de syst�eme, même si elle

admet un mod�ele, ne satisfait pas n�ecessairement GT et n'admet donc pas en g�en�eral de mod�ele

temps global (cf. Figure 2). Autrement dit, l'axiome GT ne se d�eduit pas des axiomes A

1

-A

5

et

M

1

-M

2

.

Dans la suite de cette section, nous nous proposons de montrer que la condition GT est en fait

su�sante pour qu'une ex�ecution de syst�eme admette un mod�ele temps global

1

. Pour cela, nous

rappelons tout d'abord le th�eor�eme de Russell{Wiener ([Wie]), et nous en donnons la preuve, bien

qu'elle soit classique, par souci d'être complets.

Th�eor�eme 2.5 Pour tout ensemble partiellement ordonn�e < S; �! >, les deux conditions sui-

vantes sont �equivalentes :

{ (i) Il existe un ensemble totalement ordonn�e (E;<) et une application � : S �! Int

�

(E)

(o�u Int

�

(E) d�esigne l'ensemble des intervalles non vides de E) telle que :

A �! B () 8X 2 �(A); 8Y 2 �(B) : X < Y

{ (ii) Le syst�eme < S; �! > satisfait l'axiome de Russell{Wiener

2

,

8A;B;C;D 2 S; (A �! B) ^ :(C �! B) ^ (C �! D) ) A �! D: (6)

Preuve.Le fait que (i) implique (ii) est imm�ediat. Soit un ensemble totalement ordonn�e< S; �! >

qui satisfait l'axiome de Russel-Wiener, consid�erons les antichâ�nes maximales (au sens de l'inclu-

sion) de S; ces antichâ�nes sont g�en�eralement appel�ees moments de S. Notons E l'ensemble des

moments de S. D�e�nissons sur E la relation < par :

X < Y () 9A 2 X; 9B 2 Y : A �! B:

La transitivit�e de la relation < r�esulte de l'axiome de Russell{Wiener. D'autre part, tout moment

�etant une antichâ�ne, la relation < est acyclique et ordonne donc E. En�n, par maximalit�e des

moments, l'ordre < est un ordre total.

1

Notons que toute ex�ecution de syst�eme qui satisfait l'axiome GT satisfait aussi M

1

-M

2

et admet donc un mod�ele.

2

Les ensembles partiellement ordonn�es satisfaisant cet axiome sont appel�es des ordres d'intervalle. Le lecteur

int�eress�e pourra trouver di��erentes caract�erisations de ces ensembles partiellement ordonn�es dans [Mor].
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Pour chaque �el�ement A de S, notons �(A) l'ensemble de tous les moments X contenant A. Comme

fAg est une antichâ�ne, il existe un moment contenant A et donc �(A) est non vide. Montrons

que �(A) est un intervalle de E. Soient X , Y , Z trois moments tels que X < Y < Z. Supposons

que X et Z appartiennent �a �(A). Si Y n'est pas dans �(A) alors, par maximalit�e de l'antichâ�ne

Y , il existe un �el�ement B dans Y tel que A �! B ou B �! A. Etudions le cas o�u A �! B.

Comme Y < Z, il existe un �el�ement C dans Y et un �el�ement D dans Z tels que C �! D. En

utilisant de nouveau le fait que Y est une antichâ�ne maximale, nous avons :(C �! B). L'axiome

de Russell{Wiener nous assure qu'alors A �! D, ce qui contredit le fait que Z est une antichâ�ne.

Le cas o�u B �! A se traite de fa�con analogue.

Montrons maintenant que pour tout A;B de E,

A �! B () 8X 2 �(A); 8Y 2 �(B) : X < Y:

Supposons que A �! B. Consid�erons deux moments quelconques X et Y tels que X 2 �(A) et

Y 2 �(B), i.e. A 2 X et B 2 Y . Par d�e�nition de la relation <, on en d�eduit que X < Y .

R�eciproquement, supposons que

8X 2 �(A); 8Y 2 �(B) : X < Y

avec :(A �! B), i.e. avec A et B incomparables pour la relation �! ou avec B �! A. Si

B �! A alors, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, pour tout X 2 �(A) et tout Y 2 �(B) on a Y < X . Comme

la relation < est acyclique, ceci contredit l'hypoth�ese de d�epart.

Si A et B sont incomparables pour la relation �! alors tout moment de S contenant A contient

aussi B et r�eciproquement. Par suite, dans ce cas, �(A) = �(B) et, comme < est anti{r�e
exive,

l'hypoth�ese de d�epart n'est pas v�eri��ee (en particulier pour Y = X). 2

Remarque

Soit S un ensemble muni d'une relation d'ordre �! satisfaisant l'axiome de Russel-Wiener. En

d�e�nissant la relation

-

par

8A;B 2 S; A

-

B () :(B �! A)

les deux relations �! et

-

constituent une ex�ecution. En e�et les axiomes A

1

et A

2

sont des

cons�equences imm�ediates des d�e�nitions, A

3

r�esulte de la transitivit�e de �! et A

4

d�ecoule de GT ,

ainsi l'axiome A

4

peut être consid�er�e comme une version a�aiblie de l'axiome de Russell{Wiener.

Corollaire 2.6 Une ex�ecution de syst�eme admet un mod�ele temps global si et seulement si elle

satisfait l'axiome GT .

Preuve.Nous avons pr�ec�edemment remarqu�e que toute ex�ecution de syst�eme admettant un mod�ele

temps global satisfait GT . R�eciproquement, consid�erons < S; �! ;

-

> une ex�ecution de

syst�eme satisfaisant l'axiome GT . Etant donn�e que S satisfait A

4

, cette ex�ecution de syst�eme

satisfait aussi l'axiome de Russell{Wiener et donc, par le Th�eor�eme 2.5, il existe un ensemble

totalement ordonn�e (E;<) et une application � : S �! Int

�

(E) telle que

A �! B () 8X 2 �(A); 8Y 2 �(B) : X < Y:

Par suite, pour les op�erations A et B de S, on a

A

-

B () 9X 2 �(A); 9Y 2 �(B) : X < Y ou X = Y:
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D'autre part, d'apr�es l'axiome A

5

, les ensembles �(A) sont (par construction) �nis et peuvent

s'�ecrire :

�(A) = [d

A

; f

A

]:

Par cons�equent, (E;<) est un mod�ele temps global de < S; �! ;

-

>. 2

Le th�eor�eme de Ore (cf. [Ore]) donne une caract�erisation de la dimension d'un ordre partiel en

termes de plongement dans les ensembles R

k

, tout ensemble totalement ordonn�e est isomorphe �a

un sous{ensemble (totalement ordonn�e) de R. Notons � un plongement quelconque de E dans R

et consid�erons, pour toute ex�ecution d'op�eration A, l'ensemble �(�(A)) �egal �a l'image de �(A) par

�. Cet ensemble est une partie �nie non vide de R et le plus petit intervalle qui le contient est

�egal �a [�(d

A

); �(f

A

)] = I

A

. Ceci prouve que l'existence d'un mod�ele temps global est �equivalente �a

l'existence d'un mod�ele temps global pour lequel E = R. On retrouve ainsi la d�e�nition originale

d'un mod�ele temps global donn�ee par Lamport dans [L86a].

3 Vues hi�erarchiques

Pour d�ecrire le comportement d'un syst�eme, on peut se placer �a di��erents niveaux de d�etail. Une

op�eration dite de haut niveau consiste ou encore est implant�ee par un ensemble d'op�erations de plus

bas niveau. Dans cette section, nous pr�eciserons les relations qui existent entre deux vues di��erentes

d'un même syst�eme, l'une �etant de plus bas niveau que l'autre. D'autre part, nous donnerons une

d�e�nition formelle de ce que signi�e le fait d'implanter un syst�eme �a l'aide d'un syst�eme de plus

bas niveau.

3.1 Vue de niveau sup�erieur

Consid�erons une ex�ecution de syst�eme < S; �! ;

-

> et soit H un ensemble d'�el�ements

sens�es mod�eliser des ex�ecutions d'op�erations de niveau sup�erieur �a celles de S. Puisqu'une op�eration

dite de haut niveau consiste en un ensemble d'op�erations de plus bas niveau, chaque �el�ement de H

est une partie de S. On d�e�nit alors naturellement sur H les relations de pr�ec�edence

�

�! et

�

-

de la fa�con suivante :

G

�

�!H si pour tout A 2 G et pour tout B 2 H on a :A �! B (7)

G

�

-

H s'il existe A 2 G et B 2 H tels que A �! B ou A = B: (8)

Etant donn�es (7) et (8) et puisque < S; �! ;

-

> satisfait A

1

-A

4

, il su�t que tout �el�ement

de H soit une partie non vide de S pour que < H;

�

�!;

�

-

> satisfasse aussi �a A

1

-A

4

. En ce

qui concerne l'axiome A

5

, il su�t que tout �el�ement de H soit une partie �nie de S et que chaque

�el�ement de S appartienne �a un nombre �ni d'�el�ements de H pour que cet axiome soit v�eri��e par

< H;

�

�!;

�

-

>. Puisqu'il est naturel de supposer que toute ex�ecution d'op�eration de bas niveau

fait partie de l'ex�ecution d'une op�eration de plus haut niveau, nous posons la d�e�nition suivante :

D�e�nition 3.1 Une vue d'une ex�ecution de syst�eme < S; �! ;

-

> de niveau sup�erieur est

donn�ee par un sous ensemble H de P

�

(S) tel que :

(H

1

) Tout �el�ement H de H est une partie �nie de S.

(H

2

) Tout �el�ement de S appartient �a un nombre �ni non nul d'�el�ements de H.
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Dans la plupart des cas, les ensembles H que l'on consid�ere sont des partitions (en parties �nies) de

S. Cependant, la D�e�nition 3.1 permet de raisonner sur des ex�ecutions de syst�eme dans lesquelles

une op�eration de bas niveau fait partie de plusieurs op�erations de plus haut niveau.

Il est facile de v�eri�er que si une ex�ecution de syst�eme < S; �! ;

-

> admet un mod�ele, i.e.

v�eri�e M

1

-M

2

, alors toute vue de niveau sup�erieur v�eri�e aussi M

1

-M

2

. Une fa�con plus constructive

de montrer cela est de remarquer que si (E;�) est un mod�ele de < S; �! ;

-

> pour une

certaine application � alors l'application �

�

d�e�nie par :

�

�

: H �! P

�

(E)

H 7�! �

�

(H) = [

A2H

�(A)

fait de (E;�) un mod�ele d'une vue H � P

�

(S) de niveau sup�erieur.

3.2 Notion d'implantation

Nous nous proposons ici de d�e�nir formellement le fait qu'une ex�ecution de syst�eme en implante

une autre. Si une ex�ecution de syst�eme < S; �! ;

-

> implante une autre ex�ecution de syst�eme

< H;

H

�!;

H

-

> alorsH doit clairement constituer une vue de S de niveau sup�erieur. Mais que dire

des relations de pr�ec�edence

H

�! et

H

-

? Les �el�ements de S repr�esentent les ex�ecutions d'op�eration

qui ont r�eellement lieu tandis que les �el�ements de H repr�esentent les groupements d'op�erations que

l'on veut consid�erer �a un niveau d'abstraction plus �elev�e. Les relations

�

�! et

�

-

, induites par

�! et

-

sur H, constituent les relations de pr�ec�edence r�eelles sur les �el�ements de H tandis

que

H

�! et

H

-

repr�esentent celles que l'on aimerait pouvoir consid�erer sur H.

Ainsi, par exemple dans le domaine des bases de donn�ees, les �el�ements de S repr�esentent les lectures

et �ecritures d'un seul item tandis que les �el�ements de H mod�elisent les transactions, i.e. les lectures

et �ecritures d'items multiples. La possibilit�e de s�erialiser correspond au fait de pouvoir consid�erer

les di��erentes transactions comme ayant lieu s�equentiellement alors qu'elles sont en fait ex�ecut�ees

de fa�con concurrente. Sur cet exemple, on constate que pour d�e�nir une notion d'implantation

\raisonnable", il est beaucoup trop contraignant de demander que l'ordre r�eel

�

�! soit �egal �a

l'ordre total

H

�! car cela interdirait toute ex�ecution concurrente des op�erations de base. On impose

donc seulement que, si dans une vue de niveau sup�erieure une ex�ecution d'op�eration en pr�ec�ede

r�eellement une autre alors cette pr�ec�edence est compatible avec les relations de pr�ec�edence que

l'on aimerait pouvoir consid�erer. Plus formellement, on d�e�nit l'implantation d'une ex�ecution de

syst�eme par une autre de la fa�con suivante :

D�e�nition 3.2 Une ex�ecution de syst�eme < S; �! ;

-

> implante une autre ex�ecution de

syst�eme < H;

H

�!;

H

-

> si H est une vue de S de niveau sup�erieur et si la relation d'ordre

H

�!

est une extension de la relation d'ordre

�

�! d�e�nie par (7) sur H, i.e. si

�

�! �

H

�!.

La proposition suivante prouve que lorsque l'on veut implanter une ex�ecution de syst�eme par une

autre ex�ecution de plus bas niveau il su�t de consid�erer les op�erations qui �gurent r�eellement

dans le syst�eme que l'on veut implanter et n�egliger toutes les op�erations appartenant aux syst�emes

environnants. On montre ainsi que la relation \implante" est en quelque sorte une congruence.

Proposition 3.3 Soit < S [ I; �! ;

-

> une ex�ecution de syst�eme o�u S et I sont deux en-

sembles disjoints. Soit < H;

H

�!;

H

-

> une ex�ecution de syst�eme implant�ee par < S; �! ;

-

>

et soient

�

�! et

�

-

les deux relations d�e�nies par (7) et (8) sur S[I. Alors il existe des relations

de pr�ec�edence

H[I

�! et

H[I

-

sur S [ I telles que :
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{ < H[I;

H[I

�!;

H[I

-

> est une ex�ecution de syst�eme qui est implant�ee par < S[I; �! ;

-

>;

{ Les restrictions �a H de

H[I

�! et

H[I

-

sont respectivement �egales �a

H

�! et

H

-

;

{ Les restrictions �a I de

H[I

�! et

H[I

-

sont des extensions de �! et

-

respectivement.

Ce r�esultat technique est crucial dans les applications car il permet de prouver qu'une ex�ecution

de syst�eme en implante une autre quel que soit le contexte, et donc quelles que soient les op�erations

qui ont lieu dans le syst�eme et qui ne sont pas observables. Par exemple, pour implanter une base

de donn�ees, on peut ne consid�erer que les op�erations de lecture et d'�ecriture et faire abstraction

de toutes les proc�edures d'initialisation et d'entr�ee{sortie. La Proposition 3.3 assure que le fait de

consid�erer que les transactions ont lieu selon un ordre total

H

�! n'induit pas sur l'ensemble de

toutes les ex�ecutions op�eration (observables ou non) des relations de pr�ec�edence incoh�erentes avec

celles qui existent r�eellement. Nous renvoyons �a [L85] pour la preuve quelque peu technique de cette

proposition.

4 Registres

Dans ce qui suit, on consid�ere des ex�ecutions dans lesquelles toutes les op�erations sont soit des

actions internes �a des processus, soit des acc�es �a des objets partag�es. Les objets partag�es �etudi�es ici

sont des registres ; on peut les consid�erer comme les objets partag�es les plus simples. Les op�erations

que l'on peut e�ectuer sur un registre sont des �ecritures et des lectures. Une �ecriture attribue une

valeur v au registre : elle consiste �a \remplacer l'ancienne valeur par v". Une lecture obtient une

valeur de la part du registre. On classi�e les registres selon les conditions satisfaites par les valeurs

obtenues lors d'une lecture, celle-ci peut être ou non concurrente �a une, ou même �a plusieurs,

�ecritures. On peut consid�erer qu'un registre g�en�eralise la notion de m�emoire, fondamentale en

algorithmique s�equentielle; dans ce contexte, l'�ecriture repr�esente la notion classique d'a�ectation

d'une valeur �a une variable et la lecture celle de la recherche de la valeur a�ect�ee. Dans la suite on

suppose qu'un registre est �a un seul �ecrivain, sa complexit�e d�epend alors des param�etres suivants :

{ Le nombre de valeurs qu'il peut prendre. On distinguera principalement les registres binaires,

qui ne prennent que deux valeurs di��erentes, et les registres �a k > 2 valeurs distinctes.

{ Le nombre de lecteurs qui acc�edent au registre; le registre peut être ainsi �a un seul lecteur ou

�a plusieurs lecteurs.

Lorsque la suite de lectures et d'�ecritures est totalement ordonn�ee par la relation �! , il est

naturel de consid�erer que la valeur obtenue par une lecture L est celle attribu�ee par la derni�ere

�ecriture E qui pr�ec�ede L. Si les lectures et �ecritures se produisent de fa�con concurrente, plusieurs

hypoth�eses peuvent être formul�ees sur les valeurs obtenues lors d'une lecture. Nous en retenons

deux qui correspondent �a des situations rencontr�ees fr�equemment :

1. Registres sûrs. On consid�ere ici l'hypoth�ese minimale que l'on puisse raisonnablement retenir.

Dans un registre sûr, la valeur obtenue lors d'une lecture L qui n'est pas concurrente avec une

�ecriture est celle qui a �et�e �ecrite par la derni�ere �ecriture qui a pr�ec�ed�e L. Aucune hypoth�ese

n'est faite sur la valeur lue par une lecture concurrente �a une ou plusieurs �ecritures ; cette

valeur peut être quelconque et n'avoir aucun rapport avec les valeurs �ecrites.
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2. Registres atomiques. La notion d'atomicit�e, fr�equente en algorithmique r�epartie, consiste �a

supposer que l'ex�ecution s'est d�eroul�ee \comme si elle s'�etait produite de mani�ere s�equen-

tielle ". Ainsi, l'ensemble des lectures et �ecritures sur un registre atomique peut être ordonn�e

totalement par un ordre �, de fa�con telle que le comportement du registre soit le même que

celui d'un registre pour lequel tous les acc�es se font s�equentiellement. C'est �a dire que la

valeur obtenue lors d'une lecture L est celle attribu�ee par la derni�ere �ecriture qui pr�ec�ede L

par l'ordre �.

Dans la suite nous examinerons comment r�ealiser des registres complexes �a l'aide de registres plus

simples; ainsi on r�ealisera par exemple un registre �a un nombre quelconque de valeurs �a l'aide

de registres binaires, un registre multi-lecteurs �a l'aide de registres �a un seul lecteur, un registre

atomique �a l'aide de registres sûrs.

4.1 Axiomatique des registres

Nous commen�cons par pr�eciser les notions informelles que nous venons d'introduire.

4.1.1 Ex�ecutions de registres

Une ex�ecution est, comme au paragraphe pr�ec�edent, un ensemble S muni de deux relations

�! et

-

satisfaisant aux axiomes A

1

� A

5

. Une ex�ecution de registres fait intervenir dans

l'ensemble S certains �ev�enements qui sont des lectures et d'autres des �ecritures.

D�e�nition 4.1 Une ex�ecution d'un registre (S; �! ;

-

; E ;L) est une ex�ecution o�u l'ensemble

des op�erations S contient deux sous-ensembles disjoints E ;L dont les �el�ements sont appel�es respec-

tivement �ecritures et lectures tels que :

(B

0

) L'ensemble des �ecritures est totalement ordonn�e par la relation �! et la

premi�ere �ecriture pr�ec�ede par �! tous les �ev�enements de L [ E ;

(B

1

) Deux op�erations quelconques E et L, appartenant respectivement �a

E et L, sont en relation par

-

, c'est-�a-dire :

8E 2 E ; 8L 2 L; E

-

L ou L

-

E

Remarques

1. L'axiome B

0

r�esulte de ce que l'on ne consid�ere que des registres �a un seul �ecrivain.

3

2. Les relations entre les �ev�enements autres que les lectures et les �ecritures sont suppos�ees

quelconques, il n'est fait aucune hypoth�ese sur le lien entre ceux-ci et les �el�ements de L et E , seuls

les axiomes A

1

� A

5

leur sont applicables.

Les �ecritures d'une ex�ecution d'un registre forment une suite (qui peut être in�nie) :

E

0

�! E

1

�! E

2

� � � �! E

i

�! E

i+1

�! � � �

Pour chaque lecture L, cette suite est partitionn�ee en cinq intervalles disjoints d�e�nis par :

3

Des registres �a plusieurs �ecrivains sont consid�er�es par exemple par Isra�eli dans [IS].
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E

1

E

2

E

3

E

4

E

5

E

6

E

7

E

8

E

9

E

10

E

11

E

12

L

E

0

(L) E

1

(L) E

2

(L) E

3

(L) E

1

(L)

Fig. 3 - Partition d'une suite d'�ecritures par une lecture

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

E

0

(L) = fE 2 EjE �! Lg

E

1

(L) = fE 2 EjE

-

L;:(L

-

E);:(E �! L)g

E

2

(L) = fE 2 EjE

-

L; L

-

Eg

E

3

(L) = fE 2 EjL

-

E;:(E

-

L);:(L �! E)g

E

1

(L) = fE 2 EjL �! Eg:

Cette d�ecomposition est illustr�ee sur la Figure 3

Les �ecritures de E

1

(L); E

2

(L); E

3

(L) sont dites concurrentes �a L. On dit qu'une lecture L est isol�ee

si elle n'est concurrente �a aucune �ecriture soit si :

E

1

(L) = E

2

(L) = E

3

(L) = ;

dans ce cas toute �ecriture pr�ec�ede ou suit L par �! .

Remarques

1. On v�eri�e, en utilisant les axiomes A1�A5 sur les ex�ecutions que si E 2 E

i

(L) et si E �! E

0

,

alors E

0

2 E

j

(L) pour un indice j sup�erieur ou �egal �a i.

2. Si l'on se place dans l'hypoth�ese du temps global (GT), les ensembles E

1

(L) et E

3

(L) sont

alors vides pour toute lecture L.

4.1.2 Ex�ecutions valu�ees et registres

Jusqu'ici, nous avons consid�er�e des �ev�enements de lecture et d'�ecriture sans prendre en compte

les valeurs lues ou �ecrites. Un moyen de les prendre en compte consiste �a faire intervenir des

ex�ecutions valu�ees, pour ces ex�ecutions une valeur est a�ect�ee �a chaque �ecriture ; et des ex�ecutions

bi-valu�ees, o�u une valeur est aussi attribu�ee �a chaque lecture.

Soit V un ensemble �ni dont les �el�ements sont appel�es des valeurs ; dans la suite on consid�erera que

V contient ou bien deux �el�ements, (registres binaires) ou bien k > 2 (registres �a k valeurs). Une
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ex�ecution valu�ee est donn�ee par une ex�ecution de registre (S; �! ;

-

; L; E) et une application

" de E dans V . Pour chaque �ecriture E, "(E) repr�esente la valeur �ecrite dans le registre lors de

l'op�eration d'�ecriture E.

Une ex�ecution bi-valu�ee est une ex�ecution valu�ee augment�ee d'une application � de L dans V . Pour

une lecture L, �(L) mod�elise la valeur obtenue par L dans le registre, c'est la valeur lue par le

processus qui e�ectue l'action L.

Dans certains cas on souhaite exprimer qu'une valeur lue dans un registre au cours de la lecture L a

�et�e �ecrite au cours de l'�ecriture E ; pour cela on d�e�nit une fonction de lecture, c'est une application

de L dans E . On dit qu'une ex�ecution (S; �! ;

-

;L; E), bi-valu�ee par (�; ") est induite par la

fonction de lecture �, si � est une application de L dans E et si pour toute lecture L on a

�(L) = "(�(L))

Une ex�ecution bi-valu�ee (S; �! ;

-

;L; E ; �; "), n'est pas n�ecessairement induite par une fonc-

tion de lecture, car les lectures peuvent tr�es bien obtenir un r�esultat qui n'a jamais �et�e �ecrit. D'autre

part si une telle fonction de lecture existe elle n'est pas n�ecessairement unique.

On consid�ere g�en�eralement un registre comme un objet partag�e qui enregistre une valeur lorsqu'un

processus �ecrit et qui fournit une valeur lorsqu'un processus lit. A cette fa�con dynamique de voir

le registre on en pr�ef�ere ici une autre, �equivalente �a la pr�ec�edente, mais qui se prête mieux �a un

cadre plus formel. Ainsi, dans ce qui suit on consid�ere un registre comme une fonction, qui a pour

donn�ee une ex�ecution valu�ee (o�u les �ecritures sont a�ect�ees d'une valeur), et dont le r�esultat est de

donner des valeurs aux lectures, obtenant ainsi une ex�ecution bi-valu�ee. De fa�con plus pr�ecise on

a :

D�e�nition 4.2 Un registre est une fonction qui, �a toute ex�ecution valu�ee (S; �! ;

-

; E ;L; "),

associe une application � de L dans V telle que pour toute lecture L, �(L) ne d�epend que de

l'ensemble des �ev�enements qui pr�ec�edent L par

-

, des relations �! ou

-

qui existent

entre ceux-ci et des valuations des �ecritures qui font partie de cet ensemble.

Remarque.

Dans cette d�e�nition un registre est un objet d�eterministe qui donne la même valeur en lecture pour

deux ex�ecutions valu�ees identiques. On se limite aux registres d�eterministes ici. Pour d�e�nir des

registres non d�eterministes, il su�rait de consid�erer qu'un registre est une fonction de l'ensemble des

ex�ecutions valu�ees dans l'ensemble des parties des ex�ecutions bi-valu�ees, ou de mani�ere �equivalente

que c'est une famille de couples form�es d'une ex�ecution valu�ee et d'une ex�ecution bi-valu�ee; des

r�esultats semblables �a ceux donn�es ci-dessous pourraient alors être d�evelopp�es.

4.1.3 Registres sûrs et atomiques

Dans la d�e�nition d'une ex�ecution bi-valu�ee, qui a �et�e donn�ee ci-dessus, aucune restriction n'a

�et�e impos�ee �a la valeur obtenue par une lecture. Celle-ci peut être �ecrite avant celle-ci, apr�es celle-

ci, ou même être une valeur qui n'a pas �et�e �ecrite. A�n de mod�eliser des situations rencontr�ees

pratiquement dans les syst�emes distribu�es, il est n�ecessaire de donner des hypoth�eses restrictives;

c'est ce que nous faisons ici.

13



D�e�nition 4.3 Une ex�ecution bi-valu�ee (S; �! ;

-

; E ;L; ") est s�equentielle si toutes les lec-

tures sont isol�ees et si � est induite par l'application qui �a toute lecture L associe la derni�ere �ecriture

de E

0

(L).

D�e�nition 4.4 Une ex�ecution bi-valu�ee est sûre, si sa restriction �a l'ensemble des lectures isol�ees

et de toutes les �ecritures est une ex�ecution s�equentielle.

Ainsi dans une ex�ecution sûre, une lecture non isol�ee peut obtenir un r�esultat quelconque, et une

lecture isol�ee obtient comme r�esultat la derni�ere valeur �ecrite. On remarque que la valuation des

lectures n'est pas n�ecessairement induite par une fonction de lecture. Une ex�ecution bi-valu�ee dans

laquelle aucune lecture n'est isol�ee est de mani�ere �evidente sûre.

D�e�nition 4.5 Une ex�ecution bi-valu�ee est atomique, s'il existe une extension lin�eaire � de �! ,

telle que l'ex�ecution form�ee par les mêmes �ev�enements et pour laquelle la relation de causalit�e forte

est �egale �a �, est une ex�ecution bi-valu�ee s�equentielle.

Ainsi une ex�ecution bi-valu�ee (S; �! ;

-

; E ;L; ") est atomique si � est induite par une

fonction de lecture � et s'il existe un ordre total � tel que :

A �! B ) A � B

�(L) � L et �(L) � A � L ) A =2 E

La Figure 4 donne trois exemples d'ex�ecutions bi-valu�ees. La premi�ere est s�equentielle, car toutes

les lectures et les �ecritures sont en relation par �! et que chaque lecture est valu�ee par la même

valeur que la derni�ere �ecriture qui la pr�ec�ede. La seconde est sûre (mais ni s�equentielle ni atomique),

car les seules lectures isol�ees sont L

1

et L

5

la restriction de l'ex�ecution �a celles-ci et aux �ecritures

donne

E

0

�! L

1

�! E

1

�! E

2

�! E

3

�! E

4

�! L

5

et l'on a bien �(L

1

) = "(E

0

), �(L

5

) = "(E

4

). La troisi�eme est atomique, car on peut trouver une

extension lin�eaire � de �! sur l'ensemble de toutes les actions donn�ee par :

E

0

� L

1

� L

2

� E

1

� E

2

� L

3

� E

3

� L

4

� E

4

� L

5

extension qui poss�ede les propri�et�es requises.

On caract�erise les ex�ecutions atomiques par l'existence d'une fonction de lecture satisfaisant cer-

taines conditions :

Proposition 4.6 Une ex�ecution de registre est atomique si et seulement si elle est induite par une

fonction de lecture � telle que :

(i) 8L 2 L : :(L �! �(L))

(ii) 8E 2 E ; 8L 2 L : E �! L ) E �! �(L) ou �(L) = E

(iii) 8L

1

; L

2

2 L : L

1

�! L

2

) :(�(L

2

) �! �(L

1

))
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E

0

E

1

E

2

E

3

L

1

L

2

L

3

0 1 1 2

1 1 2

Ex�ecution s�equentielle

E

0

E

1

E

2

E

3

E

4

L

1

L

2

L

3

L

4

L

5

0 1 0 1 2

0 3 1 0 2

Ex�ecution sûre

E

0

E

1

E

2

E

3

E

4

L

1

L

2

L

3

L

4

L

5

Ex�ecution atomique

0 1 0 1 2

0 0 0 1 2

Fig. 4 - Ex�ecutions s�equentielles, sûres et atomiques, les valuations sont indiqu�ees par un nombre

situ�e �a côt�e de chaque action
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Preuve. Supposons l'ex�ecution atomique, soit � la fonction de lecture associ�ee et � l'extension li-

n�eaire de �! satisfaisant les conditions donn�ees par la d�e�nition d'atomicit�e. Celles-ci impliquent

�(L) � L, soit puisque � est une extension lin�eaire de �!

:(L �! �(L))

Si E �! L, alors E � L et �(L) est ou bien �egale �a E ou bien est situ�ee entre E et L dans

l'ordre total �, soit puisque les �ecritures sont totalement ordonn�ees par �! :

E �! �(L) ou E = �(L)

Si L

1

�! L

2

, alors par l'ordre total �, �(L

1

) pr�ec�ede L

1

et donc L

2

. Par l'atomicit�e de l'ex�e-

cution �(L

2

) ne peut pr�ec�eder �(L

1

) dans l'ordre � qui se confond avec �! dans l'ensemble de

�ecritures ainsi �(L

1

) = �(L

2

) ou �(L

1

) �! �(L

2

) ce qui est �equivalent �a:

:(�(L

2

) �! �(L

1

))

R�eciproquement, supposons l'existence d'une fonction de lecture satisfaisant les conditions (i); (ii)

et (iii). Consid�erons un ordre total � sur les �ev�enements qui soit une extension lin�eaire de �!

pour les �ecritures et tel que, pour chaque �ecriture E, toutes les lectures L satisfaisant �(L) = E

sont plac�ees juste apr�es E en respectant la relation �! sur celles-ci, un tel ordre total existe

puisque �! est une relation d'ordre partiel. Il su�t de montrer pour terminer que � est bien une

extension de �! sur les lectures et les �ecritures. Si E �! L on a d'apr�es (ii) et puisque � est

une extension de �! sur les �ecritures : E � �(L) � L. Si L �! E alors �(L) �! E en raison

de (i) et donc �(L) � L � E. En�n si L

1

�! L

2

, et L

2

� L

1

ceci impliquerait �(L

2

) �! �(L

1

)

par d�e�nition de � et ceci est contradictoire �a la condition (iii). 2

De mani�ere naturelle on d�e�nit la notion de registre sûr ou atomique :

D�e�nition 4.7 Un registre est sûr (resp. atomique) s'il associe �a une ex�ecution valu�ee une ex�ecu-

tion bi-valu�ee sûre (resp. atomique).

4.2 R�ealisation de registres

4.2.1 D�e�nition

La r�ealisation d'un objet partag�e �a l'aide d'autres objets est une notion fondamentale en algo-

rithmique repartie. Cette notion est intuitivement simple, il s'av�ere pourtant di�cile d'en donner

une d�e�nition math�ematique pr�ecise. Un traitement rigoureux n�ecessiterait de longs d�eveloppe-

ments, nous nous limitons ici �a une pr�esentation informelle. Nous utilisons la notion d'implantation

introduite au paragraphe 3.2.

Nous avons aussi besoin d'ex�ecutions faisant appel �a plusieurs registres et non pas un seul, comme

cela a �et�e le cas jusqu'ici. Une ex�ecution faisant intervenir k registres, k � 1 est une ex�ecution

contenant 2k ensembles deux �a deux disjoints : E

1

; : : :E

k

et L

1

: : :L

k

, tels que pour tout i, 1 � i � k,

le couple E

i

, L

i

satisfasse les conditions d'une ex�ecution d'un registre.

D�e�nition 4.8 La r�ealisation d'un registre X par des registres X

1

; : : :X

k

comporte deux op�era-

tions :
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Ex�ecution valu�ee

sur X

Ex�ecution valu�ee

sur les X

i

Ex�ecution bi-valu�ee

sur X

Ex�ecution bi-valu�ee

sur les X

i

Algorithme

d'implantation

Algorithme de

valuation des

lectures de X

Registres X

i

Fig. 5 - Sch�ema d'une r�ealisation

{ Un algorithme d'implantation des lectures et des �ecritures sur X en des op�erations sur les X

i

{ Un algorithme de calcul des valeurs obtenues par les lectures sur X.

Le premier algorithme construit, �a partir d'une ex�ecution valu�ee (S; �! ;

-

; ") quelconque sur

le registre X , une ex�ecution valu�ee (S

0

;

0

�! ;

0

-

; "

0

) sur des registres X

1

; : : :X

k

, ex�ecution qui

est une implantation de la premi�ere au sens d�e�ni au paragraphe 3.2. chaque �ecriture et chaque

lecture sur X est remplac�ee par un ensemble d'actions sur X

1

; : : :X

k

. Les registres X

i

agissent sur

cette implantation pour fournir une valuation �

0

des lectures de L

0

. Le deuxi�eme algorithme calcule

la bi-valuation � sur (S; �! ;

-

) �a partir de celle sur (S

0

;

0

�! ;

0

-

), la valeur d'une lecture

L de S ne d�epend que des valeurs associ�ees aux op�erations qui l'implantent dans S

0

, et de la valeur

de certaines variables locales. La Figure 5 sch�ematise les di��erentes �etapes d'une r�ealisation.

Dans la suite nous explicitons la r�ealisation de registres multi-lecteurs �a partir de registres �a un

seul lecteur et de registres �a k valeurs �a partir de registres binaires. Ces r�ealisations fournissent

ainsi des exemples qui illustrent les notions introduites ici.

4.2.2 R�ealisation de registres �a plusieurs lecteurs

Une ex�ecution d'un registre est �a m lecteurs si l'on peut partitionner L en m parties disjointes

L

1

;L

2

; : : : ;L

m

telles que la restriction de �! �a chacun des L

i

; i = 1, : : : , m soit une relation

d'ordre totale. On dit par la suite d'un �el�ement de L

i

, qu'il s'agit d'une lecture e�ectu�ee par le

processus i. Un registre est dit �a m lecteurs, s'il construit une valuation des lectures pour toute

ex�ecution valu�ee �a m lecteurs. On peut r�ealiser un registre �a m lecteurs, �a l'aide de m registres �a

un seul lecteur en utilisant les algorithmes suivants pour l'�ecrivain et les lecteurs.

{ Algorithme d'implantation: A chaque �ecriture E de X , valu�ee par v, on fait correspondre une

suite fE

1

; E

2

� � � ; E

m

g d'�ecritures, totalement ordonn�ees par

0

�! , o�u E

i

repr�esente l'�ecriture

de la valeur v dans le registre X

i

.
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Pour toute �ecriture E implant�ee par fE

1

; E

2

� � � ; E

m

g, la valuation de E

i

est �egale �a celle de

E et on note "

i

(E

i

) = "(E).

Une lecture L de X par le processus i est implant�ee par une lecture L

i

du registre X

i

{ Relations dans S et S

0

: On suppose que �! est �egale �a

�

�!

0

et que

-

est �egale

�a

�

-

0

. Cette notation signi�e que U �! V est �equivalent �a u �!

0

v pour tous les u

et v qui font partie des implantations de U et V respectivement. De même U

-

V est

�equivalent �a u �!

0

v pour au moins un u et un v qui font partie des implantations de U et

V respectivement.

{ Algorithme de valuation des lectures : Pour chaque i = 1; : : : ; m, notons E

0

i

l'ensemble des

�ecritures E

i

provenant de l'implantation de toutes les �ecritures E. On obtient ainsi une par-

tition de l'ex�ecution S

0

en m ex�ecutions S

i

; i = 1 : : :m , chacune d'entre elles est �a un seul

lecteur. Pour l'ex�ecution S

i

, le registre X

i

associe une valuation �

i

des lectures de L

i

et la

valeur �(L

i

) obtenue par la lecture L implant�ee par L

i

est �egale �a celle, �

i

(L

i

), attribu�ee �a

L

i

par X

i

.

Remarque : De fait, l'ordre relatif dans lequel s'e�ectuent les �ecritures E

1

; E

2

� � � ; E

m

dans l'im-

plantation n'a pas d'importance; toutefois pour chaque couple E;E

0

d'�ecritures sur X telles que

E �! E

0

, on doit avoir E

i

0

�! E

0

j

, pour tous les i; j tels que 1 � i; j � m.

Proposition 4.9 Dans la r�ealisation ci-dessus, si les X

i

, i = 1 � � �m, sont des registres sûrs �a un

lecteur alors X est un registre sûr �a m lecteurs.

Preuve. Soit S une ex�ecution sur X dans laquelle on a une partition des lectures en m châ�nes L

i

.

Soit L une lecture isol�ee de S �el�ement de L

i

. La lecture L

i

qui implante L dans S

0

est aussi isol�ee,

en e�et si L

i

est concurrente �a une �ecriture E

i

alors, par l'algorithme d'�ecriture, E

i

est contenue

dans une �ecriture E de S qui est concurrente �a L, contredisant le fait que L soit isol�ee. Comme

le registre X

i

est sûr et L

i

isol�ee, �

i

(L

i

) est la valeur "

i

(E

i

) �ecrite par l'�ecriture E

i

qui pr�ec�ede

imm�ediatement L

i

pour la relation

0

�! , il est alors facile de v�eri�er que E, l'�ecriture de X qui

contient E

i

est bien l'�ecriture qui pr�ec�ede imm�ediatement L pour la relation �! . 2

Si les registres X

i

sont atomiques, le registre X construit n'est pas n�ecessairement atomique comme

le montre l'exemple de la Figure 6. Dans cet exemple, il y a deux �ecritures et deux lectures, E �ecrit

la valeur a et E

0

la valeur b 6= a dans un registre X , L est une lecture par le processus 1 et L

0

une autre par le processus 2. On a repr�esent�e sur cette �gure l'implantation de ces 4 op�erations et

les relations qui lient les �ev�enements de cette implantation. En raison de l'atomicit�e des registres

X

i

, L

0

obtient la valeur �ecrite par E, et L celle �ecrite par E

0

; ce qui ne permet pas de construire

un ordre lin�eaire sur fE;E

0

; L; L

0

g satisfaisant aux conditions d'atomicit�e de X et qui soit une

extension lin�eaire de �! .

Toutefois, si l'on suppose que les ex�ecutions sur chacun des registres qui implantent sont toutes

s�equentielles, alors l'ex�ecution implant�ee satisfait certaines propri�et�es qui entrâ�nent les conditions

(i) et (ii) de la Proposition 4.6 qui caract�erise l'atomicit�e (mais pas la condition (iii) !).

Proposition 4.10 Si dans la r�ealisation ci-dessus l'implantation d'une ex�ecution S donn�ee est

s�equentielle sur chacun des registres X

i

, alors il existe une fonction de lecture � sur S satisfaisant

aux conditions suivantes :
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E

1

E

2

E

0

1

E

2

L

1

L

0

2

a a b b

b a

Fig. 6 - Ex�ecution non atomique d'un registre multi-lecteurs

(1) �(L)

-

L

(2) Pour toute �ecriture E telle que �(L) �! E on a L

-

E.

Preuve.

(1) Soit L une lecture du registre X , L

i

la lecture de X

i

qui l'implante. La s�equentialit�e de

l'implantation implique que L

i

est isol�ee vis �a vis des �ecritures de E

i

. Soit E

i

l'�ecriture de E

i

qui

pr�ec�ede imm�ediatement L

i

, d�e�nissons �(L) comme l'�ecriture de E dont l'implantation contient E

i

.

On a par l'algorithme de valuation des lectures :

�(L) = �

i

(L

i

) = "

i

(E

i

) = "(�(L))

De plus puisque E

i

0

�! L

i

l'�egalit�e de

-

et

�

-

0

implique :

�(L)

-

L

(2) Si �(L) �! E, soit L

i

l'implantation de L alors la s�equentialit�e de l'ex�ecution sur X

i

implique :

�

i

(L

i

)

0

�! L

i

0

�! E

i

Ainsi par l'�egalit�e de

-

et

�

-

0

on obtient :

L

-

E

Ce qui termine la preuve. 2

4.2.3 R�ealisation de registres multivaleurs

Il est facile de r�ealiser un registre sûr �a k valeurs �a l'aide de registres sûrs binaires. La cons-

truction classique consiste �a utiliser p � log

2

(k) registres binaires: X

1

; X

2

; : : :X

p

et �a repr�esenter

le nombre a par sa notation a

1

a

2

: : : a

p

en base 2. L'�ecriture de a dans X est implant�ee par la suite

des �ecritures des a

i

dans X

i

. La lecture de la valeur du registre s'e�ectue par la lecture cons�ecutive

de tous les X

i

et la d�etermination de a �a partir de son �ecriture en base 2. Il est assez facile de voir
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que le registre X est sûr si les X

i

le sont, par contre si les X

i

sont atomiques c'est loin d'être le cas

de X . En e�et, une lecture du registre concurrente au changement de valeur de a �a b peut tr�es bien

conduire �a r�ecup�erer les premiers digits de a et les derniers de b, la valeur lue est alors une valeur

quelconque qui n'a rien �a voir avec a et b.

Une autre construction possible pour repr�esenter un entier a, compris entre 0 et k, consiste �a

utiliser k + 1 digits binaires x

0

; x

1

; : : : ; x

k

tels que x

a

= 1 et x

i

= 0 pour i 6= a. Dans le contexte

des registres, on utilise alors k + 1 registres binaires X

0

; X

1

; : : : ; X

k

pour repr�esenter un nombre

compris entre 0 et k. La lecture du registre consiste �a lire successivement les registres X

0

; X

1

; : : :X

k

,

la valeur du registre est alors i si la premi�ere valeur obtenue �egale �a 1 se trouve dans le registre

X

i

. L'�ecriture du nombre a dans le registre X consiste, comme dans plusieurs algorithmes r�epartis,

�a proc�eder en sens inverse et �a commencer par �ecrire 1 dans le registre a puis 0 dans les registres

X

a�1

; X

a�2

; : : : ; X

1

; X

0

. On suppose que le registre X

k

est initialis�e �a 1, il contient alors cette valeur

ind�e�niment. De fa�con plus pr�ecise on a :

{ Algorithme d'implantation: Une �ecriture valu�ee par i est implant�ee par la suite d'actions :

E

i

0

�! E

i�1

0

�! � � �E

1

0

�! E

0

O�u E

i

est une �ecriture dans le registre X

i

qui est valu�ee par 1, et pour 0 � j < i, E

j

est une

�ecriture, valu�ee par 0, dans le registre X

j

(il n'y a pas d'�ecriture de la valeur 0 si i = 0).

Une lecture L de X est implant�ee par la suite

L

0

0

�! L

1

0

�! � � �

0

�! L

k

o�u L

j

, pour 0 � j � i, est une lecture du registre X

j

.

{ Relations dans S et S

0

: On suppose que �! est �egale �a

�

�!

0

et que

-

est �egale �a

�

-

0

{ Algorithme de valuation des lectures : Chaque registre X

i

construit une valuation �

i

des

lectures L

i

. La valeur �(L) associ�ee par X �a la lecture L s'obtient �a partir des valeurs de

�

j

(L

j

) de son implantation :

L

0

0

�! L

1

0

�! : : :L

i�1

0

�! L

k

�(L) est �egale �a i, le plus petit entier tel que �

i

(L

i

) = 1.

Avec cette nouvelle construction, il est clair que toute valeur obtenue lors d'une lecture est �egale �a

la valuation de l'une des �ecritures (ce qui n'�etait pas le cas dans la r�ealisation faisant intervenir la

repr�esentation en base 2) on a aussi :

Proposition 4.11 Si les registres X

0

; : : :X

k

sont sûrs, le registre construit par l'algorithme pr�ec�e-

dent est �egalement sûr.

Preuve. Soit L une lecture isol�ee de l'ex�ecution S, et soit E l'�ecriture de S qui pr�ec�ede imm�edia-

tement L. Notons i = "(E), on a les implantations suivantes de E et de L :

E

i

0

�! E

i�1

: : :

0

�! E

1

0

�! E

0

L

0

0

�! L

1

: : :

0

�! L

k�1

0

�! L

k
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Elles satisfont E

j

0

�! L

j

pour 0 � j � i. Par l'�egalit�e de �! et

�

�!

0

, pour tout 0 � j � k la

lecture L

j

est isol�ee; de plus puisque X

j

est sûr :

�

j

(L

j

) = "

j

(E

j

)

ainsi l'algorithme de calcul de la valuation de L donne �(L) = i, qui est bien la valuation de

l'�ecriture qui pr�ec�ede imm�ediatement L. 2

Proposition 4.12 Si dans la r�ealisation ci-dessus, l'implantation d'une ex�ecution S est s�equen-

tielle sur chacun des registres X

i

, il existe alors une fonction de lecture � sur S satisfaisant aux

conditions suivantes :

(1) �(L)

-

L

(2) Pour toute �ecriture E satisfaisant �(L) �! E on a L

-

E

Preuve. (1) Soit L une lecture implant�ee par :

L

0

�!

0

L

1

�!

0

� � � �!

0

L

k

soit i le plus petit entier tel que �

0

(L

i

) = 1, un tel entier existe car �

0

(L

k

) = 1 puisqu'aucune lecture

n'�ecrit 0 dans le registre X

k

qui est initialis�e �a 1. Le fait que les ex�ecutions sur chacun des registres

soient s�equentielles implique que L

i

est isol�ee et que l'�ecriture E

i

, qui pr�ec�ede imm�ediatement L

i

,

est telle que "

i

(E

i

) = 1. Notons �(L) l'�ecriture de S qui contient E

i

dans son implantation. On a

par les algorithmes d'implantation et de calcul des valuations des lectures :

"(�(L)) = i = �(L)

De plus E

i

�!

0

L

i

implique

�(L)

-

L

(2) Supposons que �(L) �! E. Notons E

0

= �(L), i = "(E

0

) et j = "(E). Dans l'implantation

on a :

E

0

i

�!

0

E

0

i�1

�!

0

� � �E

0

1

�!

0

E

0

0

�!

0

E

j

�!

0

E

j�1

�!

0

� � �E

1

�!

0

E

0

Si j � i, il existe alors une �ecriture E

i

. La s�equentialit�e de l'implantation pour le registre X

i

et le

choix de E

0

= �(L) impliquent :

E

0

i

�! L

i

�! E

i

soit L

i

-

E

i

, et par l'�egalit�e de

-

et

�

-

0

L

-

E

Si j < i, alors il n'existe pas d'�ecriture E

i

, on utilise la s�equentialit�e du registre X

j

qui implique :

L

j

�!

0

E

j

ou E

j

�!

0

L

j

dans le premier cas on obtient imm�ediatement L

-

E, dans le second nous allons prouver que

l'on aboutit �a une contradiction. Comme �

j

(L

j

) = 0 et que "

j

(E

j

) = 1, c'est qu'il existe un E

00

j

,

tel que "

j

(E

00

j

) = 0, situ�e entre E

j

et L

j

. L'�ecriture E

00

j

�gure dans l'implantation d'une �ecriture
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Fig. 7 - Ex�ecution non atomique d'un registre �a k valeurs
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Fig. 8 - Implantation incoh�erente d'un registre �a m valeurs

E

00

, v�eri�ant E

0

�! E

00

�! E et n�ecessairement telle que "(E

00

) > j; notons h = "(E

00

). Si h � i

on aurait :

E

0

i

�!

0

E

00

i

�!

0

L

i

qui contredit la d�e�nition de E

0

= �(L). Donc h < i, et on peut reprendre le raisonnement que

l'on vient de faire en rempla�cant E par E

00

et j par h. En r�ep�etant cette op�eration su�samment

de fois on construit une suite de lectures qui suivent E

0

et pr�ec�edent L

j

dont les valuations vont

en croissant strictement; une de celles-ci a une valuation sup�erieure ou �egale �a i, ce qui contredit

la d�e�nition de E

0

= �(L). 2

Remarques.

1. Le registre ainsi construit n'est pas atomique, comme on peut le voir sur l'exemple repr�esent�e

Figure 7. Sur cet exemple il y a 3 �ecritures E �! E

0

�! E

00

, valu�ees respectivement 2; 0; 1 et deux

lectures L �! L

0

. On a repr�esent�e leurs implantations, l'algorithme de valuation des lectures donne

�(L) = 1 et �(L

0

) = 2, il est donc impossible de lin�eariser de fa�con coh�erente fE;E

0

; E

00

; L; L

0

g.

2. Si l'on avait choisit d'implanter les �ecritures dans l'ordre des indices de registres croissants on

n'aurait pas obtenu un algorithme coh�erent comme le montre l'exemple repr�esent�e Figure 8. Il y

a dans cet exemple 3 �ecritures E �! E

0

�! E

00

valu�ees respectivement 2; 0; 1 et la lecture L qui

bien que post�erieure �a E

0

est valu�ee par 2 = "(E).

4.3 Registres r�eguliers

Dans le paragraphe pr�ec�edent les deux r�ealisations de registres �a plusieurs lecteurs et �a plusieurs

valeurs ont conduit �a la construction de registres satisfaisant certaines propri�et�es donn�es dans les

Propositions 4.10 et 4.12, suivant L. Lamport nous appelons ces registres des registres r�eguliers
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D�e�nition 4.13 Une ex�ecution bi-valu�ee est r�eguli�ere si elle admet une fonction de lecture �

satisfaisant aux conditions suivantes pour toute lecture L :

(i) �(L)

-

L

(ii) Pour toute �ecriture satisfaisant �(L) �! E on a L

-

E

Un registre r�egulier est un registre qui �a toute ex�ecution valu�ee associe une ex�ecution r�eguli�ere.

Remarques

1. La condition (2) implique aussi

Si E �! L alors E = �(L) ou E �! �(L)

en e�et, si E �! L on ne peut avoir �(L) �! E car la condition (2) est contradictoire �a l'axiome

A2, le r�esultat d�ecoule alors de ce que les �ecritures sont totalement ordonn�ees.

2. Un registre r�egulier satisfait aux conditions (i) et (ii) de la Proposition 4.6.

3. Dans une ex�ecution de registre r�egulier on peut tr�es bien avoir des lectures L �! L

0

qui sont

concurrentes �a des �ecritures E �! E

0

telles que L est valu�ee par "(E

0

) et L

0

est valu�ee par "(E),

on dit que l'on a une inversion des lectures. Une telle inversion est impossible dans une ex�ecution

de registre atomique. Toutefois cette possibilit�e d'inversion dans les registres r�eguliers se limite aux

châ�nes d'�ecritures de longueur 2 car si on a une châ�ne d'�ecritures de longueur 3:

E �! E

0

�! E

00

et L �! L

0

et si �(L) = E

00

, alors E

00

-

L implique par l'axiome (A4) E

0

�! L

0

, et on ne peut alors avoir

�(L

0

) = E.

Les propositions suivantes donnent des propri�et�es des registres r�eguliers:

Proposition 4.14 Dans l'hypoth�ese du temps global, toute ex�ecution de registre atomique est r�e-

guli�ere.

Preuve. En e�et, la relation � construite sur une ex�ecution est une extension de �! . Pour une

lecture L, �(L) est l'�ecriture qui pr�ec�ede imm�ediatement L pour �. Elle v�eri�e donc :(L �! �(L)),

et en raison de l'axiome de temps global

�(L)

-

L

Si �(L) �! E alors l'atomicit�e implique

�(L) � L � E

soit

:(E �! L)

et on obtient aussi en raison de l'axiome de temps global :

L

-

E

Ainsi l'ex�ecution est r�eguli�ere. 2
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Fig. 9 - Ex�ecution atomique mais non r�eguli�ere

Remarque

Si on ne suppose pas le temps global une ex�ecution atomique peut ne pas être r�eguli�ere, les situations

des deux lectures L

1

et L

2

de l'ex�ecution pr�esent�ee Figure 9 ne respectent pas les conditions de

r�egularit�e puisque l'on a �(L

1

) = E

1

et :(E

1

-

L

1

) de plus �(L

2

) = E

2

, et on a E

2

�! E

3

mais

pas L

2

-

E

3

.

Proposition 4.15 Les r�ealisations de registres multilecteurs et multivaleurs, donn�eesau paragraphe

4.2, permettent de construire des registres r�eguliers, lorsque les registres qui les r�ealisent le sont.

Nous ne prouvons pas ici cette proposition, pour le faire il su�rait de v�eri�er que, dans les preuves

des deux Propositions 4.10 et 4.12, du paragraphe pr�ec�edent, les hypoth�eses de s�equentialit�e, qui

ont �et�e utilis�ees pour les registres X

i

, peuvent être remplac�ees par des hypoth�eses de r�egularit�e sans

que le r�esultat en soit a�ect�e.

Avec l'hypoth�ese du temps global, on peut r�ealiser un registre r�egulier binaire X �a l'aide d'un

registre sûr binaire Y . On utilise pour cela une variable locale au processus �ecrivain, not�ee q dans

la suite, qui permet de ne pas e�ectuer d'�ecriture dans le cas o�u celle-ci ne modi�e pas la valeur du

registre.

{ Algorithme d'implantation : Une �ecriture de la valeur b = 0; 1 dans le registre X est implant�ee

par un test sur la variable locale q. Si celle-ci est �egale �a b le processus ne fait pas d'�ecriture

sur Y . Si q 6= b, il y a alors �ecriture de b dans Y et il faut dans ce cas mettre �a jour la variable

locale q en lui a�ectant la valeur b.

Une lecture L de X est implant�ee par une lecture de Y .

{ Relations dans S et S

0

: On suppose que �! est �egale �a �!

0

et que

-

est �egale �a

-

0

{ Algorithme de valuation des lectures : La valeur obtenue par la lecture L de X est celle obtenue

par la lecture de Y .

Proposition 4.16 Dans l'hypoth�ese du temps global, si le registre Y est sûr, le registre X r�ealis�e

est r�egulier.
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Preuve.(informelle)

On remarque que S et S

0

sont pratiquement identiques, les �ecritures sur X de S qui ne modi�ent

pas la valeur du registre sont transform�ees en des actions internes, il est d'autre part ajout�e une

action interne aux �ecritures qui modi�ent la valeur de la variable. Ainsi les lectures de S qui �etaient

isol�ees dans S restent isol�ees dans S

0

, celles qui sont concurrentes �a une (ou des) �ecriture(s) qui

ne modi�ent pas la valeur du registre deviennent isol�ees dans S

0

. Ainsi une lecture de X obtient

la valeur de l'�ecriture qui la pr�ec�ede imm�ediatement sauf si elle est concurrente �a une �ecriture qui

modi�e la valeur du registre. Mais dans ce dernier cas, comme le registre est binaire, le r�esultat

obtenu est 0 ou 1 sans que cela n'a�ecte le caract�ere r�egulier de l'ex�ecution. 2

Remarque Si on ne suppose pas l'hypoth�ese du temps global on peut tr�es bien avoir une ex�ecution

de registre sûr pour laquelle on a L

-

E et �(L) = E, l'implantation ne modi�e pas les relations

-

. Ainsi elle ne peut être r�eguli�ere car on n'a pas �(L)

-

L.

5 Impossibilit�e de certaines r�ealisations

Dans cette section on montre qu'il n'est pas possible de r�ealiser un registre atomique �a l'aide

de registres r�eguliers, si l'on ne dispose pas d'un registre lu par l'�ecrivain et �ecrit par le lecteur et si

le nombre de valeurs possibles des registres r�eguliers est �ni. Une telle preuve d'impossibilit�e exige

d'être pr�ecis sur le mod�ele utilis�e pour la r�ealisation que l'on se propose de mettre en place; nous

commen�cons donc par pr�eciser �a nouveau ce mod�ele.

L'�ecrivain, poss�ede une variable interne qui peut prendre un nombre �ni de valeurs, il �ecrit dans

un registre atomique X des valeurs appartenant �a un ensemble �ni. L'�ecriture d'une valeur dans X

est implant�ee par une suite d'actions : changement d'�etat et �ecritures successives dans des registres

r�eguliers. Chacun des registres r�eguliers est susceptible de prendre un nombre �ni de valeurs. De

fait, on peut supposer que la r�ealisation est e�ectu�ee par un seul registre r�egulier Y en raison du

lemme suivant :

Lemme 5.1 Tout syst�eme d'ex�ecution �a �ecritures totalement ordonn�ees par �! , et comprenant

plusieurs registres r�eguliers peut être implant�e par un syst�eme ne comportant qu'un seul registre

r�egulier.

Preuve. Soit une ex�ecution sur k registres X

1

; X

2

; : : :X

k

�a valeurs respectivement dans V

1

; V

2

; : : :V

k

,

on consid�ere le registre X �a valeurs dans V

1

� V

2

: : :� V

k

. Une �ecriture E

i

dans X

i

est remplac�ee

par une �ecriture dans X . La valuation de cette �ecriture est

(x

1

; x

2

; : : :x

i�1

; v

i

; x

i+1

: : : x

k

)

si la valuation de E

i

est v

i

et si les registres autres que X

i

contiennent les valeurs x

j

au moment

de l'�ecriture E

i

. Ces valeurs sont d�etermin�ees sans ambigu��t�e puisque les �ecritures sont totalement

ordonn�ees par �! ; elle peuvent aussi être contenues dans une variable locale �a l'�ecrivain qui est

tenue �a jour �a chaque �ecriture.

Une lecture du registre X

i

est remplac�ee par une lecture de X ; pour valuer ces lectures, on ne

retient que la i

me

composante de la valeur lue dans X . On remarque qu'une lecture isol�ee en

tant que lecture de X

i

peut être concurrente �a d'autres �ecritures et donc n'être plus isol�ee dans

le deuxi�eme syst�eme. Toutefois l'hypoth�ese de r�egularit�e de X joue un rôle important puisqu'elle

implique que les i

me

composantes des valuations possibles sont toutes �egales. 2
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Remarque.

Ce lemme n'est pas vrai si l'on suppose que les registres sont simplement sûrs, les arguments

invoqu�es �a la �n de la preuve ne pouvant plus être utilis�es.

De ce lemme on d�eduit que s'il existe une r�ealisation d'un registre atomique, �a l'aide de plusieurs

registres r�eguliers dans lesquels n'�ecrit qu'un seul processus (appel�e l'�ecrivain), alors on peut cons-

truire une r�ealisation �a l'aide d'un seul registre r�egulier. Il su�t pour cela de composer la premi�ere

avec l'implantation dont l'existence est �etablie par le lemme. On peut donc limiter la preuve d'im-

possibilit�e au cas o�u la r�ealisation ne contient qu'un seul registre r�egulier Y .

Poursuivons la description de la r�ealisation en d�ecrivant l'implantation des lectures. Le processus

qui e�ectue les lectures (appel�e lecteur dans la suite) poss�ede une variable interne, et une lecture de

X se traduit par une succession de lectures du registre Y . La valeur obtenue pour X est d�ecid�ee en

fonction des valeurs obtenues par les lectures de Y et de celle de sa variable interne. Chaque �ecriture

d'une valeur dans le registre atomique X se traduit donc par plusieurs �ecritures cons�ecutives dans

le registre r�egulier Y et chaque lecture de X est r�ealis�ee par une succession de lectures de Y .

A�n d'illustrer ce mod�ele de r�ealisation, montrons comment on peut r�ealiser un registre atomique

�a l'aide d'un registre r�egulier prenant un nombre in�ni de valeurs.

Soit V l'ensemble des valeurs possibles pour le registre atomique X , on choisit V�N comme en-

semble des valeurs de Y , o�u N est l'ensemble des entiers naturels. L'�ecrivain poss�ede une variable

interne s qui prend ses valeurs dans N, et le lecteur une variable interne t qui prend ses valeurs

dans V� N. L'�ecriture de a dans X est implant�ee par l'incr�ementation de la variable locale s de

l'�ecrivain (s = s+1) et par l'�ecriture de (a; s) dans Y . Une lecture de X est implant�ee par la lecture

de Y qui donne (a; u) et sa comparaison avec la variable interne t = (b; v) du lecteur. Si u < v la

valuation de la lecture est alors b sinon c'est a et il faut dans ce second cas mettre �a jour t par

t = (a; u).

C'est donc bien l'hypoth�ese de �nitude du nombre de valeurs prises par le registre r�egulier qui

nous permettra de prouver l'impossibilit�e de l'implantation. Pour cela nous utilisons un lemme

combinatoire, tr�es simple, sur les suites �nies :

Lemme 5.2 Pour toute suite �nie u = a

1

; a

2

; : : : ; a

n

il existe une suite v = b

1

; b

2

; : : : ; b

m

telle que :

(1) b

1

= a

1

; b

n

= a

m

(2) b

i

= b

j

) i = j

(3) Pour tout 1 � i < m, il existe 1 � j < n tel que b

i

= a

j

et b

i+1

= a

j+1

Dans ce qui suit on appelle une telle suite v, suite r�eduite de u. Informellement les conditions (1),

(2), (3), s'explicitent en : u et v ont le même premier �el�ement et le même dernier �el�ement, v ne

contient pas deux fois le même �el�ement et tout couple b

i

; b

i+1

d'�el�ements cons�ecutifs dans v se

retrouve comme un couple de deux �el�ements cons�ecutifs de u.

Preuve. On proc�ede par r�ecurrence sur n. Si n = 1 alors v = a

1

r�epond �a la question. Soit u =

a

1

; a

2

; : : : ; a

n

; a

n+1

et soit v = b

1

; b

2

; : : : ; b

m

la suite r�eduite de a

1

; a

2

; : : : ; a

n

. Si 8i = 1; : : :m; b

i

6=

a

n+1

alors v; a

n+1

est une suite r�eduite de u. Sinon il existe un unique i tel que b

i

= a

n+1

et on

v�eri�e que b

1

; b

2

; : : : ; b

i

est une suite r�eduite de u. 2

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le :

Th�eor�eme 5.3 On ne peut pas r�ealiser un registre atomique �a un lecteur, et �a au moins 2 valeurs,

�a l'aide de registres r�eguliers �a un nombre �ni de valeurs lus par un lecteur et �ecrits par un �ecrivain.
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Preuve. En raison du Lemme 5.1 on peut se limiter au cas o�u il n'y a qu'un seul registre r�egulier

dans l'implantation. Appelons Y ce registre r�egulier qui r�ealise un registre X , nous allons montrer

que X n'est pas atomique. Pour cela notons V l'ensemble des valeurs prises par Y et k le nombre

d'�el�ements de V .

� Nous commen�cons par d�e�nir un comportement de l'�ecrivain nous examinerons plus loin des

comportements possibles pour le lecteur. Consid�erons la suite d'�ecritures suivante sur le registre X

E

0

�! E

1

�! E

2

�! � � � �! E

n

o�u les �ecritures E

i

d'indice impair sont valu�ees par 1 et celles d'indice pair par 0. Pour chaque i,

E

2i+1

est implant�ee par une suite d'�ecritures dans Y que l'on note :

e

i;1

�!

0

e

i;2

�!

0

� � � �!

0

e

i;p

i

notons u

i

la suite form�ee des valeurs contenues dans le registre Y lors de ces di��erentes �ecritures.

Le premier �el�ement de u

i

est donc la valeur contenue dans Y avant l'�ecriture e

i;1

, le second est la

valeur �ecrite par e

i;1

et ainsi de suite jusqu'�a la valeur �ecrite par e

i;p

i

; soit v

i

une suite r�eduite de

u

i

, dont l'existence est assur�ee par le Lemme 5.2.

� Puisque le nombre de v

i

possibles est �ni on peut choisir n su�samment grand pour que k

parmi les v

i

soient �egales. Notons

v = b

0

; b

1

; b

2

; : : : ; b

p

la valeur commune �a ces k occurrences identiques de v

i

. On a ainsi obtenu une suite d'�ecritures sur

Y dont les suites r�eduites se r�ep�etent k fois. On peut noter que l'on ne peut pas assurer l'existence

d'une r�ep�etition e�ective sur les suites u

i

elles mêmes, car on ne suppose pas que la suite d'�ecritures

sur Y r�ealisant une �ecriture sur Y est born�ee, ainsi les u

i

peuvent être tous distincts.

� Examinons maintenant le comportement du lecteur. Celui-ci pour chaque lecture de X e�ectue

une suite de lectures de Y . Une lecture L

i

de X est ainsi implant�ee par les lectures suivantes sur

Y :

l

i;1

�!

0

l

i;2

�!

0

� � � l

i;j

� � � �!

0

l

i;q

i

On peut assumer l'existence d'une ex�ecution dans laquelle toutes ces lectures sont valu�ees par la

même valeur soit :

�

Y

(l

i;1

) = �

Y

(l

i;2

) = � � �= �

Y

(l

i;q

i

)

Pour simpli�er on dit que le lecteur obtient la valeur b, au lieu de dire qu'il obtient plusieurs fois

cons�ecutivement b. Pour chaque L

i

on note �

Y

(L

i

) la valuation commune �a toutes les lectures l

i;j

.

Soit deux lectures L et L

0

du registre X , successives (i. e. telles que L �! L

0

et qu'aucune

lecture n'est situ�ee entre elles) satisfaisant :

�

Y

(L) = b

i+1

; �

Y

(L

0

) = b

i

; et �(L) = 1

alors on doit avoir, quelque soit l'�etat interne du lecteur lors de ses lectures :

�(L

0

) = 1

En e�et ces deux lectures peuvent tr�es bien avoir �et�e concurrentes �a une même �ecriture E

2i+1

, L

ayant �et�e valu�ee par 1 = "(E

2i+1

), L

0

qui la suit doit aussi être valu�ee 1, puisque le registre est

atomique.

� Il existe un comportement du lecteur compos�e d'une suite de lectures successives

L

0

�! L

1

: : :L

i

�! : : :L

k�1

�! L

k
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telles que :

�

Y

(L

0

) = b

k

; �

Y

(L

1

) = b

k�1

; : : : ; �

Y

(L

k�1

) = b

1

; �

Y

(L

k

) = b

0

En e�et dans la mesure o�u il y a k �ecritures dont la suite r�eduite est v = b

0

; b

1

� � �b

k

, il su�t de

choisir chacune des L

i

concurrente avec l'une de ces �ecritures.

� Dans ce comportement il est clair que l'on doit avoir �(L

0

) = 1, en e�et L

0

peut suivre une

�ecriture valu�ee par 1 sans être concurrente �a aucune autre. En raison de ce qui a �et�e remarqu�e plus

haut on doit avoir aussi �(L

1

) = 1 et de proche en proche :

�(L

2

) = 1; : : : �(L

k�1

) = 1; �

Y

(L

k

) = 1

mais on est alors en contradiction avec le fait que X est atomique, puisque la derni�ere lecture L

k

qui est telle que �

Y

(L

k

) = b

0

peut tr�es bien n'être en concurrence avec aucune �ecriture et se trouver

succ�eder �a une �ecriture valu�ee par 0. 2

6 Constructions de registres atomiques

Nous nous int�eressons ici �a la r�ealisation de registres atomiques �a partir de registres r�eguliers.

Plus pr�ecis�ement, nous nous pla�cons dans le cadre de registres mono-�ecrivain et mono-lecteur.

Nous donnons une construction d'un registre multi-valeur atomique �a partir d'un registre multi-

valeur r�egulier et de deux registres binaires r�eguliers. Nous prouvons ensuite la validit�e de cette

construction qui est la plus e�cace possible dans le cas d'un registre binaire. Par contre, dans le

cas de registres quelconques, il existe des constructions plus performantes dont nous �evoquons les

grandes lignes pour conclure cette section.

6.1 Principes g�en�eraux

On part pour la r�ealisation d'un registre atomique X �a l'aide de registres r�eguliers d'une id�ee

tr�es simple : on utilise un registre r�egulier Y qui peut contenir le même type de valeurs que X , une

op�eration de lecture ou d'�ecriture sur X est implant�ee par une ou plusieurs op�erations de même

nature sur Y . Comme le registre Y n'est pas atomique il faut ajouter d'autres op�erations de com-

munications, pour ces communications on utilise d'autres registres r�eguliers. Pour que l'ex�ecution

implant�ee soit atomique il faut construire une fonction de lecture � qui associe une �ecriture �(L) �a

toute lecture L et qui satisfasse les trois conditions (i); (ii); (iii) de la Proposition 4.6 , conditions

que nous rappelons ici :

(i) 8L 2 L : :(L �! �(L))

(ii) 8E 2 E ; 8L 2 L : E �! L ) E �! �(L) ou �(L) = E

(iii) 8L

1

; L

2

2 L : L

1

�! L

2

) :(�(L

2

) �! �(L

1

))

Il est assez facile de satisfaire aux conditions (i) et (ii), il su�t en e�et, pour une lecture L de

choisir comme valuation �

X

(L) la valeur obtenue par l'une des lectures de Y qui implante L. La

r�egularit�e de Y implique alors imm�ediatement (i) et (ii), toutefois il n'y a aucune raison pour que

(iii) soit v�eri��ee. Dualement il est aussi assez facile de satisfaire (iii), il su�t pour cela d'utiliser

une variable locale au lecteur (not�ee v dans la suite), qui contient la valeur de la premi�ere lecture

de Y e�ectu�ee et de valuer syst�ematiquement toutes les lectures de X par cette valeur. Si avec cet
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L

1

L

0

L

2

�(L

1

)E

0

E

00

Fig. 10 - Une inversion entre deux lectures

algorithme on satisfait bien (iii), il n'y a aucune raison que (ii) soit satisfaite car les valuations ainsi

donn�ees aux lectures sont trop anciennes et ne tiennent pas compte des modi�cations apport�ees au

registre X par les �ecritures. L'algorithme de J. Tromp que nous d�ecrivons ci-dessous a pour point de

d�epart cette technique simple et se compl�ete par deux constructions plus complexes. Une variable

v, locale au lecteur, contient une valeur ancienne lue dans Y par celui-ci; lorsque le lecteur e�ectue

une lecture L il lit plusieurs fois Y et d�etermine si l'une des valeurs lues dans Y est post�erieure �a

la valuation de la lecture pr�ec�edente, si c'est le cas il value L par celle-ci, sinon apr�es s'être assur�e

qu'aucune �ecriture n'a eu lieu depuis la mise �a jour de v, il value L par la valeur de v. Le probl�eme

est ainsi d'une part de d�eterminer avec certitude qu'une valeur de Y est post�erieure �a une autre

et d'autre part qu'aucune �ecriture n'a eu lieu depuis la derni�ere lecture. Les deux lemmes suivants

apportent une r�eponse �a ces deux questions.

6.1.1 Lemme des lectures invers�ees

Consid�erons un registre ayant la valeur � et une �ecriture E faisant passer la valeur du registre

�a � 6= �. Dans le cas d'un registre r�egulier, deux lectures L

1

et L

2

ordonn�ees (L

1

�! L

2

) en

concurrence avec l'�ecriture E peuvent obtenir respectivement les valeurs � et �. Si l'on veut r�ealiser

un registre atomique �a partir de registres r�eguliers, une telle inversion doit être d�etect�ee par le

lecteur. Si la lecture L

1

est valu�ee par la nouvelle valeur �, il faut donc que le lecteur, lors de la

lecture L

2

s'en aper�coive et value cette lecture par la nouvelle valeur �. Pour avertir le lecteur qu'il

a �ecrit une nouvelle valeur l'�ecrivain utilise un registre r�egulier que l'on appellera W dans la suite,

il est �ecrit par l'�ecrivain et lu par le lecteur; la constatation par le lecteur d'une modi�cation de la

valeur de W va lui permettre d'ordonner correctement les lectures qu'il e�ectue. De mani�ere plus

pr�ecise on a :

Soit deux processus, un sera appel�e �ecrivain et l'autre lecteur, qui communiquent �a l'aide de 2

registres r�eguliers Y et W , le processus �ecrivain e�ectue des �ecritures soit dans Y soit dans W , le

lecteur lit dans l'un ou l'autre des registres. Les fonctions de lectures associ�ees �a ces deux registres

sont not�ees � et �

W

respectivement. Puisque les lectures sur Y ou sur W sont e�ectu�ees par un

même processus elles sont totalement ordonn�ees par �! , il en est de même pour les �ecritures.

On a alors :

Lemme 6.1 Dans une ex�ecution satisfaisant les conditions ci-dessus, soit deux lectures L

1

et L

2

du registre Y dont les valuations sont invers�ees, c'est �a dire telles que :

L

1

�! L

2

et �(L

2

) �! �(L

1

)
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Alors les lectures de W situ�ees entre L

1

et L

2

sont isol�ees et leurs images par �

W

sont toutes �egales

�a l'�ecriture de W qui pr�ec�ede imm�ediatement �(L

1

).

Preuve. Comme le registre Y est r�egulier on a par la condition (i) :

�(L

1

)

-

L

1

En utilisant l'axiome (A

3

) �a partir de L

1

�! L

2

on obtient :

�(L

1

)

-

L

2

En appliquant la condition (ii) dans la d�e�nition des registres r�eguliers on a puisque �(L

2

) �! �(L

1

) :

L

2

-

�(L

1

)

Soit en utilisant (A

3

), puisque L

1

�! L

2

:

L

1

-

�(L

1

)

Ainsi, si L

0

est une lecture du registre W situ�ee entre L

1

et L

2

on obtient une situation repr�esent�ee

sur la Figure 10. Alors pour toute �ecriture E

0

de W qui pr�ec�ede �(L

1

) et pour toute �ecriture E

00

qui la suit on a :

E

0

�! �(L

1

)

-

L

1

�! L

0

et

L

0

�! L

2

-

�(L

1

) �! E

00

Soit en appliquant l'axiome (A

4

) :

E

0

�! L

0

�! E

00

ainsi si E

0

1

est l'�ecriture de W qui pr�ec�ede imm�ediatement �(L

1

) on a �

W

(L

0

) = E

0

1

. 2

Le Lemme peut être �enonc�e aussi sous la forme :

Corollaire 6.2 Soit deux lectures L

1

et L

2

d'un registre r�egulier Y et soit L

0

1

, L

0

2

deux autres

lectures d'un autre registre W e�ectu�ees par le même processus sur un registre r�egulier W telles

que

L

1

�! L

0

1

�! L

0

2

�! L

2

et

"

W

(L

0

1

) 6= "

W

(L

0

2

)

Alors les lectures L

1

et L

2

ne sont pas invers�ees.

Remarque

Ce corollaire permet de proposer un principe d'implantation d'un registre atomique X �a l'aide de

deux registres r�eguliers Y et W ; une �ecriture de la valeur � dans X est implant�ee par l'�ecriture de

la même valeur � dans Y suivie de plusieurs modi�cations du registre W . Le lecteur e�ectue des

lectures de Y s�epar�ees par plusieurs lectures de W , s'il obtient des valeurs di��erentes de W entre

deux lectures de Y , il peut en d�eduire qu'il n'y a pas eu d'inversions pour les valeurs obtenues par

ces lectures de Y . Si elle permet d'�eviter les inversions, cette technique ne permet pas de r�ealiser un

registre atomique car une suite de lectures de W n'est pas assur�ee de constater un changement des

valeurs lues. En e�et, plusieurs modi�cations de W peuvent ne pas être per�cues par le lecteur parce

que W revient sur une valeur d�ej�a prise, ou parce que l'�ecrivain n'a pas modi��e W \assez vite".

Pour palier cet inconv�enient on utilise deux registres binaires R et W qui permettent au lecteur de

s'assurer que l'�ecrivain n'a pas e�ectu�e d'�ecriture depuis la derni�ere lecture.
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6.1.2 Lectures et �ecritures oppos�ees

Dans ce qui suit l'�ecrivain et le lecteur communiquent �a l'aide des registres W et R. Le registre

R est utilis�e par le lecteur pour montrer �a l'�ecrivain que la pr�ec�edente valeur du registre a �et�e

rendue comme r�esultat par (au moins) une lecture. Au contraire, l'�ecrivain utilise le registre W

pour indiquer au lecteur qu'une nouvelle �ecriture a �et�e e�ectu�ee. Plus pr�ecis�ement, l'�ecrivain fera

en sorte que les valeurs de W et R soient di��erentes alors que le lecteur essaiera de les rendre �egales.

De fa�con plus pr�ecise, soit une ex�ecution comportant deux registres R et W , et concernant deux

processus : le lecteur et l'�ecrivain. L'�ecrivain �ecrit dans W et lit dans R en ex�ecutant l'algorithme

suivant qui tend �a rendre W 6= R :

E

a

: Lire (R)

E

b

: Ecrire (W )

"

W

(E

b

) = 1� �

R

(E

a

)

Le lecteur quant �a lui, e�ectue des lectures de W et des �ecritures dans R de fa�con quelconque. On

a alors :

Lemme 6.3 Avec les hypoth�eses ci-dessus, soit E

a

�! E

b

une action de l'�ecrivain. Soit L une

lecture de W (e�ectu�ee par le lecteur) telle que E

b

�! L, qui constate �

W

(L) = r, o�u r est le

contenu de R au moment

4

de L. Alors il existe une �ecriture F de R (e�ectu�ee par le lecteur) telle

que :

E

a

-

F �! L

Preuve. L'�ecriture E

0

b

= �

W

(L) associ�ee �a L par la fonction de lecture satisfait, puisque le registre

W est r�egulier, les conditions suivantes :

E

0

b

-

L et (E

b

= E

0

b

ou E

b

�! E

0

b

)

Ainsi E = E

0

ou E �! E

0

.

Notons F

0

= �

R

(E

0

a

), le fait que le registre R soit r�egulier implique par (i) :

F

0

-

E

0

a

On ne peut avoir L �! F

0

car alors

E

0

a

�! E

0

b

-

L �! F

0

implique E

0

a

�! F

0

par l'axiome (A

4

), contredisant l'axiome (A

2

). Ainsi les actions F

0

et L �etant

toutes les deux ex�ecut�ees par le lecteur on a :

F

0

�! L

Examinons maintenant les valeurs r et r

0

du registre R au moment des actions L et F

0

respective-

ment, on a :

r = �

W

(L) = "(E

0

b

) = 1� �

R

(E

0

a

)

r

0

= "

R

(F

0

) = �

R

(E

0

a

) puisque �

R

(E

0

a

) = F

0

4

Une telle notion a un sens car le registre R est �ecrit par le processus lecteur qui peut donc connâ�tre sa valeur �a

un instant donn�e
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Ainsi r 6= r

0

et le registre R a �et�e modi��e entre F

0

et L, ceci ne peut l'être que par une �ecriture

e�ectu�ee par le lecteur, �ecriture que nous notons F . Comme R est r�egulier, que F

0

�! F et que

F

0

= �

R

(E

0

a

) on a :

E

0

a

-

F

En utilisant E = E

0

ou E �! E

0

on obtient :

E

a

-

F �! L

2

De ce lemme on d�eduit le principe suivant pour un algorithme d'implantation d'un registre

atomique. L'�ecrivain e�ectue la suite d'op�erations :

E

a

: Ecrire (Y )

E

b

: Lire (R)

E

c

: Ecrire (W )

avec "

W

(E

c

) = 1� �

R

(E

b

)

Le lecteur e�ectue la suite d'op�erations

L

a

: Lire (W )

L

b

: Lire (Y )

L

c

: Ecrire (R)

avec "

R

(L

c

) = �

W

(L

a

). Si le lecteur obtient comme valeur de W une valeur �egale celle de r, il en

d�eduit qu'aucune �ecriture n'a eu lieu depuis la derni�ere lecture qui a modi��e R et il peut alors

valuer la lecture en cours par l'ancienne valeur (contenue dans la variable locale v), par contre s'il

constate R 6= W il faut alors proc�eder �a des op�erations plus complexes.

6.2 Description de l'algorithme d'implantation

Nous donnons ici en d�etail la r�ealisation d'un registre atomique X �a l'aide de registres r�eguliers.

On utilise trois registres Y , W et R; les registres Y et W sont �ecrits par l'�ecrivain et lus par le lecteur,

le registre R est �ecrit par le lecteur et lu par l'�ecrivain. Le registre Y contient les mêmes valeurs

que le registre X �a r�ealiser, R et W sont des registres binaires qui servent �a la communication. On

utilise les principes g�en�eraux �evoqu�es ci-dessus, l'�ecrivain maintient W 6= R et le lecteur cherche �a

rendre W = R. Le lecteur e�ectue des lectures altern�ees de Y et de W ; dans le cas o�u le lecteur

observe des variations de la valeur de W il peut consid�erer que les valeurs de Y qui encadrent ces

variations sont correctement ordonn�ees. S'il n'observe pas de variation de W il doit alors consid�erer

que la valeur du registre �a implanter n'a pas �et�e modi��ee depuis la derni�ere lecture et il doit valuer

sa lecture par la valeur pr�ec�edente, une variable locale au lecteur, not�ee v lui sert �a m�emoriser la

valeur pr�ec�edemment lue. De fa�con plus pr�ecise on a :

R�ealisation d'une �ecriture E de X :

E

a

: Ecrire (Y )

E

b

: Lire (R)

E

c

: Ecrire (W )

"

Y

(E

a

) = "

X

(E), "

W

(E

c

) = 1� �

R

(E

b

)
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R�ealisation d'une lecture L :

L

a

: Lire (W )

L

b

: Lire (Y )

L

c

: Lire (W )

L

d

: Ecrire (R)

L

e

: Lire (Y )

L

f

: Lire (W )

L

g

: Lire (Y )

Valuation de l'�ecriture L

d

:

Notons r la valeur du registre R lors de l'ex�ecution de L

a

, on value L

d

alors par :

Si �

W

(L

a

) = �

W

(L

c

) = 1� r; alors : "

R

(L

d

) = 1� r

Si �

W

(L

a

) 6= 1� r ou = �

W

(L

c

) 6= 1� r; alors : �

R

(L

d

) = r

Intuitivement, on modi�e R si et seulement si on constate deux fois de suite R 6= W .

Valuation de la lecture L :

On note ici r la valeur du registre R au moment de L

a

et r

0

sa valeur au moment de L

f

. Ainsi

r

0

= r si R n'a pas �et�e modi��e parL

d

et r

0

= 1 � r sinon. Une et une seule des trois conditions

suivantes est alors v�eri��ee :

(A) �

W

(L

a

) = r

(B) �

W

(L

a

) 6= r et �

W

(L

f

) = r

0

(C) �

W

(L

a

) 6= r et �

W

(L

f

) 6= r

0

et on donne la valeur suivante �a �(L) suivant les cas :

Cas A: �(L) = v

Cas B: �(L) = �

Y

(L

e

)

Cas C: �(L) = �

Y

(L

b

)

Mise �a jour de la variable locale v :

La nouvelle valeur v

0

de la variable locale v apr�es ex�ecution de L

a

� L

g

est donn�ee par :

Cas A: v

0

= v

Cas B: v

0

= �

Y

(L

e

)

Cas C: v

0

= �

Y

(L

g

)

Dans la suite on dit qu'une lecture L est de type A;B ou C suivant que la condition correspondante

est ou non satisfaite.

L'algorithme d'implantation est sch�ematis�e Figure 11. Sur cette �gure, un cercle repr�esente une

lecture de W , un rectangle une lecture de Y et une ellipse une �ecriture de R. Les traits j indiquent

la position de la lecture de Y qui sert �a valuer L ou �a mettre �a jour v. Au dessous des lectures

de W on a dessin�e un cercle vide si la lecture obtient R = W et un cercle plein si celle-ci obtient

R 6= W . L'ellipse est pleine si l'op�eration L

d

modi�e R, elle est vide sinon.
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Cas A :

? ?

�v

Cas B :

v�

v�

Cas C :

v�

v�

Fig. 11 - L'algorithme d'implantation d'une lecture
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E

a

E

b

E

c

L

a

L

b

L

c

L

d

L

e

L

f

L

g

L

1

: 0 � � 0 � � �

�v

L

2

: 1 � 0 0 � 0 �

�v

L

3

: 1 � 0 0 � 1 �

� v

L

4

: 1 � 1 1 � 1 �

�v

L

5

: 1 � 1 1 � 0 �

� v

Fig. 12 - Un exemple d'ex�ecution

6.3 Exemple du d�eroulement de l'algorithme d'implantation

Nous allons ici \d�erouler" l'ex�ecution des protocoles de l'�ecrivain et du lecteur sur un exemple

a�n de montrer qu'une lecture peut e�ectivement être de type (A), (B) ou (C). Nous supposons

que la variable locale v et les registres W et R ont tous initialement la valeur 0. L'�ecrivain ex�ecute

l'instruction E

a

, qui fait passer la valeur de Y de � �a � puis l'instruction E

b

, il lit la valeur de R,

soit 0, et e�ectue en�n l'action E

c

qui fait passer la valeur du registre W de 0 �a 1. Nous allons

consid�erer cinq lectures L

1

; L

2

; L

3

; L

4

et L

5

se d�eroulant apr�es E

b

et concurremment �a l'action E

c

(ces 5 lectures correspondent �a 5 ex�ecutions di��erentes). Le registre W �etant r�egulier, toute lecture

de W contenue dans L

1

; L

2

; L

3

; L

4

ou L

5

peut être valu�ee arbitrairement par la valeur 0 ou 1. Par

contre, toute lecture du registre Y contenue dans L

1

; L

2

; L

3

; L

4

ou L

5

est valu�ee �. La Figure 12

ci-dessous d�ecrit les cinq lectures L

1

; L

2

; L

3

; L

4

et L

5

. Les valeurs indiqu�ees sous les actions sont

celles obtenues lors de la lecture de W .

{ La lecture L

1

Elle obtient W = 0 lors de la lecture L

a

1

, comme r = �

W

(L

a

1

) on peut terminer l�a l'ensemble

des actions car les autres n'ont aucun e�et sur la valuation ou sur le registre R. La lecture

L

1

est de type (A).

{ La lecture L

2

Elle obtient W = 1 lors de L

a

2

, l'instruction L

b

2

est valu�ee �. Ensuite L

c

2

obtient W = 0 et

l'instruction L

d

2

ne change pas la valeur de R. Puis L

2

obtient W = 0 lors de L

f

2

, la lecture

L

2

est de type (B) et �(L

2

) = �

Y

(L

e

2

).

{ La lecture L

3
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Elle se d�eroule comme la lecture L

2

jusqu'�a l'instruction L

f

3

qui obtient W = 1. La lecture

est de type (C) et on a �(L

3

) = �

Y

(L

b

3

).

{ La lecture L

4

Elle obtient W = 1 lors de L

a

4

. Ensuite L

4

obtient W = 1 lors de L

c

4

. La valeur du registre

R devient alors 1, en�n L

4

obtient W = 1 lors de  L

f

4

, la lecture est de type (B) et �(L

4

) =

�

Y

(L

e

4

).

{ La lecture L

5

Elle se d�eroule comme L

4

sauf en L

f

5

o�u elle obtient W = 0. La lecture est de type (C) et

�(L

5

) = �

Y

(L

b

5

).

6.4 Preuve de la validit�e de l'implantation

Preuve. Consid�erons une ex�ecution S comportant un ensemble de lectures L et un ensemble

d'�ecritures E relatives au registre X et leur implantation par les algorithmes donn�es ci-dessus. Nous

allons d�e�nir une fonction de lecture, c'est �a dire une application � de L dans E telle que, pour

toute lecture L de L, la valeur �ecrite par �(L) est �egale �a la valuation �(L) de la lecture L.

Pour toute lecture L du registre X on note �

L

la lecture du registre Y qui a donn�e sa valeur �a �(L).

Ainsi si L est de type (B) on a �

L

= L

e

, si L est de type (C) alors �

L

= L

b

et si L est de type (A)

alors on a �

L

= L

0

e

ou �

L

= L

0

g

o�u L

0

est la derni�ere lecture qui pr�ec�ede L et qui trouve R 6= W

lors de sa premi�ere lecture de W . La lecture �

L

s'e�ectue sur le registre Y r�egulier on peut alors

d�e�nir �

Y

(�

L

) qui est n�ecessairement un E

a

pour une certaine �ecriture E de X on d�e�nit alors :

�(L) = E

Nous montrons maintenant que la fonction de lecture � satisfait les 3 conditions (i); (ii) et (iii) de

la Proposition 4.6.

Condition (i) : On montre que �(L)

-

L. Si L est de type (B) ou (C) on sait que �

L

�gure dans

l'implantation de L. Or puisque le registre Y est r�egulier on a

�

Y

(�

L

)

-

�

L

ce qui implique pour les op�erations E et L qui contiennent respectivement ces actions dans leur

implantation :

E

-

L

Si L est de type (A), �

L

ne �gure pas dans l'implantation de L mais pr�ec�ede toutes les actions de

cette implantation on a ainsi :

�

L

�! L

a

ce qui implique par l'axiome (A

3

) :

�

Y

(�

L

)

-

L

a

et le r�esultat.

Condition (ii) : On montre que si L est une lecture de X et E une �ecriture de X telle que E �! L

alors on a :

�(L) = E ou E �! �(L)
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Si �

L

est un �el�ement de l'implantation de L on a :

E

a

�! �

L

puisque le registre Y est r�egulier ceci implique

�

Y

(�

L

) = E

a

ou E

a

�! �

Y

(�

L

)

d'o�u le r�esultat. Si �

L

n'est pas un �el�ement de l'implantation de L alors on applique le Lemme 6.3.

Puisque l'on a E

c

�! L

a

et que L

a

trouve R = W au moment de son action le lemme assure

l'existence d'une �ecriture F de R par le lecteur telle que :

E

b

-

F �! L

a

Cette �ecriture F a modi��e la valeur de R, ainsi il existe une lecture L

0

du registre X telle que

F = L

0

d

et L

0

est de type (B) ou (C). Ainsi �

L

est ou bien dans l'implantation de L

0

ou bien dans

celle d'une lecture qui a suivi L

0

. Dans tous les cas on a :

E

a

�! E

b

-

L

0

d

�! �

L

car �

L

est �egal �a L

0

e

ou L

0

g

ou bien �gure dans une lecture qui les suit. L'axiome (A

4

) implique

alors :

E

a

�! �

L

et puisque le registre Y est r�egulier on obtient :

�

Y

(�

L

) = E

a

ou E

a

�! �

Y

(�

L

)

ceci donne alors :

�(L) = E ou E �! �(L)

Condition (iii) : Il su�t de montrer que si L

1

�! L

2

sont deux lectures successives alors on a :

�(L

1

) = �(L

2

) ou �(L

1

) �! �(L

2

)

pour montrer que le r�esultat est encore vrai si les deux lectures ne sont pas successives, il su�t de

proc�eder par transitivit�e. De fait on peut se contenter de montrer que si L

1

�! L

2

alors :

�

L

1

= �

L

2

ou �

L

1

�! �

L

2

La �n de la preuve consiste �a consid�erer tous les types de lectures possibles pour L

1

et L

2

et �a

utiliser le Lemme 6.1 dans chacun des cas. Si L

2

est de type (A) alors

{ si L

1

est aussi de type (A) :�

L

1

= �

L

2

{ si L

1

est de type (B) alors on a aussi �

L

1

= �

L

2

{ si L

1

est de type (C) alors on a �

L

1

= L

b

1

et �

L

2

= L

g

1

d'o�u �

L

1

�! �

L

2

on remarque qu'entre

ces deux lectures de Y il existe deux lectures de W �a savoir L

c

1

et L

f

1

qui obtiennent des

valeurs distinctes en appliquant le Lemme 6.1, il n'y a pas d'inversions.
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Si L

2

est de type (B) ou (C) et si L

1

est de type (A), alors �

L

1

pr�ec�ede L

a

1

et �

L

2

suit L

a

2

, comme

�

W

(L

a

1

) 6= �

W

(L

a

2

) on peut appliquer le Lemme 6.1 et il n'y a pas d'inversion entre �

L

1

et�

L

2

.

Si L

2

est de type (B) ou (C) et si L

1

est de type (B) on a :

�

L

1

= L

e

1

et �

L

2

= L

e

2

ou �

L

2

= L

b

2

De toute fa�con entre ces deux lectures de Y se trouvent L

f

1

et L

a

2

, lectures de W telles que :

�

W

(L

f

1

) = r 6= �

W

(L

a

2

)

Une fois de plus le Lemme 6.1 permet de conclure.

Si L

2

est de type (B) ou (C) et si L

1

est de type (C), on a

�

L

1

= L

b

1

et �

L

2

= L

e

2

ou �

L

2

= L

b

2

il y a deux lectures de W qui obtiennent des valeurs di��erentes entre L

b

1

et L

g

1

ce qui termine la

preuve. 2

En conclusion, le registre construit �a partir des registres sûrs Y;W et R v�eri�e les hypoth�eses

de la Proposition 4.6 et est donc atomique. Nous avons ainsi donn�e une construction de registres

atomiques �a partir de registres r�eguliers. Par ailleurs, nous avons vu en Section 4 que des registres

r�eguliers peuvent être construits �a partir de registres sûrs. Ainsi nous pouvons �enoncer :

Th�eor�eme 6.4 Un registre multi-valeur atomique mono-�ecrivain et mono-lecteur peut être cons-

truit �a partir de registres multi-valeurs sûrs.

La question naturelle qui se pose alors est d'�evaluer la complexit�e d'une telle construction. Dans

le cas d'un registre binaire, nous avons vu au d�ebut de cette section qu'au moins trois registres

bool�eens r�eguliers ou sûrs �etaient n�ecessaires. Comme un registre binaire r�egulier peut être construit

�a partir d'un registre binaire sûr en changeant simplement l'op�eration de lecture, la construction

propos�ee dans cette section montre que :

Th�eor�eme 6.5 Il faut et il su�t de trois registres binaires sûrs pour construire un registre binaire

atomique mono-�ecrivain et mono-lecteur.

Dans le cas de registres multi-valeurs, le nombre de registres binaires sûrs n�ecessaires �a la

construction d'un registre atomique d�epend du nombre de valeurs que peut prendre ce registre.

Pour simpli�er, supposons que le registre atomique que nous voulons construire puisse prendre 2

b

valeurs pour un certain entier b. La construction donn�ee plus haut permet alors de construire un

tel registre atomique �a partir d'un registre r�egulier pouvant prendre 2

b

valeurs et de deux registres

binaires r�eguliers (ou sûrs). De plus, nous avons vu au paragraphe 4.2 qu'un registre r�egulier pouvant

prendre 2

b

valeurs pouvait être construit �a partir de 2

b

registres binaires r�eguliers (ou sûrs). Ainsi

la construction ci-dessus n�ecessite 2

b

+ 2 registres binaires r�eguliers (ou sûrs). Il est en fait possible

d'am�eliorer consid�erablement cette complexit�e puisqu'un nombre lin�eaire en b de registres binaires

est su�sant.

Il existe principalement deux m�ethodes pour de telles constructions. La premi�ere, due �a Peter-

son [Pet] consiste �a consid�erer trois copies du registre multi-valeur et un certain nombre de registres

binaires regroup�es sous le nom de contrôle. Chaque acc�es au registre multi-valeur �ecrit ou lit les

trois copies. Le contrôle permet de savoir laquelle des trois lectures a �et�e faite sans interf�erences
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avec une �ecriture. Ainsi, �a une constante pr�es, le nombre de registres binaires sûrs utilis�es est 3b et

chaque lecture ou �ecriture n�ecessite l'acc�es �a �egalement 3b registres binaires.

Dans la seconde m�ethode, quatre copies du registre multi-valeur sont utilis�ees. Par contre,

chaque lecture ou �ecriture n'est faite que sur une seule des quatre copies. Le contrôle permet de

d�eterminer laquelle des quatre copies doit être utilis�ee de fa�con �a rendre atomique ces lectures et

�ecritures. Ce principe est du �a Kirousis et al [KKV] et a �et�e repris par Tromp [Tro] qui a diminu�e

la taille du contrôle.
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