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Résumé

Ces notes constituent une introduction a l’algorithmique répartie utilisant des mémoires
partagées par plusieurs processus, on y présente les exécutions comme des ensembles dont les
éléments sont des actions élémentaires ou opérations, et qui sont munis de deux relations sa-
tisfaisant certains axiomes. On introduit la notion de registre et 'on construit des registres
complexes a 'aide de composants élémentaires. La source de cet article est principalement On
interprocess communication I & II de L. Lamport.

1 Introduction

Il est d’usage de considérer deux paradigmes importants de communication en algorithmique
répartie : la transmission de messages et 'utilisation d’objets partagés, nous nous placons ici dans
le deuxieme cadre. Un objet partagé est en quelque sorte un automate qui change d’état suivant
les actions effectuées par les processus qui y font appel et qui fournit des valeurs a ces processus.
La classification des objets partagés suivant leurs capacités a résoudre certains problémes constitue
un des objectifs majeurs des travaux récents en algorithmique répartie, a cela il faut ajouter les
algorithmes de réalisation d’objets complexes a ’aide d’objets plus simples et la preuve de I'im-
possibilité de certaines réalisations. Dans cet article nous considérons les objets partagés les plus
élémentaires : les registres stirs et les registres atomiques et nous montrons comment se résolvent,
sur ces objets particuliers, les questions citées plus haut. Nous commencons par décrire un modele
de représentation formelle des systemes d’exécution distribués, ce modele est basé sur la théorie ma-
thématique des ensembles ordonnés, il est di a L. Lamport. Nous considérons ensuite les registres
en montrant que cette famille d’objets élémentaires possede des propriétés riches : on peut réaliser
des algorithmes qui sont loin d’étre triviaux, et on peut démontrer des résultats d’impossibilité en
faisant appel a des arguments complexes. Ainsi en se limitant aux registres on a déja une vue assez
large des techniques employées dans le domaine et du style des résultats que ’on peut obtenir.

La source de notre présentation est principalement l'article de L. Lamport On interprocess com-
munication I & I1. Par rapport a cet article nous avons ajouté quelques notions supplémentaires



en tentant d’étre aussi rigoureux que possible. Le plus souvent les preuves completes des résultats
annoncés sont effectuées, en particulier celle de I'impossibilité de la réalisation d’un registre ato-
mique, & un lecteur et un écrivain, par des registres réguliers du méme type dans le cas ou le lecteur
n’écrit pas. Nous avons aussi tenté de montrer intuitivement le fonctionnement de tel algorithme ou
de tel objet. La derniére partie est une présentation nouvelle de la construction d’un registre ato-
mique a ’aide de registres réguliers due a J. Tromp. Nous montrons en particulier que ’algorithme
de J. Tromp est valide en dehors de I’hypothese du temps global. Nous espérons que cet article
aiguisera la curiosité du lecteur et 'encouragera a consulter d’autres travaux dans le domaine.

2 Axiomatique des relations de causalité

Dans ce paragraphe nous introduisons le modéle mathématique qui servira de base a tous les
développements de cet article. On considére un ensemble F d’actions élémentaires muni d’un ordre
partiel, puis une famille de sous-ensembles de I, les opérations. On peut définir de maniere naturelle
deux relations — et ---» sur les opérations, ces relations satisfont alors certaines conditions. En
omettant ’ensemble sous-jacent F et en retenant comme structure de base ’ensemble des opérations
muni des relations —— et ---» , on obtient la notion d’exécution.

2.1 Exécution de systeme, modele

Soit F un ensemble dont les éléments sont considérés comme des actions élémentaires, muni
d’une relation d’ordre partiel < strict modélisant la relation de causalité entre ces actions élémen-
taires. Dans la suite, < désignera la fermeture réflexive de la relation <. Une opération (ou action)
non-élémentaire est constituée d’un ensemble non-vide d’actions élémentaires. C’est un élément de
I’ensemble des parties non vides de F, ce dernier ensemble est noté P*(F) dans la suite. La relation
< induit sur P*(F) une relation notée —— définie de la facon suivante.

Pour deux opérations A et B,ona A — B si:
Vac A, Vbe B, a <b. (1)

Puisque la relation < modélise la dépendance causale entre opérations élémentaires, la relation

— traduit elle aussi une dépendance causale mais entre actions non—élémentaires. Dans la suite,
nous dirons que A est une cause de B lorsque A — B. Pour qu’une action A influe sur une action
B, il n’est pas nécessaire que A — B , il suffit seulement qu’une action élémentaire de A soit une
cause d’une action élémentaire de B. Cette relation de “causalité faible” est ainsi modélisée par la
relation notée ---» que 'on définit comme suit.

Pour deux opérations A et Bona A --—~ B si:

dac A, dbe B, a <b. (2)
Il est alors facile de vérifier que 'ensemble P*(£), muni des deux relations — et ---~ satisfait
les conditions suivantes :
(A1) La relation —— est une relation d’ordre.

(Az) Si A — B alors A ---~ B et =(B ---~ A).
(43) SiA — B--~CouA--+B — ( alors A--—~C.

(Ayg) SiA — B---~(C — Dalors A — D.



FiGc. 1 - Une exécution n’admettant pas de modele

Dans [L.86a], Lamport considere ’axiome supplémentaire suivant :

(As) Pour tout A, ’ensemble des B tels que =(A — B) est fini.

En utilisant en plus ’axiome (Az), (A5 ) assure que chaque action A a un ensemble fini de causes.
Notons que contrairement aux axiomes A;—Ay4, I'axiome Az ne se déduit pas des définitions (1) et
(2) de — et ---» en termes de la relation d’ordre partiel <.

En omettant ’ensemble F et la relation < on peut définir directement la notion d’exécution de
systeme :

Définition 2.1 Une exécution de systéme est un ensemble dénombrable S muni de deux relations
— et ---» satisfaisant les axiomes A1-As. Les éléments de S sont appelés opérations, actions
ou €vénements. La relation —— est dite causalité forte et ---~ causalité faible.

L’ensemble partiellement ordonné (£, <) a partir duquel nous avons défini par (1) et (2) les deux
relations — et ---» est appelé modéle de < P*(F), — , ---» >. Plus généralement, on définit
un modele d’une exécution de systéme de la facon suivante :

Définition 2.2 Un ensemble partiellement ordonné (F, <) est un modele d’une exécution de sys-
téme < S, — , ---= > sl existe une application p: S — P*(F) telle que :

A — B<<=Vaecp(A), Voe u(B): a<b
A--+B<=daecp(A), IbepuB): a=<b.

Il est alors naturel de se demander si toute exécution de systeme admet un modele. La réponse est
négative comme le montre 'exemple de 'exécution de systéme S décrite dans la Figure 1.

En effet, si § admettait un modele alors il existerait a,b, ¢, d appartenant respectivement a u(A),
w(B), p(C) et u(D) tels que a < b et ¢ < d puisque A ---~ B et C ---~ D. Comme B — (', on a
b < c. Par transitivité de la relation <, on en déduit que a < d. Ainsi on a A --- D qui n’est pas
une relation de I'exécution de systeme S.

Plus généralement, on peut remarquer que toute exécution de systeme < §, — , ---» > qui
admet un modele satisfait les propriétés suivantes :

(My) YAES, A-- A

(M) SiA--+B — (C --- D alors A -+~ D.



Dans [Ang], Anger montre que les propriétés My et M, suffisent en fait & assurer l'existence d’un
modele , nous reprenons ici cette preuve.

Théoréme 2.3 Une exécution de systéme admet un modéle si et seulement si elle satisfait My et
M.

Preuve. La discussion qui précede montre que toute exécution de systeme qui admet un modele
satisfait My et Ms.

Réciproquement, supposons qu'une exécution de systeme < &, —— , ---~ > satisfasse My et Ms.
Considérons deux copies disjointes Sy et Sy de § et soit I leur réunion. Pour toute opération A de
S, on note Ay et Ay les copies de A dans Sq et Sy, de plus on munit F de la relation notée < égale

a la fermeture transitive de la relation —— que ’on définit comme suit.
Pour tout Ay, By € 84, pour tout Ay, By € Sy on a:

Ay — By < A-—B (3)
Ay — By <= A — B (4)

En particulier, comme & satisfait My, pour toute exécution d’opération A, A ---~ A et donc Ay —
Ay. On peut alors considérer Ay et Ay comme modélisant respectivement le début et la fin de A.

Lemme 2.4 La relation < est une relation d’ordre sur E qui vérifie :
Ay < By A — B.

Preuve. Nous montrons d’abord que Ay < By <= A — B, puis que < est une relation d’ordre.
1) Par définition de — ,si A — B alors Ay — Byet Ay < By.
2) Réciproquement, supposons que Ay < By. Ou bien Ay — By et le résultat est immédiat,

ou bien il existe alors une chaine n’utilisant que la relation — reliant Ay a By. Cette chaine est
de la forme :

!

Aj=D) — ¢y — Db ¢}~ D ... Loprt LoCp=B (5)
Dans 8, ceci s’écrit encore :
A=D" —¢'-—»D!' —(C? D — ... D" L C" =B,

En appliquant I'axiome (Ay), on obtient A — (5, puis en 'utilisant de nouveau A — (7 et
finalement A — B.

Pour montrer que < est une relation d’ordre il suffit de vérifier qu’elle est irréflexive, la transitivité
découlant immédiatement de sa définition. Supposons qu’il existe un élément X de F tel que X < X.

— Si X est de la forme X = Ay alors il existe By tel que Ay . By < Ag. Par (3) on déduit
A ---» B et la premiere partie du Lemme entraine que B — A. Ceci contredit I'axiome As.

— Le cas ou X est de la forme X = Ay se traite de facon analogue.



Nous avons ainsi montré que < est une relation d’ordre. O

Fin de la preuve du Théoréme :
Considérons ’application p qui & A dans S associe le sous ensemble {Ay, A¢} de £, montrons que :

A — B<=VA; € M(A),VB]‘ S ,u(B) t A < Bj.

SiVA; € u(A), VB, € p(B) on a A; < Bj on déduit Ay < By et A — B d’apres le Lemme 2.4.
Réciproquement, si Ay < By on a aussi par transitivité de <, puisque By < By et Ag < Ay :

Ad<Af<Bd<Bf

Passons a la relation ---- et montrons que :
A--+B <= 3JA; € n(A),IB; e (B) : A; < B;
Comme la relation < est la fermeture transitive de — , par (3) nous avons :

A-—~B= Ay < By.

Réciproquement, supposons que A; < Bj,pour certains (7,j) € {d, f}. En utilisant la transitivité
de la relation < ainsi que les relations A; < A; et B; < By, nous en déduisons Ay < By. Par
construction, A; # By et donc Ay < By. Comme la relation < est la fermeture transitive de la

relation — , il en résulte que, ou bien A3 —— By et alors A ---~ B, ou bien il existe (' et D
dans § tels que :

Ay —/—> Cy < Dy ;> By.

Par (3), nous en déduisons que A ---» C' et D ---~ B. D’autre part, grace au Lemme 2.4, nous
avons ¢ — D. L’axiome M3 nous permet de conclure que A ---- B. En conclusion, (£, <) est un
ensemble partiellement ordonné qui constitue un modele de < §, — , --—~ >.0O

Remarque
Notons que la réunion Ugesp(A) est égale a . D’autre part, pour toutes les exécutions d’opérations
A et B nous avons :

A# B = p(A)nu(B) =10

Ainsi, application p est injective.

2.2 Modele temps global

Lorsque les actions élémentaires sont réalisées par un seul processus (séquentiel) ou lorsque le
systeme est assujetti & une horloge globale, ’ensemble (F, <) est totalement ordonné et chaque
exécution d’opération A correspond & un intervalle fermé non vide de F que 'on note [d 4, f4]. On
dit alors que (F, <) constitue un modele temps global du systeme d’exécution. Il est clair que toute
exécution de systéeme admettant un modele temps global vérifie la condition :

(GT) Pour tout A, B appartenant 4 S, ona: A — B ou B --+~ A



FiG. 2 - Une exécution n’admettant pas de modele temps global

puisqu’on a nécessairement f4 < dp ou dg < f4. Notons qu'une exécution de systeme, méme si elle
admet un modele, ne satisfait pas nécessairement GT et n’admet donc pas en général de modele
temps global (cf. Figure 2). Autrement dit, 'axiome GT" ne se déduit pas des axiomes A;-Aj et
Ml—MQ.

Dans la suite de cette section, nous nous proposons de montrer que la condition GT est en fait
suffisante pour qu’une exécution de systeme admette un modele temps global'. Pour cela, nous
rappelons tout d’abord le théoreme de Russell-Wiener ([Wie]), et nous en donnons la preuve, bien
qu’elle soit classique, par souci d’étre complets.

Théoréeme 2.5 Pour tout ensemble partiellement ordonné < S, — >, les deux conditions sui-
vantes sont équivalentes :

— (1) Il existe un ensemble totalement ordonné (E,<) et une application p : S — Int*(E)
(ou Int*(E) désigne l'ensemble des intervalles non vides de E) telle que :

A— B<=VXepuAd),VWepubB): X<Y

~ (i1) Le systéme < 8, — > satisfait 'axiome de Russell-Wiener?,

YA, B.C,DES, (A — B)A~(C — B)A(C — D)= A — D, (6)

Preuve. Le fait que (¢) implique (¢7) est immédiat. Soit un ensemble totalement ordonné < §, — >
qui satisfait I’axiome de Russel-Wiener, considérons les antichaines maximales (au sens de l'inclu-
sion) de §; ces antichaines sont généralement appelées moments de S. Notons E 'ensemble des
moments de §. Définissons sur F la relation < par :

X<Y<«=dAeX,dBeY : 4 — B.

La transitivité de la relation < résulte de ’axiome de Russell-Wiener. D’autre part, tout moment
étant une antichaine, la relation < est acyclique et ordonne donc F. Enfin, par maximalité des
moments, 'ordre < est un ordre total.

!Notons que toute exécution de systéme qui satisfait ’axiome GT satisfait aussi M1-M> et admet donc un modele.
®Les ensembles partiellement ordonnés satisfaisant cet axiome sont appelés des ordres d’intervalle. Le lecteur
intéressé pourra trouver différentes caractérisations de ces ensembles partiellement ordonnés dans [Mor].



Pour chaque élément A de S, notons p(A) I'ensemble de tous les moments X contenant A. Comme
{A} est une antichaine, il existe un moment contenant A et donc u(A) est non vide. Montrons
que p(A) est un intervalle de E. Soient X, Y, Z trois moments tels que X <Y < Z. Supposons
que X et Z appartiennent a pu(A). Si Y n’est pas dans pu(A) alors, par maximalité de I’antichaine
Y, il existe un élément B dans Y tel que A — B ou B — A. Etudions le cas o A — B.
Comme Y < Z, il existe un élément C' dans Y et un élément D dans Z tels que ' — D. En
utilisant de nouveau le fait que Y est une antichaine maximale, nous avons =(C' — B). L’axiome
de Russell-Wiener nous assure qu’alors A — D, ce qui contredit le fait que Z est une antichaine.
Le cas ou B — A se traite de facon analogue.

Montrons maintenant que pour tout A, B de F,
A — B<= VX epAd),veuB): X <VY.

Supposons que A — B. Considérons deux moments quelconques X et Y tels que X € u(A) et
Y € u(B),ie. A€ X et B €Y. Par définition de la relation <, on en déduit que X < V.

Réciproquement, supposons que
VX e u(A),vY e p(B): X <Y

avec 7(A — B), i.e. avec A et B incomparables pour la relation —— ou avec B — A. Si
B — A alors, d’apres ce qui précede, pour tout X € p(A)et tout Y € u(B)onay < X.Comme
la relation < est acyclique, ceci contredit 'hypothese de départ.

Si A et B sont incomparables pour la relation —— alors tout moment de & contenant A contient
aussi B et réciproquement. Par suite, dans ce cas, u(A) = p(B) et, comme < est anti-réflexive,
I’hypothese de départ n’est pas vérifiée (en particulier pour Y = X). O

Remarque
Soit & un ensemble muni d’une relation d’ordre —— satisfaisant ’axiome de Russel-Wiener. En
définissant la relation ---- par

VA,BES, A--» B <& ~(B — A)

les deux relations —— et ---» constituent une exécution. En effet les axiomes A; et A sont des
conséquences immédiates des définitions, As résulte de la transitivité de — et A4 découle de GT,
ainsi I'axiome A4 peut étre considéré comme une version affaiblie de 'axiome de Russell-Wiener.

Corollaire 2.6 Une exécution de systéme admet un modéle temps global si et seulement si elle
satisfait Paxiome GT.

Preuve. Nous avons précédemment remarqué que toute exécution de systeme admettant un modele
temps global satisfait G'T'. Réciproquement, considérons < §, —— , ---= > une exécution de
systeme satisfaisant ’axiome GT. Etant donné que & satisfait Ay, cette exécution de systeme
satisfait aussi I'axiome de Russell-Wiener et donc, par le Théoreme 2.5, il existe un ensemble
totalement ordonné (I, <) et une application p : S — Int*(L) telle que

A— B<—=VXepuA), VWeubhb): X <Y
Par suite, pour les opérations A et B de §, on a

A--+B <= 3X € p(A),Y e p(B): X <Y ou X =Y.



D’autre part, d’apres I'axiome As, les ensembles u(A) sont (par construction) finis et peuvent
s’écrire :

u(A) = [da, fa]-
Par conséquent, (F, <) est un modele temps global de < §, — |, ---» >. O

Le théoreme de Ore (cf. [Ore]) donne une caractérisation de la dimension d’un ordre partiel en
termes de plongement dans les ensembles R*, tout ensemble totalement ordonné est isomorphe a
un sous—ensemble (totalement ordonné) de R. Notons ¢ un plongement quelconque de ' dans R
et considérons, pour toute exécution d’opération A, ’ensemble ¢(u(A)) égal a 'image de p(A) par
¢. Cet ensemble est une partie finie non vide de R et le plus petit intervalle qui le contient est
égal a [¢(da), ¢(fa)] = 14. Ceci prouve que I'existence d’un modele temps global est équivalente a
I’existence d’un modele temps global pour lequel ¥ = R. On retrouve ainsi la définition originale
d’un modele temps global donnée par Lamport dans [L.86a].

3 Vues hiérarchiques

Pour décrire le comportement d’un systéme, on peut se placer a différents niveaux de détail. Une
opération dite de haut niveau consiste ou encore est implantée par un ensemble d’opérations de plus
bas niveau. Dans cette section, nous préciserons les relations qui existent entre deux vues différentes
d’un méme systeme, I'une étant de plus bas niveau que ’autre. D’autre part, nous donnerons une
définition formelle de ce que signifie le fait d’implanter un systeme a aide d’un systeme de plus
bas niveau.

3.1 Vue de niveau supérieur

Considérons une exécution de systeme < §, — , ---» > et soit H un ensemble d’éléments
sensés modéliser des exécutions d’opérations de niveau supérieur a celles de §. Puisqu’une opération
dite de haut niveau consiste en un ensemble d’opérations de plus bas niveau, chaque élément de 'H
est une partie de S. On définit alors naturellement sur  les relations de précédence — et -»
de la facon suivante :

G-"+H si pour tout A € G et pour tout B € Hona:A — B (7)

G-+ H silexiste A€ G et B€ H tels que A — Bou A=B. (8)

Etant donnés (7) et (8) et puisque < §, — , ---~ > satisfait A;-Ay, il suffit que tout élément
de 7 soit une partie non vide de S pour que < H,——, -~ > satisfasse aussi & A;-A4. En ce
qui concerne 'axiome As, il suffit que tout élément de H soit une partie finie de § et que chaque
élément de § appartienne a un nombre fini d’éléments de H pour que cet axiome soit vérifié par
< H,—=, -%» >. Puisqu’il est naturel de supposer que toute exécution d’opération de bas niveau
fait partie de 'exécution d’une opération de plus haut niveau, nous posons la définition suivante :

Définition 3.1 Une vue d’une exécution de systéme < S, — , ---~ > de niveau supérieur est
donnée par un sous ensemble H de P*(S) tel que :

(Hy) Tout élément H de H est une partie finie de S.

(Hy) Tout élément de S appartient ¢ un nombre fini non nul d’éléments de H.



Dans la plupart des cas, les ensembles H que I’on considere sont des partitions (en parties finies) de
S. Cependant, la Définition 3.1 permet de raisonner sur des exécutions de systeme dans lesquelles
une opération de bas niveau fait partie de plusieurs opérations de plus haut niveau.

1l est facile de vérifier que si une exécution de systeme < §, — , ---» > admet un modele, i.e.
vérifie My-M,, alors toute vue de niveau supérieur vérifie aussi My-M;. Une facon plus constructive
de montrer cela est de remarquer que si (F,<) est un modele de < §, — , ---= > pour une
certaine application p alors 'application p* définie par :

W H — PYE)
H — p*(H)=Usenp(A)

fait de (£, <) un modele d’une vue H C P*(S) de niveau supérieur.

3.2 Notion d’implantation

Nous nous proposons ici de définir formellement le fait qu’une exécution de systeme en implante

une autre. Si une exécution de systeme < §, — , ---~ > implante une autre exécution de systeme

H . . . . ;. . .
< H,——, -I, > alors H doit clairement constituer une vue de S de niveau supérieur. Mais que dire

des relations de précédence T et -Me? Les éléments de S représentent les exécutions d’opération
qui ont réellement lieu tandis que les éléments de H représentent les groupements d’opérations que
lon veut considérer & un niveau d’abstraction plus élevé. Les relations — et -*», induites par

— et --- sur H, constituent les relations de précédence réelles sur les éléments de H tandis

H ’ . . . c 12
que — et I représentent celles que 1’on aimerait pouvoir considérer sur H.

Ainsi, par exemple dans le domaine des bases de données, les éléments de § représentent les lectures
et écritures d’un seul item tandis que les éléments de H modélisent les transactions, i.e. les lectures
et écritures d’items multiples. La possibilité de sérialiser correspond au fait de pouvoir considérer
les différentes transactions comme ayant lieu séquentiellement alors qu’elles sont en fait exécutées
de facon concurrente. Sur cet exemple, on constate que pour définir une notion d’implantation
“raisonnable”, il est beaucoup trop contraignant de demander que Iordre réel —— soit égal a
P'ordre total - car cela interdirait toute exécution concurrente des opérations de base. On impose
donc seulement que, si dans une vue de niveau supérieure une exécution d’opération en précede
réellement une autre alors cette précédence est compatible avec les relations de précédence que
l'on aimerait pouvoir considérer. Plus formellement, on définit 'implantation d’une exécution de
systeme par une autre de la fagon suivante :

Définition 3.2 Une exécution de systéme < S, — , ---= > implante une autre exécution de
systéme < H, —H—>, L S si M est une vue de S de niveau supérieur et si la relation d’ordre n,

est une extension de la relation d’ordre —— définie par (7) sur 'H, i.e. si — C A,

La proposition suivante prouve que lorsque 'on veut implanter une exécution de systeme par une
autre exécution de plus bas niveau il suffit de considérer les opérations qui figurent réellement
dans le systéeme que ’on veut implanter et négliger toutes les opérations appartenant aux systemes
environnants. On montre ainsi que la relation “implante” est en quelque sorte une congruence.

Proposition 3.3 Soit < SUTZ, — |, --—~ > une exécution de systéme ou S et T sont deux en-
sembles disjoints. Soit < 'H, —H—>, “He > une exécution de systéme implantée par < S, — | ——-» >
et soient —— et --*» les deux relations définies par (7) et (8) sur SUT. Alors il existe des relations

de précédence T o MUL sur SUT telles que :



HUT HuT

- < HUZL, ==, === > est une exécution de systéme qui est implantée par < SUL, — | - >:
. N ya . . v
— Les restrictions a H de Rz et L sont respectivement €gales a 7, et -t h

— Les restrictions 4 T de 22 et M9L sont des extensions de — et - respectivement.
Ce résultat technique est crucial dans les applications car il permet de prouver qu'une exécution
de systeme en implante une autre quel que soit le contexte, et donc quelles que soient les opérations
qui ont lieu dans le systeme et qui ne sont pas observables. Par exemple, pour implanter une base
de données, on peut ne considérer que les opérations de lecture et d’écriture et faire abstraction
de toutes les procédures d’initialisation et d’entrée—sortie. La Proposition 3.3 assure que le fait de

considérer que les transactions ont lieu selon un ordre total T Winduit pas sur ’ensemble de
toutes les exécutions opération (observables ou non) des relations de précédence incohérentes avec
celles qui existent réellement. Nous renvoyons a [L.85] pour la preuve quelque peu technique de cette
proposition.

4 Registres

Dans ce qui suit, on considere des exécutions dans lesquelles toutes les opérations sont soit des
actions internes a des processus, soit des acces a des objets partagés. Les objets partagés étudiés ici
sont des registres; on peut les considérer comme les objets partagés les plus simples. Les opérations
que ’on peut effectuer sur un registre sont des écritures et des lectures. Une écriture attribue une
valeur v au registre : elle consiste & “remplacer ancienne valeur par »”. Une lecture obtient une
valeur de la part du registre. On classifie les registres selon les conditions satisfaites par les valeurs
obtenues lors d’une lecture, celle-ci peut étre ou non concurrente a une, ou méme a plusieurs,
écritures. On peut considérer qu’un registre généralise la notion de mémoire, fondamentale en
algorithmique séquentielle; dans ce contexte, ’écriture représente la notion classique d’affectation
d’une valeur a une variable et la lecture celle de la recherche de la valeur affectée. Dans la suite on
suppose qu’un registre est a un seul écrivain, sa complexité dépend alors des parametres suivants :

— Le nombre de valeurs qu’il peut prendre. On distinguera principalement les registres binaires,
qui ne prennent que deux valeurs différentes, et les registres a k£ > 2 valeurs distinctes.

— Le nombre de lecteurs qui accedent au registre; le registre peut étre ainsi a un seul lecteur ou
a plusieurs lecteurs.

Lorsque la suite de lectures et d’écritures est totalement ordonnée par la relation —— . il est
naturel de considérer que la valeur obtenue par une lecture L est celle attribuée par la derniere
écriture F qui précede L. Si les lectures et écritures se produisent de facon concurrente, plusieurs
hypotheses peuvent étre formulées sur les valeurs obtenues lors d’une lecture. Nous en retenons
deux qui correspondent a des situations rencontrées fréquemment :

1. Registres surs. On considere ici ’hypothese minimale que ’on puisse raisonnablement retenir.
Dans un registre sir, la valeur obtenue lors d’une lecture L qui n’est pas concurrente avec une
écriture est celle qui a été écrite par la derniere écriture qui a précédé L. Aucune hypothese
n’est faite sur la valeur lue par une lecture concurrente a une ou plusieurs écritures; cette
valeur peut étre quelconque et n’avoir aucun rapport avec les valeurs écrites.
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2. Registres atomiques. La notion d’atomicité, fréquente en algorithmique répartie, consiste a
supposer que l'exécution s’est déroulée “comme si elle s’était produite de maniere séquen-
tielle 7. Ainsi, I’ensemble des lectures et écritures sur un registre atomique peut étre ordonné
totalement par un ordre <, de facon telle que le comportement du registre soit le méme que
celui d’un registre pour lequel tous les acces se font séquentiellement. C’est & dire que la
valeur obtenue lors d’une lecture L est celle attribuée par la derniere écriture qui précede L
par 'ordre <.

Dans la suite nous examinerons comment réaliser des registres complexes a 'aide de registres plus
simples; ainsi on réalisera par exemple un registre & un nombre quelconque de valeurs a l'aide
de registres binaires, un registre multi-lecteurs & ’aide de registres a un seul lecteur, un registre
atomique a laide de registres stirs.

4.1 Axiomatique des registres

Nous commencons par préciser les notions informelles que nous venons d’introduire.

4.1.1 Exécutions de registres

Une exécution est, comme au paragraphe précédent, un ensemble & muni de deux relations
— et --- satisfaisant aux axiomes Ay — As. Une exécution de registres fait intervenir dans
I’ensemble § certains événements qui sont des lectures et d’autres des écritures.

Définition 4.1 Une exécution d’un registre (S, — , ---=,&, L) est une exécution ot lensemble
des opérations S contient deux sous-ensembles disjoints £, L dont les éléments sont appelés respec-
tivement écritures et lectures tels que :

(Bo) L’ensemble des écritures est totalement ordonné par la relation — et la
premiére écriture précéde par — tous les événements de LU E ;

(B1) Deux opérations quelconques E et L, appartenant respectivement a
E et L, sont en relation par ---», c’est-a-dire :

VEe€& VLeL, FE--—~Loul--—E

Remarques

1. L’axiome By résulte de ce que I'on ne considére que des registres & un seul écrivain.?

2. Les relations entre les événements autres que les lectures et les écritures sont supposées
quelconques, il n’est fait aucune hypotheése sur le lien entre ceux-ci et les éléments de L et &, seuls
les axiomes Ay — As leur sont applicables.

Les écritures d’une exécution d’un registre forment une suite (qui peut étre infinie) :
Ey — Ey — By — E; — Eiyq —

Pour chaque lecture L, cette suite est partitionnée en cinq intervalles disjoints définis par :

?Des registres & plusieurs écrivains sont considérés par exemple par Israéli dans [IS].
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Eo(L) & (L) E(L) Es(L) Eao(L)

FiG. 3 - Partition d’une suite d’écritures par une lecture

E(L) = {E€&F — I}

gl(L) = {E S 5|E - L,‘!(L - E),—!(E — L)}
E(L) = {Ec&E—~ L[ E)

gg(L) = {E S 5|L - E,‘!(E - L),ﬁ(L — E)}

£u(l) = {Ecé|L — E).

Cette décomposition est illustrée sur la Figure 3

Les écritures de & (L), (L), E3(L) sont dites concurrentes a L. On dit qu'une lecture L est isolée
si elle n’est concurrente a aucune écriture soit si :

gl(L) = EQ(L) = gg(L) = @

dans ce cas toute écriture précede ou suit L par — .

Remarques
1. On vérifie, en utilisant les axiomes A1 — A5 sur les exécutions quesi £ € (L) etsi B — F/,
alors E' € £;(L) pour un indice j supérieur ou égal a 1.

2. Si l'on se place dans I’hypothése du temps global (GT), les ensembles & (L) et £3(L) sont
alors vides pour toute lecture L.

4.1.2 Exécutions valuées et registres

Jusqu’ici, nous avons considéré des événements de lecture et d’écriture sans prendre en compte
les wvaleurs lues ou écrites. Un moyen de les prendre en compte consiste a faire intervenir des
exécutions valuées, pour ces exécutions une valeur est affectée a chaque écriture; et des exécutions
bi-valuées, ol une valeur est aussi attribuée a chaque lecture.

Soit V un ensemble fini dont les éléments sont appelés des valeurs; dans la suite on considérera que
V' contient ou bien deux éléments, (registres binaires) ou bien k& > 2 (registres a k valeurs). Une
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exécution valuée est donnée par une exécution de registre (§, — , ---, L, &) et une application
e de & dans V. Pour chaque écriture F, ¢(F) représente la valeur écrite dans le registre lors de
l'opération d’écriture F.

Une exécution bi-valuée est une exécution valuée augmentée d’une application A de £ dans V. Pour
une lecture L, A(L) modélise la valeur obtenue par L dans le registre, c’est la valeur lue par le
processus qui effectue ’action L.

Dans certains cas on souhaite exprimer qu’une valeur lue dans un registre au cours de la lecture L a
été écrite au cours de 'écriture F'; pour cela on définit une fonction de lecture, c’est une application
de £ dans £. On dit qu’une exécution (§, — , ---=, L, ), bi-valuée par (A, ¢) est induite par la
fonction de lecture 7, si m est une application de £ dans £ et si pour toute lecture L on a

Une exécution bi-valuée (§, — , -, L, &, A\, ¢), n'est pas nécessairement induite par une fonc-
tion de lecture, car les lectures peuvent tres bien obtenir un résultat qui n’a jamais été écrit. D’autre
part si une telle fonction de lecture existe elle n’est pas nécessairement unique.

On considere généralement un registre comme un objet partagé qui enregistre une valeur lorsqu’un
processus écrit et qui fournit une valeur lorsqu’un processus lit. A cette facon dynamique de voir
le registre on en préfere ici une autre, équivalente a la précédente, mais qui se préte mieux a un
cadre plus formel. Ainsi, dans ce qui suit on considére un registre comme une fonction, qui a pour
donnée une exécution valuée (ou les écritures sont affectées d’une valeur), et dont le résultat est de
donner des valeurs aux lectures, obtenant ainsi une exécution bi-valuée. De facon plus précise on
a:

Définition 4.2 Un registre est une fonction qui, a toute exécution valuée (S, — , -~ ,&,L,¢),
associe une application A\ de L dans V telle que pour toute lecture L, N(L) ne dépend que de
Uensemble des événements qui précedent L par ----, des relations — ou ---- qui existent
entre ceux-ci et des valuations des écritures qui font partie de cet ensemble.

Remarque.

Dans cette définition un registre est un objet déterministe qui donne la méme valeur en lecture pour
deux exécutions valuées identiques. On se limite aux registres déterministes ici. Pour définir des
registres non déterministes, il suffirait de considérer qu’un registre est une fonction de I’ensemble des
exécutions valuées dans 'ensemble des parties des exécutions bi-valuées, ou de maniere équivalente
que c’est une famille de couples formés d’une exécution valuée et d’une exécution bi-valuée; des
résultats semblables & ceux donnés ci-dessous pourraient alors étre développés.

4.1.3 Registres siirs et atomiques

Dans la définition d’une exécution bi-valuée, qui a été donnée ci-dessus, aucune restriction n’a
été imposée a la valeur obtenue par une lecture. Celle-ci peut étre écrite avant celle-ci, apres celle-
ci, ou méme étre une valeur qui n’a pas été écrite. Afin de modéliser des situations rencontrées
pratiquement dans les systemes distribués, il est nécessaire de donner des hypotheses restrictives;
c’est ce que nous faisons ici.
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Définition 4.3 Une exécution bi-valuée (S, — , -~ ,E,L,¢) est séquentielle si toutes les lec-
tures sont isolées et si A est induite par Uapplication qui a toute lecture L associe la derniére écriture

de go(L)

Définition 4.4 Une exécution bi-valuée est sire, si sa restriction a l'ensemble des lectures isolées
et de toutes les écritures est une exécution séquentielle.

Ainsi dans une exécution sire, une lecture non isolée peut obtenir un résultat quelconque, et une
lecture isolée obtient comme résultat la derniere valeur écrite. On remarque que la valuation des
lectures n’est pas nécessairement induite par une fonction de lecture. Une exécution bi-valuée dans
laquelle aucune lecture n’est isolée est de maniere évidente sire.

Définition 4.5 Une exécution bi-valuée est atomique, s’il existe une extension linéaire < de — |
telle que lexécution formée par les mémes événements et pour laquelle la relation de causalité forte
est égale a <, est une exécution bi-valuée séquentielle.

Ainsi une exécution bi-valuée (S, — , ---~ &, L,¢) est atomique si A est induite par une
fonction de lecture 7 et §’il existe un ordre total < tel que :

A — B = A< B

(L)<L et wL)<A<L = A¢E

La Figure 4 donne trois exemples d’exécutions bi-valuées. La premiere est séquentielle, car toutes
les lectures et les écritures sont en relation par —— et que chaque lecture est valuée par la méme
valeur que la derniére écriture qui la précede. La seconde est stre (mais ni séquentielle ni atomique),
car les seules lectures isolées sont Ly et Ls la restriction de 'exécution a celles-ci et aux écritures
donne

EO —>L1 ——>E1 ——>E2 —>E3 ——>E4 ——>L5

et 'on a bien A(Lq) = ¢(Ey), A(Ls) = ¢(L4). La troisieme est atomique, car on peut trouver une
extension linéaire < de —— sur I’ensemble de toutes les actions donnée par :

Fo<I1<Ly<F1 <¥Fy<IL3=<F3<1L4=<F4=< Lsg

extension qui possede les propriétés requises.

On caractérise les exécutions atomiques par I'existence d’une fonction de lecture satisfaisant cer-
taines conditions :

Proposition 4.6 Une exécution de registre est atomique si et seulement si elle est induite par une
fonction de lecture 7 telle que :

(i) YLel: (L — n(L))
(it) YEe&, ¥YLelL: E—1IL = FEF —r7x(L)oun(lL)=FE
(iii) YLy, Lyel: Ly — Ly = =(n(Ly) — 7(L4))
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Exécution séquentielle

0

1 0 1 2

3 1 0 2

0

Exécution stre

0

1 0 1 2

0 0 1 2

0

Exécution atomique

FiG. 4 - Exécutions séquentielles, stres et atomiques, les valuations sont indiquées par un nombre
situé a coté de chaque action



Preuve. Supposons ’exécution atomique, soit 7 la fonction de lecture associée et < ’extension li-
néaire de —— satisfaisant les conditions données par la définition d’atomicité. Celles-ci impliquent
(L) < L, soit puisque < est une extension linéaire de ——

(L — w(L))

Si B — L, alors £ < L et m(L) est ou bien égale & I ou bien est située entre £ et L dans
I’ordre total <, soit puisque les écritures sont totalement ordonnées par — :

E — m(L)ou F=mn(L)

Si Ly — Ly, alors par 'ordre total <, w(Ly) précede Lq et donc Lg. Par 'atomicité de I'exé-
cution 7(Lg) ne peut précéder 7(Lq) dans l'ordre < qui se confond avec — dans ensemble de
écritures ainsi m(Lq) = 7(L3) ou 7(L1) — 7w(L2) ce qui est équivalent a:

~((Ly) — 7(11))

Réciproquement, supposons 'existence d’une fonction de lecture satisfaisant les conditions (7), (i)
et (i7i). Considérons un ordre total < sur les événements qui soit une extension linéaire de —
pour les écritures et tel que, pour chaque écriture E, toutes les lectures L satisfaisant 7(L) = F£
sont placées juste apres E en respectant la relation —— sur celles-ci, un tel ordre total existe
puisque —— est une relation d’ordre partiel. Il suffit de montrer pour terminer que < est bien une
extension de —— sur les lectures et les écritures. Si £ — L on a d’apres (i7) et puisque < est
une extension de — sur les écritures : £ < w(L) < L. Si L — F alors (L) — F en raison
de (i) et donc n(L) < L < E. Enfin si L1 — Ly, et Ly < Ly ceci impliquerait 7(Ly) — 7(L1)
par définition de < et ceci est contradictoire a la condition (7¢7). O

De maniére naturelle on définit la notion de registre siir ou atomique :

Définition 4.7 Un registre est sur (resp. atomique) s’il associe a une exécution valuée une exécu-
tion bi-valuée sire (resp. atomique).

4.2 Réalisation de registres
4.2.1 Définition

La réalisation d’un objet partagé a l'aide d’autres objets est une notion fondamentale en algo-
rithmique repartie. Cette notion est intuitivement simple, il s’avere pourtant difficile d’en donner
une définition mathématique précise. Un traitement rigoureux nécessiterait de longs développe-
ments, nous nous limitons ici a une présentation informelle. Nous utilisons la notion d’implantation
introduite au paragraphe 3.2.

Nous avons aussi besoin d’exécutions faisant appel a plusieurs registres et non pas un seul, comme
cela a été le cas jusqu’ici. Une exécution faisant intervenir k registres, k > 1 est une exécution
contenant 2k ensembles deux a deux disjoints : &1, ... & et Lq... Ly, tels que pour tout ¢, 1 < < k,
le couple &;, L; satisfasse les conditions d’une exécution d’un registre.

Définition 4.8 La réalisation d’un registre X par des registres Xq,...Xy comporte deux opéra-
tions :
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Exécution valuée Exécution bi-valuée
sur X sur X

Algorithme Algorithme de
valuation des
lectures de X

d’implantation

Exécution valuée - - Exécution bi-valuée

sur les X; Registres X; sur les X;

Fra. 5 - Schéma d’une réalisation

— Un algorithme d’implantation des lectures et des écritures sur X en des opérations sur les X;

— Un algorithme de calcul des valeurs obtenues par les lectures sur X.

Le premier algorithme construit, a partir d’une exécution valuée (S, — , ---~,¢) quelconque sur

le registre X, une exécution valuée (S, . , . ,€') sur des registres Xy,... X}, exécution qui
est une implantation de la premiere au sens défini au paragraphe 3.2. chaque écriture et chaque
lecture sur X est remplacée par un ensemble d’actions sur Xy,...X. Les registres X; agissent sur
cette implantation pour fournir une valuation A’ des lectures de £’. Le deuxiéme algorithme calcule

la bi-valuation A sur (8, — , ---) a partir de celle sur (§', — e ), la valeur d’une lecture
L de S ne dépend que des valeurs associées aux opérations qui 'implantent dans &', et de la valeur
de certaines variables locales. La Figure 5 schématise les différentes étapes d’une réalisation.

Dans la suite nous explicitons la réalisation de registres multi-lecteurs a partir de registres a un
seul lecteur et de registres a k valeurs & partir de registres binaires. Ces réalisations fournissent
ainsi des exemples qui illustrent les notions introduites ici.

4.2.2 Réalisation de registres a plusieurs lecteurs

Une exécution d’un registre est & m lecteurs si 'on peut partitionner £ en m parties disjointes
L1,L9,..., L, telles que la restriction de —— & chacun des £;, i = 1, ..., m soit une relation
d’ordre totale. On dit par la suite d’un élément de L£;, qu’il s’agit d’une lecture effectuée par le
processus i. Un registre est dit a m lecteurs, s’il construit une valuation des lectures pour toute
exécution valuée a m lecteurs. On peut réaliser un registre a m lecteurs, a l'aide de m registres a
un seul lecteur en utilisant les algorithmes suivants pour I’écrivain et les lecteurs.

— Algorithme d’implantation: A chaque écriture £ de X, valuée par v, on fait correspondre une

suite { 'y, Fy - - -, E, } d’écritures, totalement ordonnées par — , ou F; représente [’écriture
de la valeur v dans le registre X;.
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Pour toute écriture F implantée par {Ey, Fy---, E,,}, la valuation de F; est égale a celle de
E et on note ¢;(F;) = e( ).

Une lecture L de X par le processus ¢ est implantée par une lecture L; du registre X;

— Relations dans S et S’ : On suppose que — est égale & —— ’ et que ---~ est égale

a -Z»'. Cette notation signifie que U — V est équivalent & v — ’v pour tous les u
et v qui font partie des implantations de U et V respectivement. De méme U ---»V est
équivalent & v — 'v pour au moins un u et un v qui font partie des implantations de U et
V respectivement.

— Algorithme de valuation des lectures : Pour chaque i = 1,...,m, notons &’; ’ensemble des
écritures F; provenant de I'implantation de toutes les écritures . On obtient ainsi une par-
tition de I’exécution &’ en m exécutions S;,7 = 1...m , chacune d’entre elles est a un seul
lecteur. Pour I'exécution §;, le registre X; associe une valuation A; des lectures de £; et la

valeur A(L;) obtenue par la lecture L implantée par L; est égale & celle, A\;(L;), attribuée a
L; par X,.

Remarque : De fait, 'ordre relatif dans lequel s’effectuent les écritures Fq, Fo---, F,, dans I'im-
plantation n’a pas d’importance; toutefois pour chaque couple E, E’ d’écritures sur X telles que

I — F', on doit avoir £; — E’;, pour tous les ¢, j tels que 1 < 4,5 < m.

Proposition 4.9 Dans la réalisation ci-dessus, si les X;, ¢ = 1---m, sont des registres sirs a un
lecteur alors X est un registre sur a m lecteurs.

Preuve. Soit § une exécution sur X dans laquelle on a une partition des lectures en m chaines £;.
Soit L une lecture isolée de S élément de £;. La lecture L; qui implante I dans S’ est aussi isolée,
en effet si L; est concurrente a une écriture F; alors, par algorithme d’écriture, F; est contenue
dans une écriture F de & qui est concurrente a L., contredisant le fait que L soit isolée. Comme
le registre X, est stur et L; isolée, A\;(L;) est la valeur ¢;(F;) écrite par Iécriture F; qui précede
immédiatement L; pour la relation . , il est alors facile de vérifier que F, ’écriture de X qui
contient F; est bien ’écriture qui précede immédiatement L pour la relation — . O

Si les registres X; sont atomiques, le registre X construit n’est pas nécessairement atomique comme
le montre I'exemple de la Figure 6. Dans cet exemple, il y a deux écritures et deux lectures, F écrit
la valeur @ et E' la valeur b # a dans un registre X, L est une lecture par le processus 1 et L’
une autre par le processus 2. On a représenté sur cette figure 'implantation de ces 4 opérations et
les relations qui lient les événements de cette implantation. Fn raison de I'atomicité des registres
X;, L' obtient la valeur écrite par F, et L celle écrite par E’; ce qui ne permet pas de construire
un ordre linéaire sur {F, E', L, L'} satisfaisant aux conditions d’atomicité de X et qui soit une
extension linéaire de — .

Toutefois, si ’on suppose que les exécutions sur chacun des registres qui implantent sont toutes
séquentielles, alors I’exécution implantée satisfait certaines propriétés qui entrainent les conditions
(7) et (i¢) de la Proposition 4.6 qui caractérise ’atomicité (mais pas la condition (7¢7)!).

Proposition 4.10 Si dans la réalisation ci-dessus Uimplantation d’une exécution S donnée est
séquentielle sur chacun des registres X;, alors il existe une fonction de lecture © sur S satisfaisant
aux conditions suivantes :
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Fic. 6 - Exécution non atomique d’un registre multi-lecteurs

(1) w(L) -~ 1L
(2) Pour toute écriture I telle que 7(L) — Fona L -+~ E.

Preuve.

(1) Soit L une lecture du registre X, L; la lecture de X; qui 'implante. La séquentialité de
I'implantation implique que L; est isolée vis a vis des écritures de &;. Soit F; 'écriture de &; qui
précede immédiatement L;, définissons w( L) comme ’écriture de £ dont I'implantation contient F;.
On a par lalgorithme de valuation des lectures :

De plus puisque E; — L; I’égalité de ---~ et -~/ implique :

(L) -+ L

(2) Si (L) — F, soit L; 'implantation de L alors la séquentialité de ’exécution sur X;
implique :
(L) — L — E;

Ainsi par ’égalité de ---- et -Z-~' on obtient :

L--~FE

Ce qui termine la preuve. O

4.2.3 Réalisation de registres multivaleurs

Il est facile de réaliser un registre stir a k valeurs a l’aide de registres stirs binaires. La cons-
truction classique consiste a utiliser p > logy(k) registres binaires: X1, Xo,...X, et a représenter
le nombre a par sa notation ajas...a, en base 2. L’écriture de a dans X est implantée par la suite
des écritures des a; dans X;. La lecture de la valeur du registre s’effectue par la lecture consécutive
de tous les X; et la détermination de a a partir de son écriture en base 2. Il est assez facile de voir
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que le registre X est sir si les X; le sont, par contre si les X; sont atomiques c’est loin d’étre le cas
de X. En effet, une lecture du registre concurrente au changement de valeur de a a b peut tres bien
conduire & récupérer les premiers digits de a et les derniers de b, la valeur lue est alors une valeur
quelconque qui n’a rien a voir avec a et b.

Une autre construction possible pour représenter un entier a, compris entre 0 et k, consiste a

utiliser k£ + 1 digits binaires xg, 21, ..., 2k tels que z, = 1 et 2; = 0 pour ¢ # a. Dans le contexte
des registres, on utilise alors k 4+ 1 registres binaires Xg, Xq,..., X} pour représenter un nombre
compris entre 0 et k. La lecture du registre consiste a lire successivement les registres Xo, X1, ... Xg,

la valeur du registre est alors ¢ si la premiere valeur obtenue égale a 1 se trouve dans le registre
X;. Lécriture du nombre a dans le registre X consiste, comme dans plusieurs algorithmes répartis,
a procéder en sens inverse et a commencer par écrire 1 dans le registre ¢ puis 0 dans les registres
Xa-1,Xa—2,.... X1, Xo. On suppose que le registre Xy est initialisé a 1, il contient alors cette valeur
indéfiniment. De facon plus précise on a :

— Algorithme drmplantation: Une écriture valuée par ¢ est implantée par la suite d’actions :
E; —~ Ey — By — E

Ou F; est une écriture dans le registre X; qui est valuée par 1, et pour 0 < j <4, E; est une
écriture, valuée par 0, dans le registre X; (il n’y a pas d’écriture de la valeur 0 si ¢ = 0).

Une lecture L de X est implantée par la suite

!

Ly — Ly — - — I,

ou L;, pour 0 < j <, est une lecture du registre X;.

/

— Relations dans S et 8’ : On suppose que — est égale & —— /et que ---- est égale &

L

— Algorithme de valuation des lectures : Chaque registre X; construit une valuation A; des
lectures L;. La valeur A(L) associée par X a la lecture I s’obtient & partir des valeurs de
A;(L;) de son implantation :

Ly — L1 — ...Lig — I
A(L) est égale a ¢, le plus petit entier tel que \;(L;) = 1.

Avec cette nouvelle construction, il est clair que toute valeur obtenue lors d’une lecture est égale a
la valuation de 'une des écritures (ce qui n’était pas le cas dans la réalisation faisant intervenir la
représentation en base 2) on a aussi :

Proposition 4.11 57 les registres X, ... X sont strs, le registre construit par Ualgorithme précé-
dent est également sur.

Preuve. Soit L une lecture isolée de 'exécution §, et soit F ’écriture de § qui précede immédia-
tement L. Notons ¢ = ¢(£), on a les implantations suivantes de I et de L :

B —— B ... — B, — E, Lo —— Ly... — L4 — L,
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Elles satisfont ; — L; pour 0 < j <74. Par I’égalité de — et ./, pour tout 0 < j < kla
lecture L; est isolée; de plus puisque X; est sir :

ainsi l'algorithme de calcul de la valuation de I donne A(L) = 7, qui est bien la valuation de
I’écriture qui précede immédiatement L. O

Proposition 4.12 Si dans la réalisation ci-dessus, Uimplantation d’une exécution S est séquen-
tielle sur chacun des registres X;, il exviste alors une fonction de lecture 7 sur § satisfaisant auz
conditions suivantes :

(1) w(L)-—-~1
(2) Pour toute écriture E satisfaisant (L) — E ona L --—~FE
Preuve. (1) Soit L une lecture implantée par :
Lo — 'Ly — - — Ly

soit i le plus petit entier tel que A'(L;) = 1, un tel entier existe car N'(Ly) = 1 puisqu’aucune lecture
n’écrit 0 dans le registre X qui est initialisé a 1. Le fait que les exécutions sur chacun des registres
soient séquentielles implique que L; est isolée et que 1’écriture F;, qui précede immédiatement L;,
est telle que ¢;(F;) = 1. Notons (L) l'écriture de S qui contient F; dans son implantation. On a
par les algorithmes d’implantation et de calcul des valuations des lectures :

e(r(L))=i= ML)

De plus E; — 'L; implique
(L) --—~ L

(2) Supposons que 7(L) — . Notons E' = n(L), i =¢e(E’) et j = ¢(&). Dans 'implantation
on a:

Eli . /Eli_l N /“‘Ell . /E/O . /E] __}/ j_l _—>/“‘E1 . /EO

Sij > 1, il existe alors une écriture F;. La séquentialité de 'implantation pour le registre X; et le
choix de ' = 7(L) impliquent :
E'y — L, — E;

/

soit L; --- F;, et par I’égalité de ---» et -"»
L--—+F
Si j < 1, alors il n’existe pas d’écriture £;, on utilise la séquentialité du registre X; qui implique :
L; —'E; ou E; — 'L,
dans le premier cas on obtient immédiatement L ---~ F, dans le second nous allons prouver que

l’on aboutit a une contradiction. Comme A;(L;) = 0 et que ¢;(F;) = 1, c’est qu’il existe un E”;,
tel que ¢;(E”;) = 0, situé entre E; et L;. L’écriture £”; figure dans 'implantation d’une écriture
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Fic. 7 - Exécution non atomique d’un registre a k valeurs

Fic. 8 - Implantation incohérente d’un registre & m valeurs

E" vérifiant ' — E” —— FE et nécessairement telle que ¢(E”) > j; notons h = ¢(E”). Si h > i
on aurait :

B — 'R L,
qui contredit la définition de £’ = w(L). Donc h < i, et on peut reprendre le raisonnement que
I’on vient de faire en remplagant F par E” et j par h. En répétant cette opération suffisamment
de fois on construit une suite de lectures qui suivent E’ et précédent L; dont les valuations vont

en croissant strictement; une de celles-ci a une valuation supérieure ou égale a ¢, ce qui contredit
la définition de F’ = (). O

Remarques.

1. Le registre ainsi construit n’est pas atomique, comme on peut le voir sur 'exemple représenté
Figure 7. Sur cet exemple il y a 3 écritures ¥ — FE’ — E' valuées respectivement 2,0, 1 et deux
lectures I, — L’. On a représenté leurs implantations, I’algorithme de valuation des lectures donne
AL)=1et A(L') = 2, il est donc impossible de linéariser de fagon cohérente {F, E', E" L, L'}.

2. Si 'on avait choisit d’implanter les écritures dans I'ordre des indices de registres croissants on
n’aurait pas obtenu un algorithme cohérent comme le montre I’exemple représenté Figure 8. 1l y
a dans cet exemple 3 écritures £ — FE’ — E' valuées respectivement 2,0, 1 et la lecture L qui
bien que postérieure a £’ est valuée par 2 = ¢(F).

4.3 Registres réguliers

Dans le paragraphe précédent les deux réalisations de registres a plusieurs lecteurs et a plusieurs
valeurs ont conduit a la construction de registres satisfaisant certaines propriétés donnés dans les
Propositions 4.10 et 4.12, suivant L. Lamport nous appelons ces registres des registres réguliers
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Définition 4.13 Une exécution bi-valuée est réguliere si elle admet une fonction de lecture w
satisfaisant aux conditions suivantes pour toute lecture L :

(i) w(L)--~1

(i)  Pour toute écriture satisfaisant 7(L) — E ona L -~ E

Un registre réqulier est un registre qui a toute exécution valuée associe une exécution réquliére.

Remarques
1. La condition (2)implique aussi

Si ¥ — L alors F=nx(Ll)ou — 7(L)
en effet, si © — L on ne peut avoir 7(L) — F car la condition (2) est contradictoire a [’axiome
A2, le résultat découle alors de ce que les écritures sont totalement ordonnées.
2. Un registre régulier satisfait aux conditions (¢) et (¢7) de la Proposition 4.6.

3. Dans une exécution de registre régulier on peut trés bien avoir des lectures I — L’ qui sont
concurrentes & des écritures ' — B’ telles que L est valuée par ¢(E’) et L' est valuée par ¢(F),
on dit que 'on a une inversion des lectures. Une telle inversion est impossible dans une exécution
de registre atomique. Toutefois cette possibilité d’inversion dans les registres réguliers se limite aux
chaines d’écritures de longueur 2 car si on a une chaine d’écritures de longueur 3:

EFE— F — FE" e I — I/

et si 7(L) = E", alors E" ---» I implique par I’axiome (44) E' — L', et on ne peut alors avoir

(1) = E.

Les propositions suivantes donnent des propriétés des registres réguliers:

Proposition 4.14 Dans Uhypothése du temps global, toute exécution de registre atomique est ré-
guliere.

Preuve. En effet, la relation < construite sur une exécution est une extension de —— . Pour une
lecture L, (L) est I’écriture qui précede immédiatement L pour <. Elle vérifie donc =(L — n(L)),
et en raison de ’axiome de temps global

(L) -+ L
Si m(L) — F alors I'atomicité implique
(L)< L<FE
soit
-(F — L)

et on obtient aussi en raison de 'axiome de temps global :
L--—+F

Ainsi 'exécution est réguliere. O
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Fic. 9 - Exécution atomique mais non réguliere

Remarque

Si on ne suppose pas le temps global une exécution atomique peut ne pas étre réguliere, les situations
des deux lectures I et L, de 'exécution présentée Figure 9 ne respectent pas les conditions de
régularité puisque 'on a w(Lq) = Fq et =(Ey --- L1) de plus 7(Lz) = Fy, et on a Fy — FE3 mais
pas Lo ---= FJ3.

Proposition 4.15 Les réalisations de registres multilecteurs et multivaleurs, donnéesau paragraphe
4.2, permettent de construire des registres réguliers, lorsque les registres qui les réalisent le sont.

Nous ne prouvons pas ici cette proposition, pour le faire il suffirait de vérifier que, dans les preuves
des deux Propositions 4.10 et 4.12, du paragraphe précédent, les hypotheses de séquentialité, qui
ont été utilisées pour les registres X;, peuvent étre remplacées par des hypotheses de régularité sans
que le résultat en soit affecté.

Avec I'hypothese du temps global, on peut réaliser un registre régulier binaire X a l’aide d’un
registre str binaire Y. On utilise pour cela une variable locale au processus écrivain, notée ¢ dans
la suite, qui permet de ne pas effectuer d’écriture dans le cas ou celle-ci ne modifie pas la valeur du
registre.

— Algorithme dtmplantation : Une écriture de la valeur b = 0, 1 dans le registre X est implantée
par un test sur la variable locale g. Si celle-ci est égale a b le processus ne fait pas d’écriture
sur Y. Si g # b, il y a alors écriture de b dans Y et il faut dans ce cas mettre a jour la variable
locale ¢ en lui affectant la valeur b.

Une lecture L de X est implantée par une lecture de Y.

~ Relations dans S et 8’ : On suppose que — est égale & — ' et que --- est égale &

—_—— !

— Algorithme de valuation des lectures : La valeur obtenue par la lecture I de X est celle obtenue
par la lecture de Y.

Proposition 4.16 Dans Uhypothése du temps global, si le registre Y est sir, le registre X réalisé
est régulier.
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Preuve. (informelle)

On remarque que S et S’ sont pratiquement identiques, les écritures sur X de & qui ne modifient
pas la valeur du registre sont transformées en des actions internes, il est d’autre part ajouté une
action interne aux écritures qui modifient la valeur de la variable. Ainsi les lectures de § qui étaient
isolées dans S restent isolées dans &', celles qui sont concurrentes & une (ou des) écriture(s) qui
ne modifient pas la valeur du registre deviennent isolées dans S’. Ainsi une lecture de X obtient
la valeur de I’écriture qui la précede immédiatement sauf si elle est concurrente a une écriture qui
modifie la valeur du registre. Mais dans ce dernier cas, comme le registre est binaire, le résultat
obtenu est 0 ou 1 sans que cela n’affecte le caractere régulier de 'exécution. O

Remarque Si on ne suppose pas ’hypothese du temps global on peut trés bien avoir une exécution
de registre str pour laquelle on a L ---~ F et 7(L) = F, 'implantation ne modifie pas les relations
--- . Ainsi elle ne peut étre réguliere car on n’a pas n(L)---~ L.

5 Impossibilité de certaines réalisations

Dans cette section on montre qu’il n’est pas possible de réaliser un registre atomique a 'aide
de registres réguliers, si 'on ne dispose pas d’un registre lu par ’écrivain et écrit par le lecteur et si
le nombre de valeurs possibles des registres réguliers est fini. Une telle preuve d’impossibilité exige
d’étre précis sur le modele utilisé pour la réalisation que 'on se propose de mettre en place; nous
commencons donc par préciser a nouveau ce modele.

L’écrivain, possede une variable interne qui peut prendre un nombre fini de valeurs, il écrit dans
un registre atomique X des valeurs appartenant a un ensemble fini. L’écriture d’'une valeur dans X
est implantée par une suite d’actions : changement d’état et écritures successives dans des registres
réguliers. Chacun des registres réguliers est susceptible de prendre un nombre fini de valeurs. De
fait, on peut supposer que la réalisation est effectuée par un seul registre régulier Y en raison du
lemme suivant :

Lemme 5.1 Tout systéme d’exécution a écritures totalement ordonnées par — , et comprenant
plusieurs registres réguliers peut étre itmplanté par un systeme ne comportant qu’un seul registre
régulier,

Preuve. Soit une exécution sur k registres X1, Xo, ... X} avaleurs respectivement dans V1, V5, ...V}

? ? p ? ? ?
on considere le registre X & valeurs dans Vi x Vo ... x V. Une écriture F; dans X; est remplacée
par une écriture dans X . La valuation de cette écriture est

($17$27 B R DI PR $k)

si la valuation de F; est v; et si les registres autres que X; contiennent les valeurs z; au moment
de I’écriture F;. Ces valeurs sont déterminées sans ambiguité puisque les écritures sont totalement
ordonnées par — ; elle peuvent aussi étre contenues dans une variable locale a ’écrivain qui est
tenue a jour a chaque écriture.

Une lecture du registre X; est remplacée par une lecture de X; pour valuer ces lectures, on ne
retient que la ¢"® composante de la valeur lue dans X. On remarque qu’une lecture isolée en
tant que lecture de X; peut étre concurrente a d’autres écritures et donc n’étre plus isolée dans
le deuxieme systeme. Toutefois ’hypothese de régularité de X joue un rdle important puisqu’elle
implique que les :"¢ composantes des valuations possibles sont toutes égales. O
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Remarque.
Ce lemme n’est pas vrai si ’on suppose que les registres sont simplement stirs, les arguments
invoqués a la fin de la preuve ne pouvant plus étre utilisés.

De ce lemme on déduit que s’il existe une réalisation d’un registre atomique, a ’aide de plusieurs
registres réguliers dans lesquels n’écrit qu’un seul processus (appelé ’écrivain), alors on peut cons-
truire une réalisation a ’aide d’un seul registre régulier. Il suffit pour cela de composer la premieére
avec 'implantation dont I'existence est établie par le lemme. On peut donc limiter la preuve d’im-
possibilité au cas ol la réalisation ne contient qu’un seul registre régulier Y.

Poursuivons la description de la réalisation en décrivant I'implantation des lectures. Le processus
qui effectue les lectures (appelé lecteur dans la suite) possede une variable interne, et une lecture de
X se traduit par une succession de lectures du registre Y. La valeur obtenue pour X est décidée en
fonction des valeurs obtenues par les lectures de Y et de celle de sa variable interne. Chaque écriture
d’une valeur dans le registre atomique X se traduit donc par plusieurs écritures consécutives dans
le registre régulier Y et chaque lecture de X est réalisée par une succession de lectures de Y.

Afin d’illustrer ce modele de réalisation, montrons comment on peut réaliser un registre atomique
a ’aide d’un registre régulier prenant un nombre infini de valeurs.

Soit V I’ensemble des valeurs possibles pour le registre atomique X, on choisit V XN comme en-
semble des valeurs de Y, ou N est I’ensemble des entiers naturels. L’écrivain possede une variable
interne s qui prend ses valeurs dans N, et le lecteur une variable interne ¢t qui prend ses valeurs
dans V'x N. L’écriture de ¢ dans X est implantée par U'incrémentation de la variable locale s de
Pécrivain (s = s+1) et par ’écriture de (a, s) dans Y. Une lecture de X est implantée par la lecture
de Y qui donne (a,u) et sa comparaison avec la variable interne ¢t = (b, v) du lecteur. Si u < v la
valuation de la lecture est alors b sinon c’est a et il faut dans ce second cas mettre a jour t par
t=(a,u).

(C’est donc bien I’hypothese de finitude du nombre de valeurs prises par le registre régulier qui
nous permettra de prouver 'impossibilité de 'implantation. Pour cela nous utilisons un lemme
combinatoire, tres simple, sur les suites finies :

Lemme 5.2 Pour toute suite finie u = ay, as, ..., a, il existe une suite v = by, by, ..., b, telle que :
(1) bl = aq, bn:am
(2) bi=b;=>1=7
(3) Pour tout 1 < it < m, il existe 1 < j <n tel que b; = a; et biy1 = aj4q

Dans ce qui suit on appelle une telle suite v, suite réduite de u. Informellement les conditions (1),
(2), (3), s’explicitent en : u et v ont le méme premier élément et le méme dernier élément, v ne
contient pas deux fois le méme élément et tout couple b;,b; 11 d’éléments consécutifs dans v se
retrouve comme un couple de deux éléments consécutifs de u.

Preuve. On procede par récurrence sur n. Si n = 1 alors v = a4 répond a la question. Soit u =

1,042, ... 0y, Aty €t 80t v = by, by, ..., b, la suite réduite de ay,a9,...,a,. SiVi=1,...m,b; #
a,y1 alors v,a,41 est une suite réduite de u. Sinon il existe un unique ¢ tel que b; = a,41 et on
vérifie que by, bs, ..., b; est une suite réduite de . O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le :

Théoréme 5.3 On ne peut pas réaliser un registre atomique a un lecteur, et a au moins 2 valeurs,
a laide de registres réguliers a un nombre fini de valeurs lus par un lecteur et €crits par un €crivain.
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Preuve. En raison du Lemme 5.1 on peut se limiter au cas ol il n’y a qu’un seul registre régulier
dans I'implantation. Appelons Y ce registre régulier qui réalise un registre X, nous allons montrer
que X n’est pas atomique. Pour cela notons V I’ensemble des valeurs prises par Y et k le nombre
d’éléments de V.

e Nous commencons par définir un comportement de ’écrivain nous examinerons plus loin des
comportements possibles pour le lecteur. Considérons la suite d’écritures suivante sur le registre X

By — By — By — -+ — E,

ol les écritures F; d’indice impair sont valuées par 1 et celles d’indice pair par 0. Pour chaque ¢,
P41 est implantée par une suite d’écritures dans ¥ que I'on note :
€1 — lez’,z — s — /€i7pi

notons w; la suite formée des valeurs contenues dans le registre Y lors de ces différentes écritures.
Le premier élément de u; est donc la valeur contenue dans Y avant 1’écriture e; 1, le second est la
valeur écrite par e;; et ainsi de suite jusqu’a la valeur écrite par e;, ; soit v; une suite réduite de
u;, dont I'existence est assurée par le Lemme 5.2.

e Puisque le nombre de v; possibles est fini on peut choisir n suffisamment grand pour que k
parmi les v; soient égales. Notons

?]Ibo,bl,bg,...,bp

la valeur commune a ces k occurrences identiques de »;. On a ainsi obtenu une suite d’écritures sur
Y dont les suites réduites se répetent k£ fois. On peut noter que I’on ne peut pas assurer ’existence
d’une répétition effective sur les suites u; elles mémes, car on ne suppose pas que la suite d’écritures
sur Y réalisant une écriture sur Y est bornée, ainsi les u; peuvent étre tous distincts.

¢ Examinons maintenant le comportement du lecteur. Celui-ci pour chaque lecture de X effectue
une suite de lectures de Y. Une lecture L; de X est ainsi implantée par les lectures suivantes sur

Y :

! ! !
1271 - 1272 - ) ‘127] T ll7qi
On peut assumer l'existence d’une exécution dans laquelle toutes ces lectures sont valuées par la

méme valeur soit :
Ay(li71) = /\Y(li,2) == ’\Y(li7qi)

Pour simplifier on dit que le lecteur obtient la valeur b, au lieu de dire qu’il obtient plusieurs fois
consécutivement b. Pour chaque L; on note Ay (L;) la valuation commune & toutes les lectures [; ;.

Soit deux lectures L et L' du registre X, successives (i. e. telles que . — L’ et qu’aucune
lecture n’est située entre elles) satisfaisant :

Ay(L) =biy1, Ay(L/) =b;, et /\(L) =1
alors on doit avoir, quelque soit ’état interne du lecteur lors de ses lectures :
ML) =1

En effet ces deux lectures peuvent tres bien avoir été concurrentes a une méme écriture Fo;yq1, L
ayant été valuée par 1 = ¢(Fy41), L' qui la suit doit aussi étre valuée 1, puisque le registre est
atomique.

o Il existe un comportement du lecteur composé d’une suite de lectures successives

Lo — 1L1...L;, — ... L1 — L;
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telles que :

Ay (Lo) = b, Ayv(Ly)=bg—1, ...y Ay(Lp—1)=b1, Ay(Lx)=10o

En effet dans la mesure ou il y a k écritures dont la suite réduite est v = bg, by - - - by, il suffit de
choisir chacune des L; concurrente avec 'une de ces écritures.

e Dans ce comportement il est clair que I'on doit avoir A(Lg) = 1, en effet Ly peut suivre une
écriture valuée par 1 sans étre concurrente a aucune autre. En raison de ce qui a été remarqué plus
haut on doit avoir aussi A(L1) = 1 et de proche en proche :

ML) =1, . MIee) =1, Ay(Lp) =1

mais on est alors en contradiction avec le fait que X est atomique, puisque la derniere lecture Ly
qui est telle que Ay (Ly) = bg peut trés bien n’étre en concurrence avec aucune écriture et se trouver
succéder a une écriture valuée par 0. O

6 Constructions de registres atomiques

Nous nous intéressons ici a la réalisation de registres atomiques a partir de registres réguliers.
Plus précisément, nous nous placons dans le cadre de registres mono-écrivain et mono-lecteur.
Nous donnons une construction d’un registre multi-valeur atomique a partir d’un registre multi-
valeur régulier et de deux registres binaires réguliers. Nous prouvons ensuite la validité de cette
construction qui est la plus efficace possible dans le cas d'un registre binaire. Par contre, dans le
cas de registres quelconques, il existe des constructions plus performantes dont nous évoquons les
grandes lignes pour conclure cette section.

6.1 Principes généraux

On part pour la réalisation d’un registre atomique X & ’aide de registres réguliers d’une idée
tres simple : on utilise un registre régulier Y qui peut contenir le méme type de valeurs que X, une
opération de lecture ou d’écriture sur X est implantée par une ou plusieurs opérations de méme
nature sur Y. Comme le registre Y n’est pas atomique il faut ajouter d’autres opérations de com-
munications, pour ces communications on utilise d’autres registres réguliers. Pour que ’exécution
implantée soit atomique il faut construire une fonction de lecture = qui associe une écriture 7(L) a
toute lecture L et qui satisfasse les trois conditions (), (¢7), (¢¢¢) de la Proposition 4.6 , conditions
que nous rappelons ici :

(i) VLeLl: (L — (L))
(it) YEe&, ¥YLelL: E—1IL = FEF —r7x(L)oun(lL)=FE
(iii) YLy, Lyel: Ly — Ly = =(n(Ly) — 7(L4))

Il est assez facile de satisfaire aux conditions (7) et (42), il suffit en effet, pour une lecture L de
choisir comme valuation Ax (L) la valeur obtenue par 'une des lectures de Y qui implante L. La
régularité de Y implique alors immédiatement (7) et (i2), toutefois il n’y a aucune raison pour que
(i77) soit vérifiée. Dualement il est aussi assez facile de satisfaire (ii7), il suffit pour cela d’utiliser
une variable locale au lecteur (notée v dans la suite), qui contient la valeur de la premiére lecture
de Y effectuée et de valuer systématiquement toutes les lectures de X par cette valeur. Si avec cet
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Fra. 10 - Une inversion entre deux lectures

algorithme on satisfait bien (7i7),il n’y a aucune raison que (%) soit satisfaite car les valuations ainsi
données aux lectures sont trop anciennes et ne tiennent pas compte des modifications apportées au
registre X par les écritures. L’algorithme de J. Tromp que nous décrivons ci-dessous a pour point de
départ cette technique simple et se complete par deux constructions plus complexes. Une variable
v, locale au lecteur, contient une valeur ancienne lue dans Y par celui-ci; lorsque le lecteur effectue
une lecture L il lit plusieurs fois Y et détermine si I'une des valeurs lues dans Y est postérieure a
la valuation de la lecture précédente, si c’est le cas il value L par celle-ci, sinon apres s’étre assuré
qu’aucune écriture n’a eu lieu depuis la mise a jour de v, il value L par la valeur de v. Le probleme
est ainsi d’une part de déterminer avec certitude qu’une valeur de Y est postérieure a une autre
et d’autre part qu’aucune écriture n’a eu lieu depuis la derniere lecture. Les deux lemmes suivants
apportent une réponse a ces deux questions.

6.1.1 Lemme des lectures inversées

Considérons un registre ayant la valeur « et une écriture I faisant passer la valeur du registre
a # # a. Dans le cas d’un registre régulier, deux lectures L, et Ly ordonnées (L; — Lj3) en
concurrence avec ’écriture F peuvent obtenir respectivement les valeurs 3 et a. 5i l’on veut réaliser
un registre atomique a partir de registres réguliers, une telle inversion doit étre détectée par le
lecteur. Si la lecture Ly est valuée par la nouvelle valeur 3, il faut donc que le lecteur, lors de la
lecture L, s’en apercoive et value cette lecture par la nouvelle valeur 3. Pour avertir le lecteur qu’il
a écrit une nouvelle valeur ’écrivain utilise un registre régulier que 'on appellera W dans la suite,
il est écrit par ’écrivain et lu par le lecteur; la constatation par le lecteur d’une modification de la
valeur de W va lui permettre d’ordonner correctement les lectures qu’il effectue. De maniere plus
précise on a :

Soit deux processus, un sera appelé écrivain et 'autre lecteur, qui communiquent a ’aide de 2
registres réguliers Y et W, le processus écrivain effectue des écritures soit dans Y soit dans W, le
lecteur lit dans I’'un ou "autre des registres. Les fonctions de lectures associées a ces deux registres
sont notées m et my respectivement. Puisque les lectures sur Y ou sur W sont effectuées par un
meéme processus elles sont totalement ordonnées par — , il en est de méme pour les écritures.
On a alors :

Lemme 6.1 Dans une exécution satisfaisant les conditions ci-dessus, soit deux lectures Ly et Lo
du registre Y dont les valuations sont inversées, c’est a dire telles que :

Ll — LQ et 7T(L2) — F(Ll)
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Alors les lectures de W situées entre Ly et Ly sont isolées et leurs images par my sont toules égales
a Uécriture de W qui précéde immédiatement w(Ly).

Preuve. Comme le registre Y est régulier on a par la condition (1) :
7(L1) --~ Ly
En utilisant I'axiome (As) & partir de L; — L3 on obtient :
T(L1) --—~ Ly
En appliquant la condition (¢¢) dans la définition des registres réguliers on a puisque 7(Ly) — 7(Lq):
Ly --—+7(Lq)
Soit en utilisant (As), puisque L1 — Ly :
Ly --—+7(Lq)

Alinsi, si L' est une lecture du registre W située entre L1 et Ly on obtient une situation représentée
sur la Figure 10. Alors pour toute écriture £’ de W qui précede w(L1) et pour toute écriture £

qui la suit on a :
El — F(Ll) - Ll —_— L/

et
L/ — L2 ininidd F(Ll) —_— E”

Soit en appliquant "axiome (Ay) :
El . L/ . E//

ainsi si L'y est écriture de W qui précede immédiatement 7(Ly) on a 7w (L) = £'1. O

Le Lemme peut étre énoncé aussi sous la forme :

Corollaire 6.2 Soit deux lectures Ly et Ly d’un regisire réqulier Y et soit L'y, L'y deux autres
lectures d’un autre registre W effectuées par le méme processus sur un registre régulier W telles
que

Ll e Lll e L/2 — L2

et
ew (L) # ew(Ls)

Alors les lectures Ly et Ly ne sont pas inversées.

Remarque

Ce corollaire permet de proposer un principe d’implantation d’un registre atomique X a laide de
deux registres réguliers Y et W; une écriture de la valeur a dans X est implantée par ’écriture de
la méme valeur « dans Y suivie de plusieurs modifications du registre W. Le lecteur effectue des
lectures de Y séparées par plusieurs lectures de W, s’il obtient des valeurs différentes de W entre
deux lectures de Y, il peut en déduire qu’il n’y a pas eu d’inversions pour les valeurs obtenues par
ces lectures de Y. Si elle permet d’éviter les inversions, cette technique ne permet pas de réaliser un
registre atomique car une suite de lectures de W n’est pas assurée de constater un changement des
valeurs lues. En effet, plusieurs modifications de W peuvent ne pas étre percues par le lecteur parce
que W revient sur une valeur déja prise, ou parce que ’écrivain n’a pas modifié W “assez vite”.
Pour palier cet inconvénient on utilise deux registres binaires R et W qui permettent au lecteur de
s’assurer que 1’écrivain n’a pas effectué d’écriture depuis la derniere lecture.
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6.1.2 Lectures et écritures opposées

Dans ce qui suit I’écrivain et le lecteur communiquent & ’aide des registres W et R. Le registre
R est utilisé par le lecteur pour montrer a 1’écrivain que la précédente valeur du registre a été
rendue comme résultat par (au moins) une lecture. Au contraire, ’écrivain utilise le registre W
pour indiquer au lecteur qu’une nouvelle écriture a été effectuée. Plus précisément, I’écrivain fera
en sorte que les valeurs de W et R soient différentes alors que le lecteur essaiera de les rendre égales.
De facon plus précise, soit une exécution comportant deux registres R et W, et concernant deux
processus : le lecteur et I’écrivain. L’écrivain écrit dans W et lit dans R en exécutant 1’algorithme
suivant qui tend & rendre W # R :

£ Lire (R)
Eb: Ecrire (W)
ew(EY) = 1-Ap(E%)

Le lecteur quant a lui, effectue des lectures de W et des écritures dans R de fagon quelconque. On
a alors :

Lemme 6.3 Avec les hypothéses ci-dessus, soit E* — E° une action de Uécrivain. Soit L une
lecture de W (effectuée par le lecteur) telle que E* — L, qui constate \w (L) = r, ot 7 est le
contenu de R au moment * de L. Alors il existe une écriture F de R (effectuée par le lecteur) telle
que :

B I ——

Preuve. L’écriture E'* = 7w (L) associée a L par la fonction de lecture satisfait, puisque le registre
W est régulier, les conditions suivantes :

E" -o I et (E'= E" ou E* — E")

Ainsi £ = F'ou £ — F'.
Notons F' = 7p(FE'"), le fait que le registre R soit régulier implique par (7) :

F - "
On ne peut avoir L — F’ car alors
Jo/ ;L NN

implique E'* — F’ par 'axiome (Ay), contredisant 1’axiome (As). Ainsi les actions F” et I étant
toutes les deux exécutées par le lecteur on a :

FF— L

Examinons maintenant les valeurs r et 7' du registre R au moment des actions L et F’ respective-
ment, on a :

r=Aw(L)=e(E”) =1 - Ap(E")
r'=er(F') = Ag(E'™) puisque 7g(E"™)=F

2 - - ;. . . .
Une telle notion a un sens car le registre R est écrit par le processus lecteur qui peut donc connaitre sa valeur a
un instant donné
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Ainsi 7 # 7' et le registre R a été modifié entre F’ et L, ceci ne peut 1’étre que par une écriture
effectuée par le lecteur, écriture que nous notons F. Comme R est régulier, que I’ — F et que

F' =nr(E'")on a:
Jola—

Fn utilisant £ = E' ou ¥ — F' on obtient :

E*-er F — [

De ce lemme on déduit le principe suivant pour un algorithme d’implantation d’un registre
atomique. L’écrivain effectue la suite d’opérations :

E®*:  Ecrire (V)
Eb: Lire (R)
L Ecrire (W)

avec ew (E°) = 1 — Ap(FE®)

Le lecteur effectue la suite d’opérations

L% Lire (W)
L% Lire (V)
L¢:  Ecrire (R)

avec ep(L°) = Aw(L®). Si le lecteur obtient comme valeur de W une valeur égale celle de r, il en
déduit qu’aucune écriture n’a eu lieu depuis la derniére lecture qui a modifié R et il peut alors
valuer la lecture en cours par I'ancienne valeur (contenue dans la variable locale v), par contre s’il
constate R # W il faut alors procéder a des opérations plus complexes.

6.2 Description de I’algorithme d’implantation

Nous donnons ici en détail la réalisation d’un registre atomique X a ’aide de registres réguliers.
On utilise trois registres Y, W et R;les registres Y et W sont écrits par ’écrivain et lus par le lecteur,
le registre R est écrit par le lecteur et lu par I’écrivain. Le registre Y contient les mémes valeurs
que le registre X & réaliser, R et W sont des registres binaires qui servent a la communication. On
utilise les principes généraux évoqués ci-dessus, I’écrivain maintient W # R et le lecteur cherche a
rendre W = R. Le lecteur effectue des lectures alternées de Y et de W; dans le cas ou le lecteur
observe des variations de la valeur de W il peut considérer que les valeurs de Y qui encadrent ces
variations sont correctement ordonnées. S’il n’observe pas de variation de W il doit alors considérer
que la valeur du registre a implanter n’a pas été modifiée depuis la derniére lecture et il doit valuer
sa lecture par la valeur précédente, une variable locale au lecteur, notée v lui sert & mémoriser la
valeur précédemment lue. De facon plus précise on a :

Réalisation d’une écriture F de X :

£ Ecrire (Y)

EP: Lire (R)

E*: Ecrire (W)

€Y(Ea) = €X(E), €W(EC) =1- /\R(Eb)
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Réalisation d’une lecture I :

L*: Lire (W)
L Lire (V)
Le: Lire (W)
L Ecrire (R)
Le: Lire (Y)
LY Lire (W)
L9: Lire (Y)

Valuation de Uécriture L* :
Notons r la valeur du registre R lors de I’exécution de L%, on value L? alors par :

Si Aw(L*)=Aw(L)=1—-r, alors: gR(Ld) —1—r

Si Aw (L) #1—rou =Aw(L5)#1—r, alors: Ag(L%)=r
Intuitivement, on modifie R si et seulement si on constate deux fois de suite R # W.

Valuation de la lecture L :
On note ici 7 la valeur du registre R au moment de L? et ' sa valeur au moment de L. Ainsi
" = r si R n’a pas été modifié parL? et 7/ = 1 — r sinon. Une et une seule des trois conditions
suivantes est alors vérifiée :

(4) Aw (L) =7
(B) Aw (L®) #r et /\W(Lf) =7
() Mw (L) £ 71 et Adw(LF) # v/

et on donne la valeur suivante a A(L) suivant les cas :

Cas A: ANL)=wv
Cas B: ML) = Ay(L°)
Cas C: A(L) = Ay(LY)

Mise a jour de la variable locale v :
La nouvelle valeur v’ de la variable locale v aprés exécution de L* — L9 est donnée par :

Cas A: v =vw
Cas B: v = Ay(L°)
Cas C: v = Ay (L9)

Dans la suite on dit qu'une lecture L est de type A, B ou (' suivant que la condition correspondante
est ou non satisfaite.

L’algorithme d’implantation est schématisé Figure 11. Sur cette figure, un cercle représente une
lecture de W, un rectangle une lecture de Y et une ellipse une écriture de R. Les traits | indiquent
la position de la lecture de Y qui sert a valuer L ou & mettre a jour ». Au dessous des lectures
de W on a dessiné un cercle vide si la lecture obtient R = W et un cercle plein si celle-ci obtient
R # W. Lellipse est pleine si 'opération L? modifie R, elle est vide sinon.
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Cas A :

O

Cas B :

Fic. 11 - L’algorithme d’implantation d’une lecture
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A

Fic. 12 - Un exemple d’exécution

6.3 Exemple du déroulement de I’algorithme d’implantation

Nous allons ici “dérouler” 'exécution des protocoles de I’écrivain et du lecteur sur un exemple
afin de montrer qu’une lecture peut effectivement étre de type (A), (B) ou (C). Nous supposons
que la variable locale v et les registres W et R ont tous initialement la valeur 0. L’écrivain exécute
linstruction E%, qui fait passer la valeur de Y de a a 3 puis linstruction £°, il lit la valeur de R,
soit 0, et effectue enfin action F°¢ qui fait passer la valeur du registre W de 0 & 1. Nous allons
considérer cing lectures Ly, Lo, Ls, Ly et Ls se déroulant apres E° et concurremment a action E°
(ces b lectures correspondent a 5 exécutions différentes). Le registre W étant régulier, toute lecture
de W contenue dans Ly, Lo, Ls, L4 ou Ls peut étre valuée arbitrairement par la valeur 0 ou 1. Par
contre, toute lecture du registre Y contenue dans Ly, Lo, Ls, Ly ou Ls est valuée 8. La Figure 12
ci-dessous décrit les cinq lectures L1, Lo, L3, L4 et Ls. Les valeurs indiquées sous les actions sont
celles obtenues lors de la lecture de W.

— La lecture L,

Elle obtient W = 0 lors de la lecture L§, comme 7 = Aw(L{) on peut terminer 1a ’ensemble
des actions car les autres n’ont aucun effet sur la valuation ou sur le registre R. La lecture
L1 est de type (A).

— La lecture Lo

Elle obtient W = 1 lors de L%, Iinstruction L} est valuée 3. Ensuite L§ obtient W = 0 et

instruction L4 ne change pas la valeur de R. Puis L, obtient W = 0 lors de Lg, la lecture
Ly est de type (B) et A(Lg) = Ay (L§).

— La lecture L5
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Elle se déroule comme la lecture Lo jusqu’a linstruction Lg qui obtient W = 1. La lecture
est de type (C') et on a A(L3) = Ay (L}).

— La lecture L4

Elle obtient W = 1 lors de L§. Ensuite L4 obtient W = 1 lors de Lj. La valeur du registre
R devient alors 1, enfin Ly obtient W = 1 lors de Lfi, la lecture est de type (B) et A(L4) =
Ay (L),

— La lecture Ly

Elle se déroule comme L4 sauf en Lg ot elle obtient W = 0. La lecture est de type (C) et
M Ls) = Ay (LY).

6.4 Preuve de la validité de 'implantation

Preuve. Considérons une exécution & comportant un ensemble de lectures £ et un ensemble
d’écritures & relatives au registre X et leur implantation par les algorithmes donnés ci-dessus. Nous
allons définir une fonction de lecture, c’est a dire une application © de £ dans & telle que, pour
toute lecture L de £, la valeur écrite par 7(L) est égale a la valuation A(L) de la lecture L.

Pour toute lecture L du registre X on note py, la lecture du registre ¥ qui a donné sa valeur a A(L).
Ainsi si L est de type (B) on a py, = L, si L est de type (C) alors p;, = L® et si L est de type (A)
alors on a pr, = L'° ou pr, = L' ou L' est la derniere lecture qui précede L et qui trouve R # W
lors de sa premiere lecture de W. La lecture py, s’effectue sur le registre ¥ régulier on peut alors
définir my (pr) qui est nécessairement un E® pour une certaine écriture I de X on définit alors

T(L)=F
Nous montrons maintenant que la fonction de lecture 7 satisfait les 3 conditions (7), (i¢) et (¢i7) de
la Proposition 4.6.
Condition (i) : On montre que w(L) ---~ L. Si L est de type (B) ou (C') on sait que pr, figure dans

I'implantation de L. Or puisque le registre Y est régulier on a

Ty (pr) == pr

ce qui implique pour les opérations ¥ et L qui contiennent respectivement ces actions dans leur
implantation :
B

Si L est de type (A), pr, ne figure pas dans 'implantation de I mais précede toutes les actions de
cette implantation on a ainsi :
pr, — L*
ce qui implique par I"axiome (As3) :
Ty (pr) ---~ L"
et le résultat.
Condition (ii) : On montre que si L est une lecture de X et E une écriture de X telle que £ — L

alors on a :
m(L)=F ou F — w(L)
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Si pr, est un élément de I'implantation de L on a :
E* — pr
puisque le registre Y est régulier ceci implique

7y (pr) = E* ou ' — 7y (pr)

d’ot le résultat. Si pr, n’est pas un élément de I'implantation de L alors on applique le Lemme 6.3.
Puisque 'on a K¢ — L% et que L* trouve R = W au moment de son action le lemme assure
I’existence d’une écriture F' de R par le lecteur telle que :

Ebev B — L0

Cette écriture F a modifié la valeur de R, ainsi il existe une lecture L' du registre X telle que
F=1"et I est de type (B) ou (C). Ainsi py, est ou bien dans I'implantation de L’ ou bien dans
celle d’une lecture qui a suivi L’. Dans tous les cas on a :

Ee . pb o, L/d — prL

car pr, est égal & L'° ou L'Y ou bien figure dans une lecture qui les suit. L’axiome (A4) implique
alors :
E* — pr

et puisque le registre Y est régulier on obtient :
7y (pr) = E* ou ' — 7y (pr)

ceci donne alors :
m(L)=F ou F — w(L)

Condition (i) : 1l suffit de montrer que si Ly — Lo sont deux lectures successives alors on a :
m(L1) = 7(Ly) ou w(Ly) — w(Ly)

pour montrer que le résultat est encore vrai si les deux lectures ne sont pas successives, il suffit de
procéder par transitivité. De fait on peut se contenter de montrer que si Ly — Lo alors :

PLy = PLy, OU pL, — PL,

La fin de la preuve consiste a considérer tous les types de lectures possibles pour L et Lo et a
utiliser le Lemme 6.1 dans chacun des cas. Si Lg est de type (A) alors

— si Ly est aussi de type (A) :pr, = prL,
— si Ly est de type (B) alors on a aussi pr, = pr,

— si Ly est de type (C) alors on a pr, = L} et pr, = LY d’olt p, — pr, on remarque qu’entre
ces deux lectures de Y il existe deux lectures de W a savoir L et L{ qui obtiennent des
valeurs distinctes en appliquant le Lemme 6.1, il n’y a pas d’inversions.
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Si Ly est de type (B) ou (C') et si Ly est de type (A), alors pr, précede L{ et pr, suit L3, comme
Aw (L]) # Aw(L§) on peut appliquer le Lemme 6.1 et il n’y a pas d’inversion entre pr, etpr,.

Si Ly est de type (B) ou (C') et si Ly est de type (B) on a :
_ Je __ g€ _7b
PL, = Ll et PL, = L2 ou pr, = L2
De toute facon entre ces deux lectures de Y se trouvent L{ et L§, lectures de W telles que :

M (L]) = r # Aw(L5)
Une fois de plus le Lemme 6.1 permet de conclure.

Si Ly est de type (B) ou (C') et si Ly est de type (C'), on a
pr, = LY et pr, = L5 ou pr, = L}

il y a deux lectures de W qui obtiennent des valeurs différentes entre L} et LY ce qui termine la
preuve. O

En conclusion, le registre construit a partir des registres stirs Y, W et R vérifie les hypotheses
de la Proposition 4.6 et est donc atomique. Nous avons ainsi donné une construction de registres
atomiques a partir de registres réguliers. Par ailleurs, nous avons vu en Section 4 que des registres
réguliers peuvent é&tre construits a partir de registres strs. Ainsi nous pouvons énoncer :

Théoréme 6.4 Un registre multi-valeur atomique mono-écrivain et mono-lecteur peut étre cons-
truit a partir de registres multi-valeurs sirs.

La question naturelle qui se pose alors est d’évaluer la complexité d’une telle construction. Dans
le cas d’un registre binaire, nous avons vu au début de cette section qu’au moins trois registres
booléens réguliers ou siirs étaient nécessaires. Comme un registre binaire régulier peut étre construit
a partir d’un registre binaire sir en changeant simplement 'opération de lecture, la construction
proposée dans cette section montre que:

Théoreme 6.5 Il faut et il suffit de trois registres binaires surs pour construire un registre binaire
atomique mono-Ecrivain et mono-lecteur.

Dans le cas de registres multi-valeurs, le nombre de registres binaires sirs nécessaires a la
construction d’un registre atomique dépend du nombre de valeurs que peut prendre ce registre.
Pour simplifier, supposons que le registre atomique que nous voulons construire puisse prendre 2°
valeurs pour un certain entier . La construction donnée plus haut permet alors de construire un
tel registre atomique & partir d’un registre régulier pouvant prendre 2° valeurs et de deux registres
binaires réguliers (ou strs). De plus, nous avons vu au paragraphe 4.2 qu’un registre régulier pouvant
prendre 2° valeurs pouvait étre construit a partir de 2° registres binaires réguliers (ou sirs). Ainsi
la construction ci-dessus nécessite 2° + 2 registres binaires réguliers (ou siirs). Il est en fait possible
d’améliorer considérablement cette complexité puisqu’un nombre linéaire en b de registres binaires
est suffisant.

1l existe principalement deux méthodes pour de telles constructions. La premiere, due a Peter-
son [Pet] consiste a considérer trois copies du registre multi-valeur et un certain nombre de registres
binaires regroupés sous le nom de controle. Chaque acces au registre multi-valeur écrit ou lit les
trois copies. Le controle permet de savoir laquelle des trois lectures a été faite sans interférences
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avec une écriture. Ainsi, & une constante pres, le nombre de registres binaires stirs utilisés est 3b et
chaque lecture ou écriture nécessite ’acces a également 3b registres binaires.

Dans la seconde méthode, quatre copies du registre multi-valeur sont utilisées. Par contre,
chaque lecture ou écriture n’est faite que sur une seule des quatre copies. Le controle permet de
déterminer laquelle des quatre copies doit étre utilisée de facon a rendre atomique ces lectures et
écritures. Ce principe est du a Kirousis et al [KKV] et a été repris par Tromp [Tro] qui a diminué
la taille du controle.
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